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Navody k aloham 1. kola letnej Casti kategorie T

V kategérii T neuvadzame vzorové rieSenia ale skér ndvody na rieSenie tloh. Ich cielom je prezradif vam
hlavna myslienku rieSenia, aby ste podla navodu mohli rieSenie domysliet sami. Obdéas teda vynechdme niektoré
drobné detaily, neuvadzame implementécie datovych struktar a nerozpisujeme niektoré kroky.

Neuvadzame ani vzorové programy, pretoze chceme, aby ste po precitani navodu naprogramovali tie tlohy,
ktoré ste nespravili podas trvania série. Ked si tieto rieSenia sami naprogramujete, naucite sa tym ovela viac
ako pozeranim sa na zdrojové kody.

Implementacie vSeobecne znamych algoritmov a détovych Struktir mozete ndjst vo vzorovych rieSeniach
kategorii Z a O starsich roénikov KSP alebo aj na internete.

navod pisal miSof
1. Trikrat bola party (max. 0 b za popis, 20 b za program)

Uloha mé viac moznjch rieseni, ukazeme si to, ktoré sa asi najlahsie implementuje.

Dvaja Tudia st ekvivalentni, ak boli na tej istej mnozine party. Ak médme vo vstupe dvoch ekvivalentnych
Tudi, napriklad Maru a Usamca, mdZeme sa jedného z nich zbavit tak, ze do vystupu priddme implikicie “ak
Maru tak Usamec” a “ak Usamec tak Maru”.

KedZe boli len tri party, existuje len 8 roznych typov ludi. (Jeden z nich st napr. Tudia, ktori boli len na prvej
party, Gize ti, ¢o maji na vstupe stipec 100.) Ked sme sa zbavili ekvivalentnych Tudi, ostal nAm teda vstup, v
ktorom je nanajvys osem ludi.

Uz v tomto okamihu by sa dala na dorieSenie tilohy vhodne pouzit hrub4 sila, ale porozmyslajme eSte.

Ak mame cloveka Quasimoda, ktory nebol na zZiadnej party, zbavime sa ho pridanim podmienky “ak Qu-
asimodo tak nie Quasimodo”. A naopak, ak mame jeho opak Esmeraldu, tej sa zbavime podmienkou “ak nie
Esmeralda tak Esmeralda”. A uz nam ostalo Tudi len Sest.

Dvaja ludia st opacni, ak bol na kazdej party préve jeden z nich. Ak mame vo vstupe dvoch opa¢nych Tudi,
tiez sa vieme jedného zbavit. Ak st napriklad Jekyll a Hyde opacni, stac¢i pridat implikdcie “ak Jekyll tak nie
Hyde” a “ak Hyde tak nie Jekyll”.

A ked sme sa zbavili aj opacnych Iudi, ostal ndm vstup s nanajvys troma fudmi.

To isté si teraz modzeme povedat aj matematicky. Mame n boolovskych premennych a snazime sa napisat
logicky vyraz, ktory bude splneny pre prave tri kombinacie hodn6t premennych, a to pre tie tri predpisané na
vstupe. Vyssie uvedenym postupom sme zostrojili ¢ast tohto vyrazu: zbavili sme sa konstant, ekvivalentnych
premennych, aj premennych, ktoré st negdciou jedna druhej. Skonéili sme v situécii, Ze mame nanajvys tri volné
premenné. Ked zvolime ich pravdivostné hodnoty, nami zostrojend sada implikacii jednoznacne uréi hodnoty
vsetkych ostatnych premennych. A lahko nahliadneme, ze vSetky tri ohodnotenia zo vstupu sa nachidzaji medzi
tymi ohodnoteniami, ktoré takto vieme dostat.

St len dve moznosti: bud médme volné premenné presne dve, alebo presne tri. (Rozumiete, pre¢o sa nemoze
stat, Ze by bola len jedna?)

Ak st presne dve, je doteraz zostrojeny vyraz pravdivy pre Styri rozne ohodnotenia premennych, a my z
nich potrebujeme este zakazat to jedno, ktoré nechceme. Toto sa vzdy dé dosiahnut. Predstavme si napriklad,
7e tie dve volné premenné st fudia Rasto a Marina, ktorym na vstupe zodpovedaji stipce 101 a 001. Potom
potrebujeme vyluéit moznost, v ktorej ma Rasfo 0 a Marina 1, ¢ize moznost, ze Rasfo na party nebol a Marina
ano. Toto spravime pridanim implikacie “ak Marina tak Rasfo”. Analogicky vieme postupovat pre fubovolné
dve volné premenné.

Ak st volné premenné presne tri, ma doteraz zostrojena sada implikécii osem vyhovujtcich ohodnoteni
premennych. Spomedzi tychto by sme chceli tie tri dobré nechaf a zvysnych pét zlych zakazat. D4 sa ale dokézat
(rozmyslite si, ako), Ze toto nikdy nejde spravit. Ak teda po spraveni vSetkych redukcii po¢tu premennych vidime
tri volné premenné, loha nem4 riesenie.

navod pisal Samo
2. Totalny zabijak (max. 0 b za popis, 20 b za program)

Najprv vyrieSime lahsiu tlohu (aj ked fazko predstavitelnt) a to tak, Ze budeme predpokladat, ze Emko aZ
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taky hlupy nie je. To znamené, Ze nie je ochotny zaplatif za objedndvku niektorého z nepriatelov, teda vsetky
¢isla na vstupe budd nezaporné.

Hlavna myslienka

KedZe chceme vypisovat hodnoty moZnjch u¢tov od najmensieho, najrozumnejsie je vSetkych kandidatov na
najlacnejsi i¢et nahadzat do minimovej haldy a potom odtial vyberat vzdy najlacnejsi. Kandiddtov ale mame
vSetky podmnoziny, ¢o je teda az 2™ prvkov v halde. Staci si vSak uvedomit, Ze kandid4dtmi na najlacnejsi (este
nevypisany tcet) nie su od zaciatku vSetky podmnoZiny, ale sa nimi stand az neskér.

Kandidati

Vieme napriklad povedat, Ze ak A je podmnozinou B, tak A vypiSeme urcite skor, lebo B ziskame z A prida-
nim niekolko nezdporngch prvkov. TakZe mnozina sa stane kandiddtom aZ ked vypiSeme vSetky jej podmnoziny,
a dovtedy ju do haldy vébec nemusime pridavat. Co teda sposobi, ze v halde sa vyskytne vyrazne menej veci,
kedZe k je relativne malé.

VysSie uvedend tivaha sa ale d4 potiahnut este dalej. Vieme si vybudovat graf zavislosti, kde vrcholy st
mozné ucty a orientovand hrana z A do B bude znamenat, ze B priddme do haldy (stane sa kandiddtom) ked
vypiseme A.

Od takéhoto grafu budeme pozadovat viacero veci. Za prvé si musime byt isty, ze A je lacnejsi ako B, teda ze
sa od nés necakalo, Ze vypiSeme B a B sme eSte nemali ani v halde. A zaroven nechceme ten isty Gdéet pridavat
do haldy viackrat, teda do jedného vrchola moze smerovat najviac jedna hrana. Nakoniec musi byt kazdy vrchol
dosiahnutelny z vrcholu reprezentujuceho najlacnejsi tcet.

Rozmyslite si, prec¢o st horeuvedené tri podmienky nutné a zaroven postacujice na to, aby nas algoritmus
(k-krat vyber najlacnejsieho kandidéta z haldy a pridaj do nej novych kandiddtov) fungoval sprévne.

Ako rozumne zvolit graf?

Ak mame vrchol reprezentujici podmnozinu {a1, as, ..., a, }, tak budi z neho viest hrany do vrcholov repre-
zentujicich mnoziny {ay, as, ..., a,,b} a {a1,as,...,a,—1,b}, kde b oznacuje najmensie ¢islo véicsie ako a,,.

Zjavne plati, ze do kazdého vrchola vedie len jedna hrana. A tieZ hrany ved( smerom od lacnejSich tétov ku
drah$im, kedZe prvy typ hrany vedie ku nadmnozine a pri druhom type vymenime a,, za b, ¢o je aspon tak velké
¢islo. A nakoniec, na priklade ilustrujeme, akym spdsobom vieme dosiahnut kazdy vrchol (a vSeobecny pripad
nechdvame na rozmyslenie): ak su vSetky ¢isla 1,2,3,4,5,6,7,8, tak napriklad vrchol {1,3,4,7} dosiahneme
takto:

{1} = {1,2} = {1,3} = {1,3,4} = {1,3,4,5} = {1,3,4,6} — {1,3,4,7}
Riesenie nasej podalohy
To ¢o teraz vieme spravit je, Ze na zaciatku priddme do haldy najlacnejsi prvok, a nésledne k-krat vyberieme
z haldy najlacnejsi prvok, vypiseme ho, a pridame 2 nasledujicich kandidatov do haldy. Na to aby sme o kazom

vrchole vedeli povedat, kam smeruja jeho hrany a vedeli vypisat jeho hodnotu, ndm staéi si pamétat studet jeho
¢lenov a najvicsi prvok.

Riesenie ak je Emko hlupy

Toto vieme upravit na tlohu, ktorti sme uz vyrieSili. Sta¢i ak spustime na§ algoritmus na absolitnych
hodnotach a odpocitali vzdy stcet zapornych ¢isel na vstupe. Preco to funguje? Totiz ak sa rozhodneme neaku
podmnozinu vypisat, tak vlastne sa rozhodneme vypisat tito podmnozinu s tym, Ze tam pridame vSetky zdporné
Cisla okrem tych ktoré sme uz vybrali (v absoltitnej hodnote) a teda sa ndm akoby vynuluju.

Prvykrat, ked by sme mali vypisat nulovy Géet, ho na vystup neddme (lebo neprazdny cet nas nezaujima).

Co sa tyka ¢asovej zlozitosti, tak potrebujeme nacitat vstup a v k-kolach vzdy jeden prvok odstranit a dva
pridat do haldy, teda O(n + klog k).

navod pisal Buj
3. Trivialna interaktivna uloha (max. 0 b za popis, 20 b za program)

Skiisme na zaciatok iba vyrieSit dlohu, nezalezi na tom, ako efektivne. Ked budeme klast iba otazky 1,
budeme podla odpovede vedief presne povedat, ¢o sa stalo:

1. Ak sme dostali >, tak sa stav zvysil o 1.
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2. Ak sme dostali ¢okolvek iné, tak sme pretiekli — stav dosiahol po pripoéitani 1 hodnotu m, a ked sme
zobrali jeho zvySok po deleni m, dostali sme stav 0.

Napad je taky, Ze ak by sme zacinali v stave 0, budeme sa pytat stale otdzky 1, az kym nedostaneme = alebo
<. Pocet polozenych otézok je potom presne m. Do stavu 0 sa ale vieme dostaf rovnakym sposobom — pytanim
sa 1 dovtedy, kym nedostaneme nieco iné ako >. Mame tak algoritmus, ktory sa opyta najviac 2n otazok.

< <

Dolny odhad

Vsimnime si, Ze ak sa k-krat spytame otézku 1, a na kazda dostaneme odpoved >, tak uréite plati m > k+1.
Toto vieme vyuzit na zrychlenie predchadzajiceho algoritmu:

Ak v prvej Casti algoritmu pouzijeme k otazok, tak sa v druhej Casti nemusime na zac¢iatku (k — 1)-krat
spytat 1. Vieme, Ze na kazdu z tych otédzok dostaneme > — nedostaneme Ziadnu informéaciu. Namiesto toho, aby
sme sa k-krat spytali 1, sa raz spytajme k. Mame tak algoritmus pytajici sa najviac n + 1 otazok.

< <

Naco nam je dolny odhad?

Pozrime sa na to, ¢o ndm hovori odpoved na otdzku a. Dostaneme > ak x + a < m, v opa¢nom pripade
moZeme dostat >, = aj <. TakZe vo vSeobecnosti to nevyzerd byt velmi uZitocné. Vieme, ze ak dostaneme =
alebo <, tak sme pretiekli. Ak sme ale dostali >, tak sme mohli ale nemuseli pretiect.

Ako uvidime, pomocou dolného odhadu budeme vediet klast také otazky a, ze budeme vediet povedat, &i
sme pretiekli alebo nie.

Jeden Specialny pripad sme uz videli, a to a = 1. (Zrejme m > 1, teda 1 naozaj je dolny odhad na m.)
Pre novy stav £ +1 mod m totiz plati x < x + 1 < x 4+ m, a ak sme pretiekli, tak mame = 4+ 1 > m. Dokopy
m < x+1 < x4+ m, takZe novy stav je rovny x + 1 —m, ¢o je nanajvys x. NemdZeme preto dostat pri preteceni
>.

Namiesto a = 1 sme mohli ale uvazovat lubovolné a < m, a tvahy by presli rovnako. Volbu takychto a ndm
umoziiuje prave dolny odhad na m: ak [ je dolny odhad na m, tak mézeme bezpecne zvolit a < [.

Naco nam je schopnost rozlisit pretecenie?

Ak sme pretiekli po poloZeni otdzky a, vieme, Ze sme v stave nanajvys a — 1. Ked sa dalej spytame otézky so
stuétom s, tak sa nas stav zvysi nanajvys o tolko, budeme teda v stave nanajvys < s+ a — 1. TakZe za urcitych
okolnosti vieme zhora obmedzif nas stav.

Predpokladajme dalej, Ze sme sa spytali otdzky so siétom s, pri¢om sme pretiekli iba pri poslednej otéazke.
Ak by m > s+ a— 1, tak by sme nepretiekli — tento pripad preto nemohol nastat, a preto m < s+ a — 1. TakZe
schopnost rozlisit pretecenie ndm umoziuje zhora odhadnat m.

Takisto nam ale umoziiuje m odhadnif zdola. Ked sa spytame otazky so suctom s, a pri ani jednej nepre-
tecieme, tak nutne m > s.

Zistime modulus

Videli sme, ze ak vieme rozlisit pretedenie, tak vieme pomocou otdzok zhora aj zdola obmedzovat m. To
bude hlavna myslienka nasho algoritmu.

Nech sme na zaciatku v niektorom zo stavov {0,1,...,a — 1}, a nech | < m < r: méme teda dolné aj horné
obmedzenie na m. (Napriklad [ =0 a r =n.)

Budeme postupovat v koldch. V kaZdom kole je nasim cielom zmensit interval, v ktorom je m, dvakrat —
ak by sme to dokézali, pocet kol bude len O(logn). A ak by sme sa v kazdom kole spytali iba konstantne vela
otazok, tak mame vyhraté.

V kazdom kole sa budeme pytat dokola nejakl otdzku b, az kym nepreteéieme. Ak sme sa do pretecenia
spytali k otézok, tak mame dolny odhad m > kb, a horny odhad m < (k + 1)b + a — 1. Okliestime tak m v
intervale dizky najviac b+ a — 1.
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+4 <

Vsimnime si ale, Ze v kazdom kole spravime aspon [HT“] otazok — ¢o nie je zhora obmedzené konstantou,
nakolko [ je rddovo n. Tento problém ale vyrieSime zndmym trikom: rovno sa na zaciatku spytame [ —a + 1, ¢im
sa “presunieme tesne pred [”. (Konkrétne nas stav bude v {{ —a +1,...,1}.) Teraz sa v jednom kole spytame

r—1

radovo (T)—krét, takze chceme, aby b bolo rddovo r — [. Napriklad nech b = {%q

N4&§ interval sa mé zmensif dvakrat, teda mé platit b +a — 1 < [TT_q Checeli by sme preto, aby platilo
a< ’-’T_l-‘ . To vieme zarudit tak, Ze pred kazdym kolom budeme mat predkolo, v ktorom sa budeme pytat ]—TT_ZW
dovtedy, dokym nepretecieme. Po preteceni budeme v stave < [Z71] — 1, a teda a = [Z]. Moze sa ale staf,
7e sa v predkole spytame privela (nie konsStantne vela) otézok, ¢o vyrieSime tak, ze sa na zaiatku predkola

presunieme tesne pred .

Zhrnutie

Nasli sme teda vhodné konstanty a,b také, Ze sa na§ algoritmus spyta najviac O(logn) otdzok a zisti m.
Pri tom sme vyuzivali schopnost rozlisit pretecenie — ako sme ale videli, vo vSeobecnosti to nevieme robit pre
kazdu otdzku. V skutoénosti sa algoritmus smie pytat len otdzky <[ (kde [ je najlepsie dolné ohranicenie m, o
ktorom aktudlne vie). Na to, aby uspel, potrebujeme néjst | < m < r také, ze r — [ je rddovo nanajvys [. Tato
dast prenechdvame vam — ak ste sa ale doditali az sem, tak by ste s tym nemali mat problém.

Hladanie pévodného stavu

Po tom, ¢o ndjdeme m, ndm staci zistit aktudlny stav. MoZeme si totiz pamitat vSetky polozené otazky, a
ked zistime aktualny stav, jednoducho dopoc¢itame povodny stav xzq.

Ako néjst aktualny stav? No predsa bindrnym vyhladdvanim. V tilom sa potrebujeme vediet pytat “je x
aspoti b?” To vieme v nasej tlohe zistit tak, Ze polozime otdzku m — b. Ak dostaneme >, tak x < b, v opa¢nom
pripade > b. Nésledne sa vratime k predchadzajicemu stavu tym, Ze sa spytame b (a odpoved ignorujeme).

. navod pisal Hodobox
4. Turnaj Vel’kych Sachistov (max. 0 b za popis, 20 b za program)

Pred ¢itanim vzorového rieSenia tejto tillohy si urdite precitajte aj vzorak jej lahSej verzie z minulej série.

Tato tloha, rovnako ako jej predchodca, sa vyznacuje obtiaznostou implementovaf rieSenie v kontraste s
jeho samotnym vymyslenim; berie vsak tato Gvahu trocha dalej. Zatial ¢o v Turnaji Mladych Sachistov nam
malé Sachovnice dovolili naprogramovat prakticky bruteforce typu “sktiSaj vSetky mozné tahy” a na nds bolo
len rozvazne sa tymto skuSanim prehryzt, v tejto lohe bolo potrebné davat si pozor, aby rieSenie, s ktorym
prichddzame, bolo zvlddnutelné. Lahko sa totiz moze stat, Zze vymyslime riesenie, ktoré je sice dost rychle,
ale nalozi nam ovela viac roboty, ako by malo. Cim viac ¢asti nagho rieSenia pouzivalo rovnaky kéd, &m bol
principialne totoznejsi s rieSenim predoslej tlohy, tym lepsie.

Vzorové riesenie je teda podobné ako pre Turnaj Mladych Sachistov, len sa trochu viac zahrame s tym, ¢o
vlastne musime urobit, aby sme vedeli povedat, ktory kral je v ohrozeni a ako sa vie zachranit. Pri skuSani
vSetkych moznych pohybov figiirok ndm totiz velkd vidsina pokusov bude nani¢ — nas zakazdym zaujima, ¢i
dokézeme vyhodit jednu predom zvolenti nepriatelskt figirku, a pritom na overenie tohto berieme postupne
vsetky nase figurky, vyskusame vSetky mozné pohyby, a potom overujeme, ¢i sme sa ndhodou netrafili. Vedeli
by sme nejak konkrétnejsie povedat, ktoré figirky maju Sancu na tuspech? KIU¢ je v tom, Ze vSetky pohyby
okrem pesiakov st symetrické. (Napriklad ak na$ kon ohrozuje nejaka figtirku, tak ak by tato figirka bola
kotiom, ohrozovala by toho nasho.)

> v

Zoberme si teda nejaku figirku a skisme zistif, ¢im je ohrozend. Ak je ohrozend nepriatelskym kralom, ten
musi byt na jednom z 0smich poliGok okolo nej. Namiesto toho, aby sme kralom skusali jeho osem pohybov,
spravime opak — vyskiisame osem pohybov nasou figtirkou, ako keby bola kralom, a zistime, ¢i na tychto poziciadch
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nie je nepriatelsky kral. Podobne je to s pesiakmi a kofimi — ak nasu figirku ohrozuje nejaky pesiak, ten moze
byt len na dvoch moznych poli¢kach, a kon na 6smich — vyskisame teda tychto dokopy 10 pozicii, ¢i sa prave
na nich nenachadza konkrétne tato nepriatelska figirka, a ak ano, nagli sme figirku, ktora nas ohrozuje. Teda
zatial namiesto toho aby sme vSetkymi nepriatelskymi korimi, peSiakmi a kralom sktsali vyhodit nami zvolenti
figarku, staci sa pozriet na 8 + 2 + 8 pozici okolo nej a vieme presne povedat ¢i, kolko, a skadial nas figarky
tohto typu ohrozuja.

Rovnaké tvaha zafunguje aj pre typy figirok, ktoré sa pohybuji donekoneéna v niektorych smeroch. Ak
nas totiz ohrozuje nejaky strelec, ten musi byt v jednom zo Styroch smerov od naSej figirky, a navyse to
musi byt prva figlirka v tomto smere. Od nami zvolenej figlirky sa ndm teda staéi pozriet do vSetkych 6smich
smerov, najst prvua figirku na ktord v tomto smere narazime, a zistit ¢i sa tato figurka dokaze v tomto smere
donekonecéna pohybovat — ak 4no, ohrozuje nds. Samozrejme, vzhladom na rozmery Sachovnice tato cast uz
nestthame simulovat krok po kroku; namiesto toho budeme pozerat na susedné figiirky v nami predpocitanych
setoch.

Ak by sme teda chceli zistit, ¢i kolmo vlavo je alebo nie je ohrozujuca figirka, tak najprv po naéitani vstupu
vytvorime pole setov velkosti n, s tym, Ze set na pozicii ¢ v sebe bude udrziavat figurky s y-ovou suradnicou
rovnou 4, zoradené podla ich z-ovej stradnice. Teraz v sete, v ktorej je umiestnena nasa figtirka, ju vyhladdme
a pozrieme sa, ¢o sa v fiom nachddza pred naSou figirkou — ak tam je nepriatelskd figirka, o ktorej mame
zaznamenané Ze je typu ‘neobmedzeny pohyb’ a mé povoleny pohyb vpravo, tak néas ohrozuje. Analogicky,
figarka, ktord je za naSou figirkou v tomto sete nas ohrozuje, ak mé povoleny pohyb vIavo.

Spolu s tymto polom setov, ktoré pouzivame na overovanie ohrozenia figirky zlava a sprava, si vytvorime
pole setov na overovanie ohrozenia zhora a zdola (v sete budu figlirky usporiadané podla y-ovej suradnice,
a figlrku umiestnime do setu zodpovedajicemu jej x-ovej stradnici), a pole setov reprezentujucich diagonéalu
idticu zlava hore doprava dole, a diagonalu idtcu zlava dole doprava hore. V kazdom z tjchto setov si potom
najdeme nasu figirku, pozrieme sa na jej predchodcu a jej néslednika, a overime, ¢i je to nepriatelska figirka,
ktord sa vie hybat v nasom smere; ak dno, ohrozuje nés.

Overenie ¢ je figurka ohrozend nés teda stoji zhruba tolkoto operécii: 18 = O(1) (overenie konkrétnych
pozicii na ktorych moze byt ohrozujtci kral, kon, ¢i pesiak) +O(4log f) (v Styroch setoch vyhladdme nasu
figirku a pozrieme sa na predchodcu a néslednika)

Vytvorenie Styroch poli setov a vloZenie figtirok do nich ndm na zaéiatku zaberie O(n + flog f) ¢asu.

Ostéva nam teda vymysliet, ako vieme efektivnu funkciu ‘kolko figirok ma ohrozuje’ vyuzif na vyrieSenie
celej dlohy. Najprv si teda zistime, kolko figiirok ohrozuje bieleho a Cierneho krala — ak st ohrozeni alebo
neohrozeni obaja, povieme prislusnt hlasku. Zaujimavé to teda je, ak je ohrozeny prave jeden kral. Vtedy mame
dve moznosti:

Prvé je pohnuf sa s kralom, ¢im ho mozno dostaneme z ohrozenia. To uz s nasou funkciou hravo zvlddneme
— vyskuSame vSetky mozné pohyby krala (pri ktorych ho najprv zmazeme zo vSetkych §truktir a potom naspét
priddme s novymi suradnicami), a po kazdom pohybe sa spytame, ¢i je kral ohrozeny. Ak nie je, nasli sme jeden
platny tah.

Druhé moznost je zobraf int priatelsku figirku a pohnuf tiou tak, aby bud vyhodila alebo sa postavila do
cesty tej figirke, ktora ohrozuje krala. VSimnite si, Ze toto sa ozaj da spravif iba ak krala ohrozuje prave jedna
nepriatelskd figirka — ak ho totiz ohrozuje viacero, ich cesty ku kralovi nemaju spoloény bod, a tak ziadnym
pohnutim inou figtirkou nevieme sti¢asne ochranit krala od viac ako jednej figirky. Zoberme si teda tu figirku,
ktora ohrozuje krala. To, ze ho ‘ohrozuje’ vlastne znamend to, ze mé taky pohyb, ktorym sa vie presunit na
policko s kralom. Ak umiestnime fubovolnu figirku (okrem kréala) na hociktoré policko na tejto ceste, vratane
zaciatocnej pozicie tejto figlrky, tak jej vliastne zabranime krala vyhodit. Tato cesta od nepriatelskej figirky ku
kralovi nie je dlhsia ako n poli¢ok. Co si teda mozeme dovolit robit je zobraf tto nepriatelskt figtirku, krok
po kroku ju postvat smerom k ndsmu kralovi, a zakazdym sa spytat ¢i ho nejakd priatelskd figirka neohrozuje.
Tieto hodnoty spoditame; ak mame nulu, nevieme krala ochranif, a ma mat; inak méa Sach, a povieme pocet
platnych tahov, ktoré sme objavili. Tahov touto nepriatelskou figiirkou spravime teda O(n) a kazdé overenie,
kolko nasich figrok ju vie ohrozit, robime v O(log f). Dokopy méme ¢asovt zloZitost O(nlog f), ¢o je dostatocne
rychle.

Treba si pritom dat eSte pozor na par vynimiek.

Za prvé, pri sktiSani ‘vyhodenia’ nepriatelskej figirky, ktord ohrozuje krala na jej ceste k nemu, v prvom
kroku (ked sa eSte nepohla) ju vie priatelsky pesiak vyhodif dosikma, avSak vo vSetkych ostatnych krokoch
ju vie vyhodif len smerom dopredu (kedZe tato nepriatelskd figirka redlne nestoji na pozicii, na ktorej sa ju
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snazime vyhodit, iba sa cez neho postiva — pesiak sa na toto prazdne policko naozaj vie dostat len obycajnym
tahom vpred, nie Sikmym).

Za druhé, nesmieme pouzif priatelsku figirku, ktord ak sa pohne, dovoli inej nepriatelskej figiirke ohrozovat
krala. Tie najdeme tak, Ze ked zistujeme na zaciatku, ¢i st kréli v ohrozeni, a pri overovani v jednom smere
nadabime na priatelsku figlirku, pozrieme sa eSte za 1iu, a ak tu najdeme nepriatelska figurku ktora by nas
ohrozovala ak by tam naSa figtirka nebola pritomnd, zaznacime si na nasu figirku, Ze fiou nebudeme hybat.

Nakoniec, predstavte si nasledovni situdciu: biely kral je v strede Sachovnice, tri policka napravo od neho je
dierna veza, a napravo od nej je biela veza. Ked budeme ¢&iernou vezou hybat ku kralovi, zakazdym nam vyjde,
ze ju biela veza vie vyhodif. AvSak bielou vezou méame len jeden platny fah — vyhodit ¢iernu vezu tam, kde
najprv stéla. Pre kazdu figurku si teda este zapamétame, v ktorom smere ndm uz vyslo, Ze vie tohoto nepriatela
vyhodit, a naozaj zardtame platny fah len prvy krat pre kazdy smer.

Upozornenie: slabym naturdm moze byt z nasledujiceho kédu nevolno. Pred pokusmi prehryzf sa nim
odporticame hlboky nadych a flagu kofoly. Na Uplny zaver esSte dodévame, Ze existuje aj riesenie s casovou
zlozitostou O(f log f), teda nezavisld na rozmeroch Sachovnice. Nechdvame ho na premotivovaného citatela.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

string

white_player = ”Biely”,

black_player = "Cierny”,

impossible = ”Nemozna.situacia.”,
nothing_special = ”Neutralna.situacia.”,
checkmate_msg = ”_hrac.ma.mat.”,
check_msg = ”_hrac.ma.sach..Ma.”,
announce_msg = "“_platnych.tahov.”;

string answer (string who,int good_moves) //creates answer for check case as a single string
{

stringstream ss;

ss << good_moves;

string ans;

ss >> ans;

ans = who + check_msg + ans + announce_msg;

return ans;

}

struct chesspiece
{
bool critical = false,colour;
bool has_killed_in_dir([8] = {false};
int id,x,y,type,killdir;
char c;
Vi

map<pair<int, int>, int> board; //ID of piece on coordinates [x][y]
bool pawns_can_kill; //if true, pawns attempt to attack in is_under_threat (who) .
//otherwise, they try to move into the spot
int n, f,typify[500]; //chessboard size, chesspiece #, identification of pieces
chesspiece a_threat;
vector<chesspiece>figurky;
vector< set< pair<int,int> > > row,col,lddiag, rddiag;
// data[pos] (coord, id) i.e. row[which row] (left to right coord, id)
// row: pos =y, coord = x (left to right) small to large
// column: pos = x, coord =y (small to large = downwards)
// lddiag: pos = x+y, coord = y towards down left (small to large)
// rddiag: pos = x-y+n = [1,2n-1], coord = y towards down right (small to large)
struct movement
{
vector<int> dx,dy;
}i

movement pieces|[6];

bool valid(int x,int y)
{

return (x>=1&&y>=16&&y<=n&&x<=n);
}

void clr () //wipes data from previous testcase
{

board.clear();

figurky.clear();

row.clear();

col.clear();

lddiag.clear();

rddiag.clear();

pawns_can_kill = true;

}

// checks whether the distance between two pieces is 1, or more
int dist (chesspiece a,chesspiece b)
{

int x = a.x,y=a.y;
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for (int i=0;i<pieces[0].dx.size();++1)

{

int nx = a.x+pieces[0].dx[1];
int ny = a.ytpieces[0].dy[i];
if(nx::b xX&&ny==b.y)
return 1;
}
return 2;
}
void preprocess() //intitialize chesspieces,
{
//typify
typify[ 'k’ ] = typify[ 'K’ ] 0;
typifyl 'p’ 1 = typifyl 'P" ] = 1;
typify[ "h" ] = typify[ "H' ] = 2;
typify[ "r" ] = typify[ 'R’ ] = 3;
typify[ '"b" ] = typify[ "B’ ] = 4;
typifyl 'q" ] = typify[ 'Q" ] 5;

//hardcoded chessboard pieces

//king

pieces[0] .dx.push_back (-1);pieces[0].dy.push_back(-1);
pieces[0] .dx.push_back (-1);pieces[0].dy.push_back(0);
pieces[0] .dx.push_back (-1);pieces[0].dy.push_back(1l);
pieces[0].dx.push_back (0);pieces[0].dy.push_back (-1);
pieces[0].dx.push_back (0);pieces[0].dy.push_back(1l);
pieces[0].dx.push_back (1) ;pieces[0].dy.push_back(-1);
pieces[0].dx.push_back (1l);pieces[0].dy.push_back(0);
pieces[0].dx.push_back (1l);pieces[0].dy.push_back(1l);
//queen

pieces[5].dx = pieces[0].dx;

pieces[5].dy = pieces[0].dy;

//rook
pieces[3].dx.push_back(-1);pieces[3].dy.push_back(0);
pieces[3] .dx.push_back(1l);pieces[3].dy.push_back(0);
pieces[3] .dx.push_back(0);pieces[3].dy.push_back(-1);
pieces[3].dx.push_back (0);pieces[3].dy.push_back(1l);
//bishop

pieces[4] .dx.push_back (1) ;pieces[4].dy.push_back (1) ;

] ) ]
pieces[4] .dx.push_back (-1);pieces[4].dy.push_back (-1);
[4] 1 ]
[4] )

(
(
(
(

pieces .dx.push_back (-1);pieces[4] .dy.push_back(1l);
pieces .dx.push_back (1) ;pieces[4] .dy.push_back(-1);
//knight

pieces[2] .dx.push_back (-1);pieces[2].dy.push_back (-2);
pieces[2].dx.push_back (-2);pieces[2].dy.push_back(-1);
pieces[2].dx.push_back (-2);pieces[2].dy.push_back(1l);
pieces[2].dx.push_back (-1);pieces[2].dy.push_back(2);
pieces[2].dx.push_back (1l);pieces[2].dy.push_back(2);
pieces[2].dx.push_back (2);pieces[2].dy.push_back(1l);
pieces[2].dx.push_back (2) ;pieces[2].dy.push_back (-1);
pieces[2].dx.push_back (1) ;pieces[2].dy.push_back (-2);

}

// decides whether chesspiece who can threaten another in the direction how

// if its a king, pathlen has to be 1
int threatens (chesspiece who,pair<int,int> how, int pathlen)
{

int type = who.type;

if (type==1||type==2) //pawns and knights are dealt with in parallel.

return -1;

if (type==0&&pathlen>1
return -1;

for (int i=0;i<pieces[who.type].dx.size();++1)

{

if( pieces[who.type].dx[i] == how.first && pieces[who.type].

return i;

}

return -1;

}

void vanish (chesspiece who) //deletes ’‘who’ from all sets
{
board.erase ({who.x,who.y});
col[who.x].erase( {who.y,who.id} );
row[who.y] .erase( {who.x,who.id} );
lddiag[who.x+who.y] .erase( {who.y,who.id} );
rddiag[who.x-who.y+n].erase( {who.y,who.id} );
}

bool appear (chesspiece who) //inserts ’‘who’ into all sets

{

if (board.find({who.x,who.y}) !=board.end() ) return false;

//returns true if no collission encountered
board[{who.x,who.y}] = who.id;
col[who.x].insert ( {who.y,who.id} );
row[who.y].insert ( {who.x,who.id} );
lddiag[who.x+who.y].insert ( {who.y,who.id} );
rddiag[who.x-who.y+n].insert ( {who.y,who.id} );
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}

return true;

bool can_attack (chesspiece a,chesspiece b) //can ’a’ kill ’"b’?

{
}

int

int

return(a.colour!=b.colour);

check_set (chesspiece &a_threat, vector< set < pair<int,int> > > &S,
int lookup,int order,int iterate_dir, pair<int,int>threat_dir,
chesspiece who,int trial)

/%
Checks whether the neighbouring chesspiece of ’“who’ in set S
in the iteration direction (left,right) = iter_dir contains a

enemy piece that is able to threaten us in the direction threat_dir.

Conforms to the use of ’‘king trial’ specified in is_under_threat,
i.e. ignores critical pieces if it is set to 0...
*/

int result = 0;
set<pair<int,int> >::iterator me,neighbour,dead_end;
chesspiece threat,crit;
if (iterate_dir==-1) dead_end = S[lookup].begin();
else
{
dead_end = S[lookup].end();
dead_end--;
}
me = S[lookup].find({order,who.id});
if (me!=dead_end)
{

neighbour = me;

if (iterate_dir==-1) neighbour—--;

else neighbour++;

threat = figurky[neighbour->second];

if (threat.colour != who.colour && (trial!=0 || threat.critical==false) )

{

int killdir = threatens (threat,threat_dir,dist (threat,who));

if(killdir!=-1)

{
//A piece can kill another piece in a move in a single direction only once
//i.e. scenario: a rook threatening the king is lined up with our queen, which
//thinks it can stop the rook at every point on its path as a unique ’move’,
//when in reality only taking it out in its original position is legitimate

if (trial==0)

if (threat.has_killed_in_dir[killdir]==true) result—--;

else figurky[neighbour->second] .has_killed _in_dir[killdir] = true;
result++;

if (trial==1)

{
a_threat = threat;
a_threat.killdir = killdir;

}

else if (trial == 1 && neighbour!=dead_end)
{
crit = threat;
if (iterate_dir==-1) neighbour--;
else neighbour++;
threat = figurky[neighbour->second];
if (threat.colour!=who.colour && threatens (threat,threat_dir,dist (threat,who)) !=-1)

figurky[crit.id].critical = true;

}
}

return result;

is_under_threat (chesspiece who,int king_trial)

/%
returns the number of enemy pieces which kill ’who’.

if king trial is set to 1, it additionally determines
the killdir of threats and criticalness of allies, and sets a_threat
to the last threatening enemy piece found.

critical enemies are skipped if king trial is 0.
*/
int threat_count = 0;

//check pawns

int pawndir = 1;
if (who.colour) pawndir = -1;

for (int i=0;i<2;++1)
{
int dx = 1 - 2xi;
if (pawns_can_kill==false) dx = 0;
if (pawns_can_kill==false && i) break;
if (valid(who.x+dx,who.y+pawndir)
{

if (board.find ({who.x+dx,who.y+pawndir})==board.end()) continue;
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}

int id = board[{who.x+dx,who.y+pawndir}];

if (figurky([id].type!=1) continue;

if (figurky[id].colour==who.colour) continue;

if (king_trial==0 && figurky[id].critical) continue;
threat_count++;

if (king_trial==1)

{

a_threat = figurky[id];

}

//check knights

for (int i=0;i<pieces[2].dx.size();++1)
{
int nx = who.x + pieces[2].dx[i];
int ny = who.y + pieces([2].dy[i];
if (board.find({nx,ny}) !=board.end()
{
int id = board[{nx,ny}];
if (can_attack (figurky[id],who) == false) continue;
if (figurkyl[id].type != 2) continue;
if (king_trial==0 && figurky[id].critical) continue;
threat_count++;
if (king_trial==1)
{
a_threat = figurky[id];
a_threat.killdir = i;

}
//check all 8 directions

//up

threat_count += check_set( a_threat, col, who.x, who.y, -1,
//down

threat_count += check_set( a_threat, col, who.x, who.y, 1,
//left

threat_count += check_set( a_threat, row, who.y, who.x, -1,
//right

threat_count += check_set( a_threat, row, who.y, who.x, 1,
//left down

{0,1}, who, king_trial);
{0,-1}, who, king_trial);
{1,0}, who, king_trial);

{-1,0}, who, king_trial);

threat_count += check_set( a_threat, lddiag, who.x+who.y , who.y,1,{1,-1},who,king_trial);

//left up

threat_count += check_set( a_threat, rddiag, who.x-who.y+n ,
//right down

threat_count += check_set( a_threat, rddiag, who.x-who.y+n ,
//right up

who.y,-1,{1,1},who,king_trial);

who.y,1,{-1,-1},who,king_trial);

threat_count += check_set( a_threat, lddiag, who.x+who.y , who.y,-1,{-1,1},who,king_trial);

return threat_count;

string solve ()

{

clr(); //clear data from previous case
//read input

int i, k;

cin >> n >> f;

figurky.resize (f);
col.resize(n+l);
row.resize (n+l);
rddiag.resize (n¥x2+2);
lddiag.resize (nx2+2);

chesspiece white,black;

for (i=0;i<f; ++1)

{
cin >> figurkyl[i].x >> figurky[i].y >> figurky[i].c;
if (isupper( figurky[i]l.c ) == 0)
else figurky[i].colour = true;
figurky[i].id = 1i;
figurky([i].type = typify[ figurky([i].c 1;
if (figurky[i].c ’k’) white = figurky[i];
if (figurky[i].c ’K’) black = figurky[i];

}
//insert into all 4 sets
for (i=0; i<f; ++1)
{
appear (figurky[i]);
board[ {figurkyl[i].x, figurky[i].y} ] = i;
}

//try both kings

int wa,ba;

chesspiece white_killer,black_killer;
wa = 1s_under_threat (white,1);
white_killer = a_threat;

ba = is_under_threat (black,1);
black_killer = a_threat;

if (wa && ba) return impossible;

if(!wa && !ba) return nothing_ special;

figurky[i].colour = false;
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int

int threats;
chesspiece killer, king;
string player;
if (wa)
{
player = white_player;
king = white;
threats = wa;
killer = white_killer;

}
else //ba
{
player = black_player;
king = black;
threats = ba;
killer = black_killer;
}

int good_moves = 0;
//try all 8 moves

for (i=0;1i<8;++1)
{
vanish (king) ;
chesspiece temporary_king = king;
temporary_king.x += pieces[0].dx[1];
temporary_king.y += pieces[0].dy[i];
if ( valid(temporary_king.x,temporary_king.y) == false )
{
appear (king) ;
continue;
}
if ( appear (temporary_king) )
{

if (is_under_threat (temporary_king,2)==0)
good_moves++;

vanish (temporary_king);
}
else
{
chesspiece collission = figurky[ board[ {temporary_king.x,temporary_king.y} 1 1;
if ( can_attack(collission, temporary_king))
{
vanish (collission);
appear (temporary_king) ;
if (is_under_threat (temporary_king, 2)==0)
good_moves++;

vanish (temporary_king);
appear (collission);

}

appear (king) ;
}

if (threats>1)

{
if (good_moves == 0) return player + checkmate_msg;
return answer (player, good_moves) ;

}

figurky[ king.id ].critical = true;

int tmpkilldir = killer.killdir;

killer = figurky[ board[ {killer.x,killer.y} 1 1;
killer.killdir = tmpkilldir;

if(killer.type == || killer.type == 2) //pawns and knights don’t move. Either we kill them or we lose.
{

good_moves += is_under_threat (killer,0);
if (good_moves == 0) return player + checkmate_msg;
return answer (player, good_moves) ;

}

//Try to attack every tile on its path, including itself.
while (killer.x!=king.x||killer.y!=king.y)
{
good_moves += is_under_threat (killer,0);
pawns_can_kill = false; //killer moved, pawns can’t attack new position
//since he wasn’t there originally
vanish (killer);
killer.x += pieces|[ killer.type].dx[ killer.killdir 1];
killer.y += pieces|[ killer.type].dy[ killer.killdir 1];

appear (killer);
}

if (good_moves == 0) return player + checkmate_msg;
return answer (player, good_moves) ;

main ()

ios::sync_with_stdio (false);
cin.tie(0);
cout.tie (0)

s

;
preprocess();
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int t;
string tmp;

cin >> t;
while (t--) cout << solve() << ”\n”;
return 0;
}
navod pisal Buj
5. Tam, kde zija algoritmy. .. (max. 0 b za popis, 20 b za program)

Ukazeme si dve rieSenia, prvé beziace v ¢ase O(n?logn) (za ktoré sa dalo ziskat 12 az 20 bodov) a druhé
O(n?) (za plnych 20 bodov). Nie je to ale tak, Ze by to rychlejsie “budovalo” na tom pomalsom, oplati sa preto
precitat si obe rieSenia.

Uvaha na zaciatok

Zoberme si lubovolny strom a niektory jeho vrchol v taky, Ze jeho odobratim sa strom rozpadne na podstromy
velkosti nanajvys 5. Potom fahko vidno, ze v je jeho jediny centroid prave vtedy, ked kazdy z tych podstromov
mé velkost ostro mensiu ako 3.

Oznac¢me pocet lahkych stromov s n vrcholmi ako f(n). Z vyssie uvedeného vyplyva, ze f(n) = n-nieco(n).

nieco(n) je vlastne pocet rozdeleni a = n — 1 vrcholov do niekolkych casti, pricom kazda z nich je lahky
strom s najviac b = L"T_lj vrcholmi, a jeden vrchol z kazdého stromu je spojeny s centroidom. Pre vSeobecné a
a b to budeme oznacovat rozdel(a,b).

Ak chceme vypoditat rozdel(a,b), tak sa oplati zamysliet nad tym, ako by sme vedeli systematicky riesit

problém “ma&s a vrcholov, postav z nich niekolko lahkych stromov velkosti najviac b”.

RieSenie 0 “za nula bodov”

Moézeme napriklad stavat stromy postupne. Pri stavani jedného stromu musime uréit jeho velkost k, potom
mnozinu jeho vrcholov, a jeho tvar (teda ako s vrcholy v fiom pospajané). Nakoniec ho musime niektorym
vrcholom spojit s centroidom. O ostatné stromy sa postarame tak, Ze vlastne rieSime ten isty problém: “méas
a — k vrcholov, postav z nich niekolko lahkych stromov velkosti najviac b”.

Ak sme si zvolili velkost k, tak na mnozinu jeho vrcholov mame (Z) moznosti, na jeho tvar je f(k) moznosti,

a vrchol spojeny s centroidom vieme vybrat k sposobmi. Teda to vyzerd tak, ze

° /a
rozdel(a,b) = Z (k) - f(k) - k-rozdel(a — k,b)

k=1

Sikovny ¢itatel si ale isto v8imol, Ze horeuvedenym postupom vieme niektoré rozdelenia dosiahniif viacero
sposobmi, a teda neplati, Ze podet rdznych postupov je rovny rozdel(a,b). Problém je vlastne v tom, Ze si
moZeme vybrat poradie, v akom budeme stromy zostrojovat, pricom ale vysledné rozdelenie nezavisi od tohto
poradia.

Riesenie 1 “od najvacsieho po najmensi”

To moézeme vyriesit tak, Ze budeme stromy zostrojovat od najvicsieho po najmensi, pricom v jednom kroku
zostrojime naraz vSetky najviicsie (eSte nepostavené) stromy. Pribudne nidm teda eSte jeden parameter — pocet
stromov s velkostou b, ktory moéze byt od 0 po [§].

Ak sme si zvolili podet stromov s, tak mnoziny vrcholov vieme vybrat

I (57

s!

sposobmi. Na ich tvary mame f(b)® moznosti, a vrcholy spojené s centroidom vieme vybrat b* spdsobmi. Dokopy

L£] s—1 ra—ib
rozdel(a,b) = Z M - f(b)® - b° - rozdel(a — sb,b— 1)
s!
s=0

Pozrime sa teraz na cGasova zlozitost. VSetky kombinacné éisla a faktoridly modulo p si vieme dopredu
predrétat, ¢ize to je konstanta. Na vypocet rozdel(a,b) potrebujeme radovo ¢ scitancov, a kazdy z nich vieme

spocitat v konstantnom case. Pre pevné a nas zaujimaji b od 1 po | 5], a stoji nds to rddovo ¢+ 5 +...+ e~
2

aloga. Ked to s¢itame cez vietky a (od 1 po n), dostaneme ¢asovii zlozitost O(n?logn).
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RieSenie 2 “to si mi triky”

V tomto rieSeni nebudeme podéitat rozdel(a,b) vSeobecne, ale len pre t hodnotu, ktord nas najviac zaujima:
pre b= [§].

Zamyslime sa najprv nad tym, kolkymi spdsobmi vieme a vrcholov rozdelit do niekolko Tahkych stromov a
kazdy z nich spojif jednou hranou s centroidom, ale bez obmedzenia na velkost stromu. V podstate nés teda
zaujima rozdel(a, a).

Tato hodnotu budeme poéitat podobnym spoésobom, ako v rieSeni za nula bodov. Jednoznaénost zarucime
tak, Ze v kazdom kroku zostrojime strom obsahujuici vrchol s najmensim ¢islom. Dostavame tak mierne odlisny
vztah

a

rozdel(a,a) = Z <k; i 1) - f(k) - k-rozdel(a — k,a — k)
k=1

Vsimnite si, Ze pri volbe mnozZiny vrcholov vyberdme o 1 vrchol menej, a preto tam je (,“.) namiesto ().
k—1 k

fla+1)

Samozrejme, nemdzeme tito hodnotu prehlasit za ~ T

existuje strom s viac ako |§ ] vrcholmi.

Kolko takych zljch stromov ale moze existovat? Ak by boli dva, tak by sme mali aspon 2- (| §] +1) vrcholov
okrem centroidu, ¢o je vécsie nez 2 § = a, skutocny pocet vrcholov okrem centroidu. To by bol spor. Takze zly
strom je vzdy najviac jeden.

To ale znamend, ze vSetky zlé moznosti vieme zostrojit tak, Ze najprv zostrojime zly strom, a potom vsetky

ostatné (pri ktorych uz nedbame na obmedzenia velkosti). Tychto moZnosti teda je

— zaratali sme tam totiz aj rozdelenia, v ktorych

a

zle(a) = g (a> - f(2) - z-rozdel(a — z,a — z)
z
=731
A méme tak

fla+1)=(a+1)-rozdel (a, {%J) = (a+1)- (rozdel(a,a) — zle(a))

Toto riesenie méa casov zlozitost O(n?), lebo poéitame iba n hodndt rozdel(1,1),...,rozdel(n,n), a kazdt
z nich vypoéitame v O(n).
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