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KoreSpondenény seminar z programovania

°_,eﬁ XLII. roslr\llll’lF(l, 32,24/2025

Mlynska Dolina, 842 48 Bratislava

Vzorové riesenia 1. kola letnej Casti

Sebastian
1. Mala mataca prechadzka (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Pre nase riesenie sa najprv musime pozrief na pripad, kedy prideme odkial sme prisli. To doviSime iba tym,
ze sa posunieme rovnako hore-dole a doprava-dolava. Stiradnice si m6zeme zapisovat do dvoch premennych z, y
korespondujiice s dannymi osami a pre jednoduchost vypocétu zacnime na stradnici z = 0,y = 0.

Kroky mo6zeme hodnotit nasledovne:

H=y-+1
D=y-1
P=x+1
L=x-1

=W

Zaujimava myslienka

Musime zadefinovat vzdialenost od zaciatoéného bodu. Bude to je stdet absolitnych hodnot nagich
stradnic (|z| + |y|). Napriklad by sme mali cestu “DP”. Vzdialenost od zaciatku by bola 2, lebo |1| +|— 1| = 2.
Nemusime kontrolovat a poéitat kombindcie moznosti, kde sme sa mohli pomylit (to by sme sa zbyto¢ne narobili).
Ked v ceste urobime nejaki chybu a zle zaboc¢ime, tak na konci cesty budeme nejako vzdialeny od zaciatku.

Zamyslime sa nad tym, ze ¢o ak by sme spravili nejaky krok zle. Jedna vec je ista a to, ze sme sa nepriblizili
ku koncu o jendo policko, ¢ize sme ho “stratili” a pripocita sa ku vzdialenosti od zaciatku. Druha vec je, ze sa
este vzdialime od zaciatku o jedno policko inym smerom ako ku koncu a pripocita sa k vzdialenosti od zaciatku.

Optimalne rieSenie
7 tohto uvazenia nam vyplyva, ze ked spravime zly krok, tak sa nds koncovy bod vzdiali o 2 policka

od zadiatoéného bodu. Cize celkovy poéet zljch krokov vypoéitame ako vzdialenost od zadiatku predelent 2
((|m|+|y|)).

2
Takéto riesenie bude mat ¢asovi zlozitost O(n) a pamétovi zloZitost O(n)

Listing programu (Python)

n = int(input())

y=20

for ¢ in input():

if ¢ == "H":
y+=1
elif ¢ == "D":
y =1
elif ¢ == "L":
x -=1
elif c == "pP":
x +=1

print ((abs(x) + abs(y)) // 2)

Listing programu (C++)
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#include "iostream”

using namespace std;

int main() {
int n, x =0, y = 0;

char character;

cin >> n;

for (int i = 0; i < n; i++) {
cin >> character;
switch (character) {

lHl:

y++;

case

break;
|Dl:

Y=

break;
|Ll:

case

case

x=-;

break;
lP'.

X++;

>

case
break;

default:

continue;

cout << (abs(x) + abs(y)) / 2 << endl;

Ale pamétovi zlozitost dokézeme zmensit na O(1), lebo si nepotrebujeme pamétat celi cestu naraz, staci

nam poznat iba jednotlivé znaky.

Listing programu (Python)

import sys

n = int(input())

=y=0
for i in range(n):
c = sys.stdin.read(1)
if ¢ == "H":
y +=1
elif ¢ == "D":
y =1
elif ¢ == "L":
x -=1
elif ¢ == "P":
x +=1

https://ksp.sk/
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print ((abs(x) + abs(y)) // 2)

Listing programu (C++)

#include "iostream”

using namespace std;

int main() {
int n, x = 0, y = 0;

char character;

cin >> n;

for (int i = 0; i < n; i++) {
cin >> character;
switch (character) {
case 'H':
y++;
break;
case 'D':
Yy
break;
case 'L':
X==;
break;
case 'P':
X++;
break;
default:

continue;

cout << (abs(x) + abs(y)) / 2 << endl;

Strizo
2. Ako to len ofarbit (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Zaujimava myslienka

Dolezité je si hned na zaciatku uvedomit, ze Miskina podmienka — ziadne dve kachlicky dotykajice sa hranou
nemo6zu mat rovnaka farbu — v kombindcii s tym, ze mame iba dve farby, znamena, ze vysledna terasa bude
vyzerat ako Sachovnica. Dalej si mézeme vsimnit, Ze z tohto dévodu existujii iba dva findlne stavy po tom,
¢o by sme vsetky potrebné kachlicky premalovali. Bud bude v lTavom hornom rohu ruzova farba, alebo fialova.
Zvysok je v podstate dany tymto jednym rozhodnutim.

Optimalne rieSenie

Na riesenie problému moézeme pristupit tak, ze si rozdelime policka na Sachovnici do dvoch skupin. Nazvime
ich parne a neparne, pricom medzi parne zaradime Tavé horné policko spolu so vSetkymi dalsimi, ktoré by na
sachovnici mali rovnaku farbu.

Ak si zvolime, Ze v lavom hornom rohu ma4 byt ruzova kachlicka, vieme spocitat, na kolkych parnych polickach
su fialové a na kolkych neparnych si ruzové. Sucet tychto dvoch ¢isel predstavuje pocet kachlic¢iek, ktoré by
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sme museli premalovat. Podobne si mézeme vypocitat, kolko by sme museli premalovat v pripade, ze v Tavom
hornom rohu by mala byt fialova kachlicka — staci spocitat pocet ruzovych kachli¢iek na parnych poziciach a
pocet fialovych na neparnych poziciach.

Nakoniec uz len porovname, ktoré z tychto dvoch ¢isel je mensie, a vypiSseme ho. (Pozndmka: Nemusime
nasou plochou prechadzat dvakrat — staéi raz a ddaje si priebezne zapamétéame.)

Casové zlozitost: O(N x M), kedze kazdi kachlicku prejdeme raz. Pamitova zlozitost: O(1), kedZe si pri
postupnom naditavan{ vstupu sta¢i pamétat iba pocty jednotlivych typov poli¢ok (napr. ,pérne fialové = 3%),
a teda si nemusime ukladat cely vstup — postaci ndm zopar premennych.

Listing programu (Python)

n,m = map(int, input().split())
parne = True
slovnik = {'Truer':0, 'Falser':0, 'Truef':0, 'Falsef':0}
for _ in range(n):
riadok = input()
for farba in riadok:
slovnik[str(parne)+farba] += 1
parne = not parne
if not m % 2: parne = not parne
zacruzova = slovnik['Truer'] + slovnik['Falsef']

zacfialova = slovnik['Falser'] + slovnik['Truef']

print(min((n*m - zacruzova, n*m - zacfialova)))

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <unordered_map>
#include <algorithm>

using namespace std;

int main() {
int n, m;

cin >> n >> m;

bool parne = true;
unordered_map<string, int> slovnik = { {"Truer", 0}, {"Falser", 0}, {"Truef", 0}, {"Falsef", 0}
— };

for (dnt i = 0; i < n; ++i) {
string riadok;

cin >> riadok;

for (char farba : riadok) {
string key = (parne 7 "True" : "False") + string(l, farba);
slovnik [key] ++;

parne = !parne;

if (m % 2 ==0) {

parne = !parne;
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int zacruzova = slovnik["Truer"] + slovnik["Falsef"];

int zacfialova = slovnik["Falser"] + slovnik["Truef"];

cout << min((n * m - zacruzova), (n * m - zacfialova)) << endl;

return 0;

. Stanko
3. Casta nahanacka (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Pozrime sa na to, ako sa da popisat stav hry. To vieme pomocou troch hodnét - nasa pozicia, v ktorej linii sa
nachddzame a to, ze ako daleko je macka. Oznac¢me si tento stav ako trojicu (p, 1, m) - . Povedzme teraz, ze
mame takyto stav a pozrime sa na to, do akych stavov sa mézeme dostat na jeden krok. Mame teda 3 mozZnosti:
- Ak sa posunieme dopredu, tak nasa pozicia sa zvac¢si o 1 a macka sa tieZ posunie o 1. Novy stav bude (p+1,
1, m+1). - Ak sa posunieme dozadu, tak nasa pozicia sa zmensi o 1 a macka sa tiez posunie o 1. Novy stav bude
(p-1, 1, m+1). - Ak skoc¢ime, tak sa pohneme o k krokov dopredu a zmenime liniu. Novy stav bude (p+k,
11, m+1).

Na zaciatku sme v stave (1, 0, 0). Vifazny stav je hocico, ktore ma p vacsie ako n.

Bruteforce

Ako prvé ¢o nas napadne je skisat vsetky mozné tahy. Teda zaCneme pociatoénym stavom a rekurzivne sa
zavolame pre vsetky stavy do ktorych sme sa vedeli dostat na jeden krok a zaroven musi platit, ze macka nés
nezozerie (m < p) a taktiez nemoZzeme skonéit na prekdzke, teda policko na ktorom skonéime musi byt prazdne.
Tym, ze macka sa dostane na koniec levelu, tak toto riesenie musi skoncit.

Po kazdom nasom pohybe sa macka pohne o policko hore, takze ak neuteCieme o n krokov, neuteCieme
vobec. Takze skusame najviac kazda postupnost n moznych tahov, a v kazdom momente mame navyber najviac
3 mozné fahy. Teda takéto riesenie vyskusa nanajvys 3™ postupnosti tahov.

Optimalne rieSenie

Vsimnime si, ze predoslé riesenie skisa nejaké stavy zbytoc¢ne viackrat. Napriklad, ak k=1, tak do stavu
(3,0,2) sa vieme dostat dvoma spdsobmi - dvakrat ideme dopredu, alebo dvakrat skdceme. Potom z tohto
stavu by sme dalej skusali vietky stavy odtialto zbytocne 2-krat. CiZe si potrebujeme sledovat, ze v akych
stavoch sme uz boli, aby sme ich neriesili viackrat. To vieme docielit napriklad pomocou slovnika v pythone.

Pozrime sa dalej na priklad, Ze sa nejakd poziciu vieme dostat dvoma réznymi spésobmi, pricom v jednom
je macka dalej od nés. Zjavne ak vieme unikniuf v neskorsom case, tak to zvladneme aj keby sme unikli skor.
Naopak ak si vyberieme ta dlhsiu cestu, tak sa to neskér moéze pokazit a macka néas chyti. Teda vieme povedat,
ze ak to pojde, tak to nutne pdjde tou najkratsou cestou. Na vyriesenie tohto problému vieme pouzit klasické
prehladavanie do sirky.

Namiesto rekurzie mame frontu v ktorej si uchovavame stavy do ktorych sme sa nejak dostali. Na zaciatku
do nej priddme pociato¢ny stav a potom opakujeme kym sa fronta nevyprazdni, alebo sme sa dostali do ciela.
Pri kazdej iteracii si z fronty vyberieme prvy stav, oznacime si, ze sme v tomto stave uz boli a potom z neho
skisime spravit vSetky 3 fahy a stavy do ktorych sme sa dostali priddme do fronty. Pridavame samozrejme iba
povolené tahy, také pri ktorych neskonéime na prekazke a ani nds macka nezozerie.

Pozrime sa na casovi a paméatovu zlozitost tohto riesenia. Tym, ze na kazdé policko sa pozerdame iba raz,
tak ¢asovd zlozitost bude linedrna od poctu policok, teda celkovo to bude O(n). Potrebujeme si pamétat, na
ktorom policku sme uz boli, aby sme ziadne policko nenavstivili viackrat. Teda pamétova zlozitost bude taktiez

O(n).

Listing programu (Python)

n, k = map(int, input().split())
first = input()

second = input()
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first_visited = [False for x in range(n)]

second_visited = [False for s in range(n)]

q= 1[I
q.append ((0,0,0))

ans = False

while len(q) > O:
curr = q.pop(0)
if curr[0] >= n:

ans = True

break

if curr([2] >= curr[0]:

continue

if curr[1] == 1 and second_visited[curr[0]]:
continue

if curr[1] == 0 and first_visited[curr[0]]:
continue

if curr([1] == O:
first_visited[curr[0]] = True
if curr[0] - 1 > 0 and first[curr[0] - 1] != 'X':
if curr[0] - 1 > curr[2]:

q.append ((curr[0] - 1, 0, curr[2] + 1))

if curr[0] + 1 >= n or first[curr[0] + 1] != 'X':
q.append((curr[0] + 1, 0, curr[2] + 1))
if curr[0] + k >= n or second[curr[0] + k] != 'X':

q.append((curr[0] + k, 1, curr[2] + 1))
elif curr[1] ==
second_visited[curr[0]] = True
if curr[0] - 1 > 0 and second[curr[0] - 1] != 'X':
if curr[0] - 1 > curr[2]:

q.append ((curr[0] - 1, 1, curr[2] + 1))

if curr[0] + 1 >= n or second[curr[0] + 1] != 'X':
q.append((curr[0] + 1, 1, curr[2] + 1))
if curr[0] + k >= n or first[curr[0] + k] != 'X':

q.append((curr[0] + k, 0, curr[2] + 1))

if ams:
print('Vyhral som')
else:

print('Prehral som')

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
#include <queue>
#include <vector>

using namespace std;

using 11 = long long;
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struct Stav {
int macka;
int linia;
int pozicia;

};

int main() {

cin.tie(0)->sync_with_stdio(0);

int n, k;
cin >> n >> k;
vector<char> prva_linia(n), druha_linia(n);
vector<char> first_visited(n, 0), second_visited(n, 0);
for (int i = 0; i < n; i++) {
cin >> prva_linialil;
}
for (int i = 0; 1 < n; i++) {

cin >> druha_liniali];

queue<Stav> q;
q.push({0, 0, 0});
bool odpoved = false;

while (!q.empty()) {

Stav terajsi_stav = q.front();

q.popQ);
if (terajsi_stav.pozicia >=n) {

odpoved = true;

break;

if (terajsi_stav.macka > terajsi_stav.pozicia) {

continue;

}

if (terajsi_stav.linia == 1 && second_visited[terajsi_stav.pozicial) {
continue;

}

if (terajsi_stav.linia == 0 && first_visited[terajsi_stav.pozicial) {
continue;

}

Stav nasledujuci;

nasledujuci.macka = terajsi_stav.macka + 1;

nasledujuci.linia = terajsi_stav.linia;

if (terajsi_stav.linia == 0) {
first_visited[terajsi_stav.pozicial = 1;
if (terajsi_stav.pozicia - 1 > 0 && prva_linia[terajsi_stav.pozicia - 1]
nasledujuci.pozicia = terajsi_stav.pozicia - 1;
if (nasledujuci.pozicia >= nasledujuci.macka) {

q.push(nasledujuci) ;

'X‘) {
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if (prva_linia[terajsi_stav.pozicia + 1] != 'X') {
nasledujuci.pozicia = terajsi_stav.pozicia + 1;
q.push(nasledujuci);

}

if (terajsi_stav.pozicia + k >= n druha_linia[terajsi_stav.pozicia + k] != 'X') {
nasledujuci.pozicia = terajsi_stav.pozicia + k;
nasledujuci.linia = 1;
q.push(nasledujuci);

}

} else if (terajsi_stav.linia == 1) {

second_visited[terajsi_stav.pozicial = 1;

if (terajsi_stav.pozicia - 1 > 0 && druha_linia[terajsi_stav.pozicia - 1] != 'X') {
nasledujuci.pozicia = terajsi_stav.pozicia - 1;
if (nasledujuci.pozicia > nasledujuci.macka){

q.push(nasledujuci) ;

}

if (terajsi_stav.pozicia + 1 >= n druha_linia[terajsi_stav.pozicia + 1] != 'X') {
nasledujuci.pozicia = terajsi_stav.pozicia + 1;
q.push(nasledujuci) ;

}

if (terajsi_stav.pozicia + k >= n prva_linia[terajsi_stav.pozicia + k] != 'X') {
nasledujuci.pozicia = terajsi_stav.pozicia + k;
nasledujuci.linia = O;
q.push(nasledujuci);

}

if (odpoved) {
cout << "Vyhral som" << '\n';

} else {
cout << "Prehral som" << '\n';
}
}
Jancéi
4. Iné jazycky (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Nasim ciefom je spocitat stcet dizok vSetkych preloziteInych intervalov. Najjednoduchsi spésob, ako to
spravit, je postupne vSetky takéto intervaly najst.

Pomalé prehladavanie podretazcov

Vsetky prelozitelné intervaly mézeme najst napriklad tak, ze sa pozrieme na vsetky mozné intervaly, a pre
kazdy zistime, ¢i sa d& prelozit alebo nie.

Kazdy interval je jednoznac¢ne definovany svojim zaciatkom a koncom, takze na prejdenie vSetkych nam
stacia dva for cykly — jeden pre zaciatok a druhy pre koniec (pri¢om si ddme pozor, aby koniec nikdy nebol pred
zaciatkom). Kazdy interval potom prejdeme tretim cyklom, v ktorom otestujeme, ¢i sa da prelozit.
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To vieme spravit velmi jednoducho. Vyrobime si dve polia dizky anglickej abecedy (malé a velké pismend)
a pre kazdy znak, ktory by sa mohol vyskytnit vo vrchnom alebo spodnom retazci si budeme pamétat, na aky
znak v opacnom retazci sa preklada. Na zaciatku testovania intervalu budua vsetky hodnoty samozrejme prazdne
(Specidlne oznacené, Ze zatial Ziadny preklad nemdame).

Ked potom interval prechadzame, dostdvame postupne dvojice znakov, ktoré sa pokisame do pola zapisaf.
Ak je pre nejaké pismeno v poli uz zapisany jeho preklad, a tento preklad nie je rovnaky, ako by sme chceli
doplnit, znamena to, ze aktudlny interval je neprelozitelny a mozeme jeho testovanie ukoncit. Ak sa ndm podari
uspesne dokon¢it testovanie intervalu, priddme jeho dizku (rozdiel konca a zaciatku plus jedna) k odpovedi.

Tento pristup mé ¢asovi zlozitost O(n?®) — prechadzame kazdy z kvadraticky mnoho intervalov dizky az
n. Pamétova zlozitost je linedrna, kedze si musime paméatat celé povodné pole, aby sme ho mohli prechddzat
opakovane.

Zafixovanie zaciatku

Zrejme je ale jasné, ze pri predoslom pristupe poc¢itame mnohokrat to isté. Napriklad pokial by bol interval
[1,10] prelozitelny, samostatne by sme pocitali vSetkych 10 intervalov dizky jedna ([1,1],[2,2],...[10, 10]), potom
samostatne vietkych 9 intervalov dizky 2 ([1,2],[2,3],...[9,1]), aZ po jeden interval dizky 10 ([1,10]).

Ak by sme vedeli vyuzit, Ze interval [1, 10] je preloZitelny a zdrovenn maximalny (teda jeho prediZenie doprava
uz prelozitelné nie je), mohli by sme si uSetrit vela prace tym, ze ho ndjdeme iba raz a diiky vSetkych intervalov
v fiom spocitame naraz. Tu by vSak mohol nastat problém — pokial by bol prelozitelny aj interval [2,11] (avSak
[1,11] nie), mohlo by sa stat, Ze zapoc¢itame mnoZstvo kratsich intervalov viackrat.

Sktsme si teda zakazdym zafixovat zaciatok intervalu, najst koniec maximéalneho intervalu, ktory sa este
d4 prelozit, a pripoéitat k vysledku len dizky takych jeho podintervalov, ktoré zadinaji na naSom zafixova-
nom zaciatku. Napriklad pre zadiatok na pozicii 1 a maximélny prelozitelny interval [1,10] zardtame intervaly
[1,1],[1,2],...[1,10] s dizkami 1 + 2 + ... + 10 = 55, teda dokopy (d + 1) x (d + 2)/2, kde d je rozdiel zadiatku a
konca.

Takto urdite zardtame kazdy prelozitelny interval prave raz, takze dostaneme spravnu odpoved. Casova
zlozitost je O(n?), pre kazdy zacdiatok intervalu musime najst jeho koniec, ktory moze byt az n znakov vzdialeny.

Optimalne okienkovanie

Stale pocitame niektoré veci zbytoc¢ne. Napriklad pokial by sme si pri poc¢itani maximéalneho intervalu pre
zatiatok na pozicii 1 poznadili dvojicu A — a, rovnakt dvojicu by sme nasli na pozicii 5 a na pozicii 11 by
sme oproti pismenu A nasli b, vieme, Ze pre zaciatky na poziciach 2, 3, 4 a 5 by sme tiez nasli rovnaké konce
intervalov na pozicii 11. Tieto intervaly by sme teda vobec nemuseli pocitat.

Rozvinme tito myslienku do vzorového riesenia: budeme si udrzovat dva indexy — zaciatok a koniec inter-
valu — a okrem prekladov si pre kazdé pismeno budeme pamétat aj pocet vyskytov daneho prekladu, ktoré v
aktudlnom intervale mame.

Vzdy budeme najskoér dopredu posuvat koniec intervalu, dokym bude cely interval prelozitelny. Ked uz to
nepdjde, pretoze ndjdeme pre niektoré pismeno iny preklad (¢o sa mdze stat aj pre obe pismend na danej pozicii
naraz), nez mame aktudlne uloZeny, budeme interval skracovat od zaciatku, az dokym sa nezbavime vSetkych
prekladov pre dané pismeno. Prave preto, aby sme vedeli, dokedy mame interval skracovat, si potrebujeme pre
kazdy preklad udrzovat aj pocet jeho vyskytov.

Pripocitavat vysledky budeme vzdy pri predlzovani intervalu — pri kazdom prediieni zapocitame vsetky
intervaly, ktoré koncia na aktudlne pridanom mieste. Ich poc¢et budeme pocitat rovnako, ako pri poc¢itani inter-
valov s fixnym zaciatkom. Urcite zapocitame vSetky intervaly, pretoze oproti predoslému pristupu sme zmenili
iba smer, ktorym ich zapoé¢itavame (ni¢ nemenf, ¢i ich poc¢itame podla koncov alebo podla zaciatkov).

Zmeni sa tiez Casova zlozitost — kedZe zaciatok aj koniec posunieme dokopy najviac n-krat a pre kazdy
posun spravime konstantné mnozstvo operacii, bude aj celkova ¢asova zlozitost linedrna. Pamétova zlozitost
zostane linedrna — stéle si musime pamétat, v najhorsom pripade, celé pévodné pole. Velkost anglickej abecedy
je konstantna, a teda aj pamét potrebna na uloZenie aktualnych prekladov.

Listing programu (Python)

#1/usr/bin/env python 3

def main():
N = int(input())
L = input()
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M = input()

translation_M = dict()
begin, end = 0, 0
ans = 0 # vysledok

while end < N:

end += 1 # skusime posunut koniec

begin += 1

remove_L = L[begin - 1]

remove_M = M[begin - 1]

# uz mozeme posunut koniec

print (ans)

main()

if tramslation_L[remove_ L][1] =

if translation_M[remove_M][1] =

translation_L = dict() # slownik: znak --> (prelozeny znak, pocet vyskytou)

1 = L[end - 1]

m = M[end - 1]

while ((1 in translation_L.keys() and translation_L[1][0] !'= m) or
(m in translation_M.keys() and translation_M[m][0] != 1)):

# ak musime najskor skracovat zo zaciatku

translation_L[remove_L] = (translation_L[remove_L][0],
translation_L[remove_L][1] - 1)

del translation_L[remove_L] # odoberame wyskyt zo slovnika

translation_M[remove_M] = (translation_M[remove_M][0],
translation_M[remove M][1] - 1)

del translation_M[remove_M] # odoberame wvyskyt zo slounika

# pridame novy preklad alebo zvysime pocet jeho wvyskytov
if not 1 in translation_L.keys(): translation_L[1] = (m, 0)
translation_L[1] = (tramslation_L[1][0],

translation L[1][1] + 1)

# pridame novy preklad alebo zvysime pocet jeho wyskytov

if not m in translation_M.keys(): translation_M[m] = (1, 0)

translation_M[m] = (translation_M[m] [0],
translation_M[m] [1] + 1)

# zapocitame intervaly konciace ma novej end pozicii

ans += (end - begin) * (end - begin + 1) // 2

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

https://ksp.sk/
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int main() {
int N; cin >> N;
string L, M; cin >> L >> NM;

unsigned long long ans = 0; // vysledok
vector<pair<char, int>> translations_L(128), translations_M(128); // pismeno, pocet vyskytov
// 128 je malo, nemusime teda komplikovane pocitat indexy pismen v abecede

unsigned long long begin = 0, end = 0;

while (end < N){
++end; // skusime posunut koniec
char 1 = L[end - 1];
char m = M[end - 1];

while ((translations_L[1].second != 0 && translations_L[1].first != m)
(translations_M[m].second != 0 && translations_M[m].first !'= 1)){
// ak musime najskor skracovat zo zactatku

begin += 1;

char remove_L = L[begin - 1];

-—translations_L[remove_L].second; // odoberame vyskyt zo slovnika

char remove_M = M[begin - 1];

--translations_M[remove_M].second; // odoberame vyskyt zo slovnika

// uz mozeme posunut koniec

translations_L[1].first = m;

++translations_L[1].second; // pridame novy vyskyt

translations_M[m].first = 1;

++translations_M[m] .second; // pridame novy vyskyt

// zapocitame intervaly konciace na novej end pozicii

ans += ((end - begin) * (end - begin + 1) / 2);

cout << ans << endl;

}
Fipo
5. A kolko mu mam dat? (max. 12 b za popis, 8 b za program)
Bruteforce

Najjednoduchsie riesenie je, ze spravime OR kazdého sivislého intervalu. Toto riesenie méa casovu zlozitost
O(n?), pretoze mame n? intervalov a na vicsine z nich musime spravit OR rddovo n é&isiel. Toto rieSenie mé
pamétovu zlozitost O(n), pretoze si potrebujeme zapamaétat cely vstup dlzky n a zopar pomocnych premennych.

O nieco lepsie rieSenie
Povedzme, ze mame vypocitany OR intervalu P[i, j|, ktory sa rovna o; ;. Potom OR intervalu Pi,j + 1]
vypocitame: o0; j41 = 0;; OR P[j + 1]. Casova zlozitost tohto rieSenia je O(n?), kedze musime prejst kazdy
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interval, ktorych je rdadovo n?. Toto rieSenie ma pamifovii zloZitost O(n), pretoze si potrebujeme zapamitat
cely vstup dlzky n a zopar pomocnych premennych.

Zaujimavé myslienky

Povedzme, Ze mame vypocitany OR intervalu P[i, j], ktory je o; ;. Vieme z tejto informécie zistit 0,41 ;7

Ano, vieme! Len si potrebujeme pamiitat zopar extra veci intervale PJi, j]. Potrebujeme si pamétat, kolko
krét boli jednotlivé bity “zapnuté” v intervale P[i, j]. Pamétajme si tatu informéciu v poli BITS. Ked potom
chceme vediet 0,41 ;, tak od kazdej hodnoty v BIT'S[i] odpocitame 1, ak ten bit bol zapnuty v ¢isle P[i]. 0,41,
zistime tak, ze za kazdu hodnotu BITS, ktora je vicsia ako 1 pripoc¢itame prislusnit mocninu 2. Pole BITS
mé velkost rddovo log(max(P[i])), ale kedze P[i] < 107, ¢iZe log(max(P[i])) < 31 tak mozeme povedat, ze pole
BITS ma konstantnu velkost.

Podme sa teraz pozriet na jednotlivé ¢isla v poli. Konkrétne o kazdom ¢isle chceme vediet, ¢i moze byt v
niektorom intervale, ktory ma OR presne k. Ked mé P[i| zapnuty bit b, ktory je vypnuty v k, tak nemoze byt v
ziadnom intervale, ktory m4 OR presne k. P[i] ndm teda rozdeli pole P na 2 ¢asti, pri¢om ziadny interval, ktory
zacina v prvej casti a konéi v druhej ¢asti nemé bitovy OR k.

Nieco malo o 2 bezcoch

Ak uz viete, ako funguje metoda 2 bezcov, méZete tito cast preskocit

Optimalne riesenie vyuziva metédu dvoch bezcov. T4 spociva v tom, Ze si spravime 2 premenné, ktoré buda
ukazovat na rozne prvky v poli. Tito dvaja bezci mézu bezat oproti sebe (na zaciatku ich nastavime, aby jeden
ukazoval na zaciatok a druhy na koniec pola) alebo rovnakym smerom (na zac¢iatku obaja ukazuji na zac¢iatok
pola) - toto je pripad tejto tlohy.

Dobry rule of thumb je, ze ked potrebujeme nieco vediet o podiseku pola, tak hybeme bezcami rovnakym
smerom. Ked nieco potrebujeme vedief o dvojici prvkov pola, tak hybeme bezcami oproti sebe.

Podla toho, aky je momentalny podisek hybeme 2 bezcami. Ked je podiisek prilis “maly”, tak pohneme
bezcom, ktory ukazuje na koniec poduseku. Naopak, ked je podusek prilis “velky”, tak pohneme bezcom, ktory
ukazuje na zaciatok poduseku.

Optimalne rieSenie

Teraz to uz iba celé musime dat dokopy. Najskor si pole P rozdelime na c¢asti podla ¢isiel, ktoré maju zapnuty
niektory bit b, ktory je vypnuty v k. Ked uz ho takto mame rozdelené, tak ideme pre kazdu cast zistit, kolko je
v nej intervalov, ktoré maja OR k.

To spravime pomocou 2 bezcov. 1. bezec bude ukazovat na zaciatok intervalov, ktoré maji OR k, 2. bezec bude
ukazovat na koniec najkratsieho intervalu, ktory zacina na mieste 1. bezca a ma OR k. VSetky dlhsie intervaly
az po koniec daného tiseku maji OR k a teda ich zapocitame - je ich tolko, kolko je rozdiel 2. bezca a konca
intervalu. Ked uz sme nasli tsek, ktory ma OR k, tak posunieme 1. bezca. Pri postvani vyuzijem vypocet OR-u
popisany vysSie. 2. beZca postvame, az dokym nendjdeme zaiatok najkratsieho tiseku, ktory mé OR k (niekedy
ho vébec nemusime posunit). Intervaly budeme zardtavat vtedy, ked pdjdeme pohnit 1. bezcom. KedZe interval
je jednoznacne urceny svojim zaciatkom a 1. bezcom prejdeme cez vSetky mozné zaciatky intervalov, tak kazdy
interval, ktory vyhovuje zaratame raz.

Toto rieSenie mé ¢asovi zlozitost O(nlog(max(PJ[i]))), kedze musime prejst celym polom a na kazdy prvok
mozu bezcovia byt najviac 2-krét. log(max(P[i])) je tam kvoli spracovévaniu OR ¢isiel pola. KedZze log(max(PJ[i])) <
31, tak mdzeme povedat, Ze Casovd zlozitost je O(n). Pamétovi zlozitost mé toto rieSenie O(n), pretoZe si po-
trebujeme zapamétat cely vstup dlzky n.

Sebik
6. TokTik maciatka (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Najprv rychle odrozpravkovanie zadania. Mame strom s ohodnotenymi vrcholmi. Chceme vybrat nejakt
mnozinu vrcholov s ¢o najvacsim suctom hodnét tak, aby ziadne dva vrcholy v nasej vybranej mnozine boli
spojené hranou. Bude taktto nejakd mnozinu vrcholov volat pokrytie, a sii¢et hodn6t vrcholov v tomto pokryti
budem volat hodnota pokrytia. Ak pokrytie zaroven spliiuje podmienku zo zadania, teda ze ziadne dva vrcholy
v pokryti nesmu byt spojené hranou, budem ho volat platné pokrytie.

Bruteforce

Najprv rychlo spomenieme pomerne neefektivny algoritmus hrubej sily, ktory riesi prva sadu - vyskisame
nim vsetky moznosti. Poc¢et vrcholov je iba maly, takze mdzeme jednoducho vyskusat vsetky mozné pokrytia,
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pre kazdé skontrolovat, ¢i je platné, a vybrat to s najviac¢sou hodnotou. Pocet takychto pokryti je vsak pomerne
velky, pretoze kazdy vrchol méze v kazdom pokryti bud byt, alebo nebyt. Pocet pokryti je teda 2™, a pre kazdé
pokrytie treba este skontrolovat, ¢i je platné. To vieme spravit jednym prechodom stromu, ¢ize nejaké DFS.
Celkové ¢asova zlozitost teda bude O(n - 2™), ¢o staci na prva sadu.

Greedy rieSenie tretej sady

Pred riesenim na plny pocet bodov sa este podme pozriet na riesenie tretej sady, kde mali vSetky vrcholy
rovnakid hodnotu. Této sada sa dala vyriesit greedy (paZzravym) rieSenim. Vieme si totiz uvedomit, ze v optimal-
nemu pokrytiu totiz urcite neuskodi, ak dontho zahrnieme nejaky list stromu. Zakorenme si strom a povedzme, ze
vrchol A je list a jeho rodi¢ je vrchol B. V optimalnom pokryti urcite chceme mat bud vrchol A, alebo vrchol B,
a to prave jeden z nich. Ak do pokrytia zahrnieme vrchol A, vieme, Ze ni¢ okrem vrcholu B tym neobmedzime.
Naopak, ak vezmeme vrchol B, moze sa stat, ze si uskodime na inych miestach. Teda vzdy sa nam oplati vziat
list A, a poznamenat si, ze B zobrat nemézeme. Inymi slovami, ak zoberieme rodica listu, tak skore si vylepsime
rovnako, ale vrcholy, ktoré su v pokryti, alebo ich nemo6zeme zobrat, budt stdle nadmnozina vrcholov v pokryti,
alebo vrcholov ktoré nemézeme zobrat ak zoberieme list. Teda nedosiahneme lepsie riesenie ako ked zoberieme
list. No ale ak uz sme teda nejaky list do pokrytia zahrnuli, tak nas uz az tak nazaujima, tak ho moézeme zo
stromu odpojit. Toto nam zachova strom, teda urcite bude existovat nejaky iny list na spracovanie.

Algoritmus teda postupuje nasledovne: budeme si udrziavat stack listov na spracovanie. Vzdy so spracova-
nym listom spravime nasledovné: ak sme si niekedy poznamenali, ze ho vziat nemézeme, tak ni¢ nerobime, ak
nie, zahrnieme ho do pokrytia a pre jeho rodica si poznamendme, ze ho nemoézeme zobrat. Potom tento list
odstranime, updatneme rodica, a ak sa rodi¢ prave stal listom, zaradime rodi¢a do stacku listov na spracovanie.
Tento algoritmus bezi v O(n) a k rieSeniu na plny pocet bodov ndm nepomdze, aviak je fajn vediet, Ze sa
poduloha da riesit aj takto.

Co s cestou?

Presunimne sa zaujimavejsej sade - sade 2. V tejto sade mame garantované, ze graf je cesta, ¢o vsak znamena,
nemusime rozmyslat nad nijakym grafom. Jednoducho si dlohu pretransformujeme na nasledovnii: mame pole
¢isel, a chceme z nich vybrat mnozinu ¢isel ¢o najvacsiu v siacte, avsak ziadne dva vybraté prvky nemozu byt
susedné. Vela z vam tato tloha pride pomerne povedomé - nachidza sa totiz na testovaci, pripadne sme ju vedeli
najst aj v tohtoroénych zadaniach Kasiopei. Tato tiloha sa dé riesit dynamickym programovanim.

Myslienka dynamického programovania

Budeme postupne pocitat najlepsie pokrytie pre cast pola. Pre prvok ¢ budeme chciet vypocitat hodnoty
B (beriem) a N (neberiem). Hodnota B[i] ndm hovori, aky najvicsi sicet vieme dostat pre nejaké pokrytie
prvych i prvkov, pricom prvok ¢ sa v pokryti uréite nachddza. Naopak, hodnota N nam hovori, aky najvacsi
stucet mozeme dostat pre prvych i prvkov, ak sa v prvok i v pokryti ur¢ite nenachddza. Ako vieme tieto hodnoty
vypocitat?

Predpokladajme, Ze pozndme hodnoty B[i — 1] a N[i — 1]. Vieme, Ze pri pokryti, kde ur¢ite berieme i-ty
prvok, musi byt ¢ — 1vy prvok nezobrany, ale zaroven chceme prvych ¢ — 1 prvkov vybraf optimalne. To vsak
vieme, pozndme predsa hodnotu N[i — 1]. Teda vieme povedat, ze B[i] = N[i — 1] + hodnota[i]. Podobne vieme
vypocitat N[i]. Vieme totiz, Ze ak urcite neberieme i-ty prvok, moézeme si prvych ¢ — 1 prvkov navolit Tubovolne,
tak aby boli optimalne. Teda N[i] = max(B[i — 1], N[i — 1]).

Teda sme si ukdzali, Ze vieme hodnoty B[i] a N[i] vypocitat iba s vedomostou hodnét B[i — 1] a N[i — 1].
Vieme potom povedat, ze B[0] = hodnota(0) a N[0] = 0. No ale z tychto dvoch hodnot vieme vypocéitat hodnoty
B a N pre vsetky prvky v poli, pretoze z hodn6t pre prvok 0 si vieme vypocitat hodnoty pre prvok 1, z tych pre
prvok 2.. a tak dalej. Pre kazdé policko tiez vypocitame iba dve rovnice, ¢ize ¢asova zlozitost programu bude

O(n).

Optimalne riesenie - dynamika na stromoch

Co viak s riesenim na plny pocet bodov? Zakoreiime si strom, a z predoslého odseku si odnesme jednu
klicovii myslienku - aj v strome vieme totiz efektivne ratat hodnoty B a N, ktoré vsak budd mat v strome
trochu lepsiu definiciu. B[X] bude najlepsie pokrytie podstromu vrcholu X také, Ze X berieme (teda sa nachadza
v pokryti). N[X] bude podobne najlepsie pokrytie podstromu vrcholu X také, Ze X neberieme (teda sa v pokryti
nenachddza). Podme si teda tiez upravit vzoréek pre dynamické programovanie.

Povedzme, 7Ze chceme hodnoty B a N vypocitat pre nejaky vrchol A, a predpokladajme, Ze pozndme hodnoty
B a N pre vSetkych jeho synov. Potom ak chceme vypodéitat hodnotu B[A], tak vieme, Ze pre tento pripad musia
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byt vSetci synovia tohoto vrcholu nezobrani, pretoze vrchol A zobrany je. Preto viem jednoducho séitat hodnoty
N pre synov vrcholu A, pripoéitat k tomu hodnotu A, a tento vysledok bude ziadané B[A].

N[A] vieme tieZ vyriesit podobne ako predtym. Opaf plati, Ze tym, Ze vrchol A neberieme, vieme si pre
kazdého jeho syna vybrat to najoptimélnejsie pokrytie, bez ziadnych inych obmedzeni. Preto pre kazdého syna
S vrcholu A vypodéitame hodnotu maz(B[S], N[S]), a tieto hodnoty s¢itame. To bude hodnota N|[A]. Nakoniec
si vieme rozmyslief, Ze ak vrchol nemda synov, vieme pre neho vypocitat hodnoty B a N velmi jednoducho, a
teda pre list ¢ bude B[i] = hodnota(i) a N[i] = 0. A ak nejaky vrchol synov m4, jeho optimélne hodnoty B a N
vieme vypocitat vyssie popisanym sposobom.

Ako to nakédit? Ukaze sa, ze pomerne jednoducho. Staci spustif funkciu DF'S, ktord pre zavolanie do
nejakého vrcholu vrati dve hodnoty - B a N tohoto vrcholu. Tieto hodnoty spocitame pekne rekurzivne, az
kym v koreni nedostaneme vysledok.

A nakoniec: akt ¢asovu zlozitost bude mat toto riesenie? DF'S funkcia sa zavold do kazdého vrcholu raz,
pricom v kazdom vrchole bude rekurzivne dostavat hodnoty B a N pre synov tohoto vrcholu. Tieto hodnoty si
iba upravime a s¢itame ako popisané vyssie. N&3 algoritmus bude mat teda casovi zlozitost O(n).

Listing programu (Python)

import sys

sys.setrecursionlimit (10%*6)

pct = int(input())
uzitocnost = list(map(int,input().split()))
graf = [[] for _ in range(pct)]

def dfs(vtx, parent):
on = uzitocnost [vtx]
off =0
for to in graf [vtx]:
if to != parent:
x = dfs(to, vtx)
on += x[0]
off += max(x[0], x[1])

return [off, on]

for i in range(pct-1):
frm, to = list(map(int,input().split()))
graf [frm] .append(to)
graf [to] .append (frm)

f = dfs(0,0)
print (max (£ [0],£[1]))

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

using 11 = long long;

vector<ll> uzitocnost;

vector<vector<int>> graf;

pair <11, 11> dfsko(int vtx, int parent) {

11 zapnuty = uzitocnost[vtx];
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11 vypnuty = O;

for (int i = 0; i < graflvtx].size(); i++)

{
int to = graf [vtx][i];
if (to != parent)
{
pair <11,11> vals = dfsko(to, vtx);
zapnuty += vals.first;
vypnuty += max(vals.first, vals.second);
}
}

return {vypnuty, zapnutyl};

int main() {

cin.tie(0)->sync_with_stdio(0);

int N;
cin >> N;

uzitocnost.resize(N);

graf.resize(N);

for (int i = 0; i < N; i++)
{
11 x; cin >> x;

uzitocnost[i] = x;

for (dnt i = 0; i < N-1; i++)

{
int from, to;
cin >> from >> to;
graf [to] .push_back(from) ;
graf [from] . push_back(to);
}

pair <11,11> vysledok = dfsko(0,0);

cout << max(vysledok.first, vysledok.second) << endl;

Paulinka
7. Kocure a Klbko (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Vitazné pozicie
V tejto tlohe sme sa pohrali s tedriou hier, kde sme cheeli spocitat kolko zo zaciatoénych pozicii je vitaznych
pre Anicku — teda ak za¢nd hrat hru hru s dlzkami Spagatov a a b, ¢i vie Anic¢ka vyhrat ak vie optimélne.
KedZe hra je symetrickd (mozné tahy st rovnaké bez ohladu na to, kto je na tahu), vieme vSeobecne hovorit
o kazdej dvojici dlzok Spagdtov €i je vitaznd pre madiatko na tahu. Stav hry (alebo poziciu) si oznaéime ako
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(a,b) — dizky $pagéitov.

Ako zistime ktoré pozicie su vitazné? Zjavne, ak sa maciatko dostalo na tah a ostal mu jeden Spagat nenulovaj
dizky, a druhy $pagét dosiel, znamens to 7e madiatko na prechédzajicom tahu prehralo. Preto st pozicie (a,0)
a (0,b) vyhrdvajice pre vsetky celé ¢isla a,b > 0.

Podme sa pozriet na poziciu (a, b), pricom a < b > 0 (pripad, ze b < a > 0 je symetricky). Maciatko na tahu
vie skratit prvy spagét na dizky a —b,a —2b,...,a — kb > 0 (pre nejaké celé &slo k).

Predstavme si, ze vieme pre kazdi z pozici{ (a —b,b), ..., (a mod b,b) ¢ je vyhravajica alebo nie. Ak medzi
nimi je aspon jedna prehravajica, maciatko na tahu spravi tento tah a zrazu sa dostane na fah druhé maciatko,
ale je v prehravajicej pozicii. A kedze prehrdavajica pozicia nie je vyhrdavajica, znamend to, Ze nech robi, ¢o
robi, ak jeho oponent hrd optimdlne, prehrd. V tomto pripade je tak pozicia (a,b) vyhrévajica.

Na druhi stranu, ak si pozicie (a—b,b), ..., (a—kb,b) vSetky vyhrévajice, maciatko na tahu nem4 na vyber,
nech robi, ¢o robi, kazdy jeho tah ddjde do pozicie odkial vie vyhrat siper. Vtedy teda musi byt pozicia (a,b)
prehravajuca.

Z tohto pozorovania sa vieme dostat k jednoduchému dynamickému programovaniu ktoré nam vyriesi prva
sadu: iterujeme a od 1 po az a b od 1 po by, a pre kazdi poziciu si skontrolujeme, ¢i existuje medzi tahmi
nejaky do prehrévajicej pozicie (pre vsetky “mensie” pozicie sme si uz v dynamickom programovsani spocitali
odpoved). Ak &no, zazna¢ime si poziciu ako vyhravajicu. Ak nie, tak ako prehravajucu.

Po vypocitani odpovede pre vsSetky pozicie jednoducho spocitame pocet vyhravajiacich pozicii v intervale
hier ktoré Blacik a Anicka budid hrat.

Pre kazdu z t otdzok vieme pouzit ti istd tabulku — netreba ju navySe prepocitavat ak ju spravime dost
velku.

Toto riesenie funguje v ¢asovej zlozitosti priblizne O(max(az, by)? log(max(ay, bs))) (pomocou zlozitejsej ma-
tematiky si vieme odhadnuf Ze priemerny poc¢et moznych tahov na poziciu je v skutocnosti priblizne logaritmicky
od moZného poctu pozicii, a nie linedrny).

Listing programu (C++)

#include<bits/stdc++.h>

using namespace std;

#define FOR(i,n) for(int 1=0;i<(int)n;i++)
#define 1li long long int

bool memo(1lli a, 11i b, vector<vector<int> > &W) {
if (a == 0 b == 0) return true;
if (W[al[b] '= -1) return W[a] [b];

bool seen_1 = false;
if (a < b) {
int k = 1;
while (k * a <= b) {

if ('memo(a, b - k * a, W)) seen_l = true;
k ++;
}
}
else {
int k = 1;
while (k * b <= a) {
if (!memo(a - k * b, b, W)) seen_l = true;
k ++;
¥
}

W[al [b] = seen_1;
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return seen_l;

int main() {
cin.sync_with_stdio(false); cin.tie();
cout.sync_with_stdio(false); cout.tie();
int t; cin >> t;

vector<vector<int> > winning(501, vector<int>(501, -1));

FOR(i, t) {
11i a1, a2, bl, b2;
cin >> al >> a2 >> bl >> b2;

11i count = O0;
for (int a = al; a <= a2; a ++) {
for (int b = bl; b <= b2; b ++)
count += (int) (memo(a, b, winning));
¥

cout << count << "\n";

Prvé pozorovanie

Oplati sa ndm naozaj skusat vSetkych max as max by pozicii?

Ak a < b < 2a (alebo b < a < 2b), vtedy nemd maciatko na tahu na vyber — mé presne jeden tah ktory moze
spravit. Zamyslime sa tak nad pripadom, ze b > 2a. Maciatko na tahu méa aspon dva mozné fahy: do pozicie
(b mod a,a), alebo do pozicie (a + (b mod a),a). VSimite si, Ze v pozicii (a +b mod a,a) je mozny len jediny
tah: do (b mod a,a).

Rozoberme si najskor pripad, Ze pozicia (b mod a,a) je vyhravajica. V tom pripade, ak maciatko na tahu
(povedzme Ze je to Anicka) prejde do pozicie (a+(b mod a), a), Bla¢ik musi nésledne ist do pozicie (b mod a,a),
kde sa dostane na tah Anicka. Tato pozicia je vsak vyhravajica, teda v tomto pripade ma Anicka vyhravajicu
stratégiu s pozicie (a,b).

No a v pripade, Ze je pozicia (b mod a,a) prehravajica? Potom vieme, Ze ked sa tam Anicka pohne, nech
Blacik robi ¢o robi, urcite prehra ak Anicka dalej hré optimélne.

Ukazali sme si tak, ze v oboch pripadoch ma Anicka vyhravajicu stratégiu, teda vzdy ked b > 2a je pozicia
(b,a) vyhravajuca. Vsimnite si, Ze nemusite poéitat presni Anickinu stratégiu — sta¢i ndm vediet ¢i z pozicie
vyhréa, alebo nie.

Takto vieme jednoducho overit, ¢i je nejaké pozicia (a,b) vyhravajica (bez ujmy na vSeobecnosti uvazujme
a < b, inak je situdcia symetrickd): ak b > 2a (v tomto pripade je zahrnuty pripad a = 0), pozicia je vyhrévajica.
Inak sa posunme na poziciu (b — a,a) a postupujeme rovnakym spésobom, pricom pozicia (a, b) je vyhravajica
préve ak je pozicia (b — a,a) prehrdvajica.

Kolko ndm takyto vypocet bude trvat? Po dvoch fahoch z (a,b) dostaneme na (2a — b,b — a), b — a < a,
takZe sa ndm najvicsie z Cisel zmensilo o polovicu. Teda uréite na overenie vyhernosti pozicie (a,b) (s a < b)
nepotrebujeme viac ako 2log b krokov.

Takto si jednoducho vieme overit kto vyhrava kazdu z hier ktori maciatka spolu hraji, a algoritmus celkovo
zaberie O((az — a1 + 1)(b2 — by + 1) logmax(ag,bs)) ¢asu, a dokonca ho vieme implementovat v konStantne;
pamiiti'. Toto rieSenie stac na Styri body.

[1] V pripade, Ze ho implementujete cez cykly. Ak pouzivate rekurziu ako doleuvedeny kdd, tak zdsobnik v
rekurzii zozerie O(log max(ag, b)) paméti.

Listing programu (C++)

#include<bits/stdc++.h>

11
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using namespace std;

#define FOR(i,n) for(int 4=0;i<(int)n;i++)
#define 117 long long int

bool memo(1lli a, 11i b) {
if (a == 0 b == 0) return true;
if (a > b) return memo(b, a);
if (b > a * 2) return true;

return ('memo(b - a, a));

void solve() {
11i al, a2, bl, b2;
cin >> al >> a2 >> bl >> b2;

11i count = 0;
for (11i a = al; a <= a2; a ++) {

for (11i b = bl; b <= b2; b ++) count += (int) (memo(a, b));
}

cout << count << "\n";

int main() {
cin.sync_with_stdio(false); cin.tie();
cout.sync_with_stdio(false); cout.tie();
int t; cin >> t;
FOR(i, t) solve();

Ako to zlepsit?

V druhej polovice vstupov madiatka hraju privela hier aby sme kazdt kontrolovali separitne’. Musime
vymysliet nieco lepsie.

[2] Pytate sa kedy to stihni? Magciatka s velmi hyperaktivne

Jedna moznost, ktora podla sikovnosti implementéacie vie ziskat medzi 6 a 8 bodmi je pre kazdé a medzi a; a
as simulovat vsetky b naraz, a v kazdom kroku pocitat kolko z pozicii vyhrava okamzite (podla horeuvedeného
pravidla).

Implementécia tejto verzie nie je uplne trividlna, a nechdvam ju ako zamyslenie sa na citatela (hoci je
vzorak, naopak, implementacne velmi jednoduchy, ako ¢oskoro uvidite, skusit si nakodit tito verziu je samo o
sebe veelku zaujimava tloha na zamyslenie :)

Optimalne rieSenie

Podme sa dalej zamysliet nad nasou tivahou, ze pozicia (a,b) s a < b je vyhravajica ak b > 2a. Ak nie je,
potom je vyhravajica ak je (b — a,a) prehrévajica. Teraz mdme dva pripady. Ak a < 2(b — a), potom je tato
pozicia vyhravajica, podla predchddzajticeho pravidla. Toto je ekvivalentné pripadu, ze b > %a.

V druhom pripade plati a < 2(b — a), a hra pokracuje do stavu (2a — b,b — a). Zas mame dva pripady: ak
b—a>2(2a—-0), ¢ize b > %a, vtedy je pozicia vitazng, inak...

$%, %, g, ..., to znie skoro povedome! A veru, ak takto pokracujeme dalej, dostaneme sériu zlomkov susedia-
cich fibonacciho ¢isel. Indukciou si vieme dokézaft, Zze po 2i + 1 iterdciach z (a,b) takto dostaneme (b - Fa;pq1 —
a - FQH_Q, a - F21‘+1 —b- ng), a po 2(Z + 1) iteraciach z (a, b) dostaneme (a . F2i+3 —b- F2i+2, b- FQH_l —a- F2i+2),
pri¢om F,, zaznacuje n-té Fibonacciho éislo (Fy = 0,F; =1, Fyp0 = F, + Frp1).

Z tohto dostaneme, Ze na to, aby bola pozicia (a,b) vyhrévajica, musi platit b > aFogys/Fog+s a zaroven
b < aFapy5/Farta (ako sa ukdze, pre vSetky k)

29
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Ak ste niekedy poculi z zlatom reze, tak viete ze pomer vedlajsich Fibonacciho ¢isel konverguje ku ¢, a teda
(a,b) je vyhrévajica pozicia prave vtedy ak b > ¢a (alebo a > ¢b).

Takto vieme pocet vyhravajucich pozicii pre Anicku spocitat v konstantnom case: jednoducho spocitame
pre kazdé mozné a, kolko b v intervale [by, bo] plati b > ag¢, alebo b < a/¢.

¢ vieme jednoducho odhadnit ako pomer dostatocéne velkych Fibbonacciho ¢isel — takto sa vieme vyhnut
problémom s zaokrihlovanim necelych ¢isel pri overovani koncov vitaznych intervalov.

Celé riesenie tam ma linedrnu ¢asovi, a konstantni pamétova zlozitost.

Listing programu (C++)

#include<bits/stdc++.h>

using namespace std;

#define FOR(i,n) for(int 1=0;i<(int)n;i++)
#define 1li long long int

void solve(lli f1, 11i £f2) {
11i al, a2, bl, b2;
cin >> al >> a2 >> bl >> b2;

if (a2 - a1 > b2 - b1) {
swap(al, bl); swap(a2, b2);

11i count = 0;

for (11i a = al; a <= a2; a ++) {
11i 1b = a * f1 / £2;
11i ub = a * f2 / f1;
if (ub * f1 < £f2 * a) ub ++;

count += max(OLL, min(lb, b2) + 1LL - bl) + max(OLL, b2 - max(ub, bl) + 1LL);
}

cout << count << "\n'";

int main() {
cin.sync_with_stdio(false); cin.tie();
cout.sync_with_stdio(false); cout.tie();
int t;
cin >> t;

11i f1 =1, £2 = 1;

FOR(i, 45) {
swap(f1, £2);
f2 += f1;

}

FOR(i, t) solve(f1, £2);
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Johanko
8. Algoritmické problémy (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Najskor zlé rieSenie

Poznamka od autora: velmi tazko sa mi vyrdbali vstupy, ktoré by toto nesprdvne riesenie nepreslo, pretoZe
sa velmi podobd spravnemu. Niekedy nie je zIlé zacat aj s niecim nespravnym a skusit to opravit.

Pre kazdy problém sktsime nakdédit ¢o najviac jeho algoritmov, ale len tolko, na kolko nam este “vyjde po-
teSenie”. Teda postupne skisame kodit este nenakddené algoritmy potrebné na vyriesenie problému a zakazdym
znizZime potesenie, ktoré za problém ziskame. Skon¢ime v momente, ked by pridanim dalsieho algoritmu ziskané
potesenie vyriesenia problému kleslo pod nulu.

Toto riesenie samo o sebe prejde na nejakych vstupoch.

Mozeme skusit spravit viac iteracii tohoto postupu, mozno sa to zlepsi.. Ak by sme boli velmi Sikovni a mali
nejaké dalsie napady a k tomu trochu stastia, mohli sme uz teraz oklamat testovac a ziskat aj nejaké body. My
si vSak ukézeme ako sa tato tloha mala riesit.

Len to opravme

Uvedomme si, kde toto riesenie zlyha. Na to si najprv lepse pomenujme, co vlastne robi.

Pre kazdy algoritmus, ktory nakédime, vyberieme nejaky problém, ktory za neho “zaplati”. Takto to budeme
volat aj vo zvysku vzoraku. Nas program naivne rozhoduje, ktory problém zaplati za ktory algoritmus. KedZze
este nemame OK, tak to zjavne robi neoptimaélne.

Mézeme si vsimnit 2 problémy:

1. V optiméalnom rieseni moéze niekedy zaplatit za jeden algoritmus aj viac ako jeden problém, ¢o nas program
nezisti.

2. Niekedy mozeme urcit, ze za algoritmus = zaplati problém p urciti hodnotu potesenia, ale optiméalne by
bolo, aby zaplatil menej. To sa ndm vsSak uz nikdy nepodari, lebo sa nevraciame spéat.

Prvy problém je Tahké vyriesit. Namiesto toho, aby sme vzdy urcili nejaky problém, ktory zaplati za al-
goritmus, ur¢ime len nejaky problém, ktory algoritmu zaplati 1 poteSenie. Sice musime nas postup zopakovat
velakrat, ale to sa ukaze ako jednoduché vec.

Druhy problém uz nie je az tak trividlne riesit, ale predstavme si to takto. Sme v nejakom stave, kde
mame zaznamy tipu problém p plati algoritmu z jedno potesenie. Predstavme si, Ze chceme néjst problém,
ktory zaplati algoritmu z, ale vSetky problémy, ktoré potrebujt x uz nemaji potesenie navyse. Potom mozeme
spravit nasledovni ipravu. Vyberieme nejaky problém p, ktory potrebuje algoritmus x, ale plati nejakému inému
algoritmu y. Ak existuje problém ¢, ktory potrebuje algoritmus y a eSte ma poteSenie navyse, moze g zaplatit
jedno potesenie algoritmu y, tym padom p nemusi platif y a moéze zaplatit x.

Takto sme vlastne presunuli poteSenie z ¢ do x, a ni¢ iné sa nezmenilo. Teda okrem toho, kto komu plati,
ale to néas v skutocnosti nezaujima.

V povodnom nespravnom rieseni hladame len problémy p. Teraz mame este stale nespravne riesenie, lebo
hladdme len problémy ¢ vzdialené jednu iterdciu hladania (len jeden krat sa vratime naspét).

Thto myslienku vSak mozeme aj zovseobecnit. Nebudeme hladat len problémy ¢, ktoré este maju potesenie,
ale budeme hladat aj hlbsie a vzdy vzdialenejsie problémy, ktoré eSte maja potesenie.

Toto je vlastne celd myslienka vzoraku, vo zvysku uz len dokdzeme spravnost a pozrieme sa na implementéciu.
Naozaj to nebolo az tak tazké, ze? A ukéze sa to eSte omnoho jednoduchsie.

Vyzera to povedome

Mozme si celu ulohu predstavit ako bipartitny graf. Problémy st napravo a algoritmy nalavo. Hrany veda
medzi algoritmom a problémom vtedy, ak problém algoritmus potrebuje.

Vzdy, ked urc¢ime, ze nejaky problém plati nejakému algoritmu, vlastne sme povedali, Ze hrana medzi nimi
m4 smerom k algoritmu o 1 va¢siu hodnotu (je jedno, ktorym smerom to povieme, ale je dobré si nejaky vybrat).

Ked hladdme problém, ktory zaplati za algoritmus z, robime vlastne jednoduché prehladévanie. Vzdy sa
najskor skisime vréatit nejakou hranou (toto je ekvivalentné tomu, ze nejaky problém potrebuje algoritmus ),
¢im najdeme nase p. Potom z p ideme hranou, po ktorej ide niefo v smere (teda p plati niekomu inému) dalej
znovu nejakou hranou... Toto opakujeme, az kym nendjdeme problém ¢, ktory ma este volné potesenie. Teraz
posleme vsetkymi hranami, ktorymi sme presli jedno potesenie opa¢nym smerom.

Mozme si ukézat, ako by taky beh naseho programu mohol vyzerat. Mame 3 algoritmy s cenami 11, 4 a
3 poteSenia a 2 problémy, ktoré daju 2 a 13 poteSenia. Takto nejako by mohol nas algoritmus pridelovat, kto
komu plati:
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Poradie krokov: cervena, modra, zlta, zelena

Prvé 3 kroky by zvladol aj nespravny algoritmus zo zaciatku. Preto je pre nas zaujimavy zeleny krok. V
tomto kroku mé algoritmus 13 este jedno voIné potesenie. Toto volné potesSenie prideli algoritmu 11, tomu
zoberie jedno potesenie od problému 2 a to prideli 4.

DOKEDY?777?

Ako mézeme vidiet na obrazku, niektoré kroky nasho algoritmu je dobré robit, lebo ndm zlepsuji odpoved.
Ak by sme si vsak pred zelenym krokom povedali, Ze uz mame dost, a chceli by sme — nedajboze — teraz
skumat odpoved spdsobom: 13 mé este jedno volné potesenie a jej algoritmy su zaplatené teda odpoved je 1.
Dopracujeme sa k nespravnemu rieseniu.

Ukéazeme si ale, ze ak vykondme maximélny pocet krokov, dokazeme zistit, aké je optimalne riesenie.

Zjavne ak ma nejaky problém na konci algoritmu este nejaké potesenie, urcite ho v optimédlnom rieseni
vyriesime. POZOR okrem toho mézeme vyriesit aj nejaké iné problémy, ktoré maji uz teraz potesenie 0. Kedze
staci vysledok len povedat a nie aj skonstruovat, ukdze sa, ze na ziskanie vysledku stac¢i len sc¢itat pozitivne
hodnoty. Naozaj to je lahké.

Nech po vykonani maximalneho poctu krokov existuje nejaky problém p, ktory ma este volné potesenie. Z
maximalnosti poctu krokov vieme, ze vSetky algoritmy, s ktorymi je spojeny, uz si zaplatené. Z1é jazyky by
vSak mohli povedat nasledovné: Co ak je medzi algoritmami susednymi s p nejaky algoritmus x, za ktory plati
problém q, ktory ale nevyriesime?

Toto je seriézny problém. Potom by sme nemohli povedat, Ze vyriesime p, lebo by sme vyrieSenymi problé-
mami nezaplatili za algoritmi potrebné na jeho vyriesenie — ¢ nie je vyrieseny, ale plati za algoritmy pre p. Avsak
z1é jazyky si neuvedomuju silu toho, Ze nie¢o robime maximélny pocet krat! Kedze ¢ sme nevyriesili, existuje
algoritmus y susedny s ¢, ktory nie je zaplateny. Teda existuje cesta p — x — ¢ — ¥y, po ktorej moézeme poslat
nejaké potesenie, kedze p este potesenie ma. Teda sme mohli eSte raz zopakovat nas algoritmus, ¢o je spor.

Ak teda nas postup opakujeme, kym st v grafe cesty, po ktorych vieme poslat potesenie, mali by sme lahko
vediet povedat, aky bude maximéalny profit — iba s¢itame tie, ktoré este maju potesenie nazvys.

Uz mame vsetko dokdzané, preto sa mozme veselo pustit do implementacie. Ukazeme si vSak trik, ktory ndm
pomoéze pouzit radsej staré zndme algoritmy, ako sa mordovat s implementaciou, aj ked verim, ze by to nebolo
zas tak narocéné.

Implementacia

Namiesto toho, aby sme mali pre kazdy vrchol to, kolko potesenia nam prida, mézeme do grafu pridat jeden
vrchol, ktory je nekoneénym zdrojom potesenia a je spojeny so vSetkymi problémami hranou. Po tejto hrane
moze prejst maximéalne tolko potesenia, kolko potesenia ndm da vyriesenie daného problému. Zjavne v takomto
upravenom grafe hladdme cestu z tohto zdroja do nejakého algoritmu, za ktory este nie je zaplatené, pricom
nechceme prekrocit kapacitu na ziadnej hrane.

Dalej si vieme podobne pridat este jeden vrchol spojeny so vietkymi algoritmami. Tento vrchol bude neko-
neénym pohlcovacom poteSenia, kde hrany do neho budii mat rovnaké kapacity ako ceny danych algoritmov.

Hrany od problémov k algoritmom maji nekonecéné kapacity.

Teraz ked néjdeme cestu medzi pridanymi vrcholmi?, posleme po nej nejaké poteSenie a zapaméitime si aj,
kolko poteSenia mozeme vratit naspét. (zelend cesta z obrézka vrati po hornej hrane jedno poteSenie, lebo tiou

3https://www.youtube.com/watch?v=6E1zUaTnLx0
4Pouzijeme terminolégiu zdroj — nekoneény zdroj a stok — nekoneény pozierac.
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isli 2 v opa¢nom smere) To vieme napriklad implementovat tak, Ze opacnym hrandm sa zvysi kapacita.

V tomto grafe méZeme postupne hladat nejaki cestu zo zdroja do stoku pomocou prehladévania (napriklad
DFS) a poslat po nej jedno potesSenie.

Dokonca moézeme po ceste rovno poslat maximum poteSenia, ktoré sa eSte zmesti do kapacity hran na ceste.

Takéto rieSenie mohlo dostat 6 z 8 bodov. Na 8 bodov stac¢ilo DFS vymenit za BFS. Teda vzdy najst
najkratsiu cestu zo zdroja do stoku®.

Toto je koniec vzoraku, ale ako by to bolo, kebyze sa to nedd napisat celé ovela kratsie pohromade.

A ¢o to vlastne robime?

UzZ som naznagdil aj terminolégiou, ze hladdme maximalny tok v sieti. Nam sa vSak oplati pozriet na cela
tlohu ako na minimalny rez, kedze tieto hodnoty si rovnaké.

Co je rez v sieti? Vyberieme nejaké hrany, tie “prerezeme” a musi platit, Ze v novej sieti sa nedé dostat zo
zdroja do stoku.

Jedna moznost je napriklad prerezat vSetky hrany medzi algoritmami a problémami. My vsak chceme néjst
taki moznost, kde sticet hodnét poteSenia na hranach rezu je najmensi mozny.

Takze cely vzorak by vlastne mohol byt takyto:

Zoberieme nas graf aj s pridanym zdrojom a stokom a ndjdeme v nom minimélny rez. Tento rez zjavne
nebude obsahovat ziadne hrany, ktoré vedu z algoritmov do problémov, lebo tie maji kapacitu nekonecno.

Rez si interpretujeme takto:

1. Ak prerezeme nejaki hranu zo zdroja do problému, znamend to, Ze tento problém nevyriesime.
2. Ak prerezeme nejakd hranu z algoritmu do stoku znamené to, ze tento algoritmus nakédime.

Vsimnime si, ze ak sa rozhodneme nejaky problém vyriesit, znamena to, ze nakédime vSetky jeho susedné
algoritmy, lebo inak by sme nedostali rez.

Obe moznosti pre nas znamenajua stratu potesenia, ak teda na zaciatku séitame potesSenie pre vsetky problémy
a odc¢itame hodnotu minimalneho rezu, dostaneme pozadovany vysledok.

Poéitat minimélny rez mézme Edmonds-Karpovym algoritmom, ktory sme si vlastne trosku obrazne ukazali
vyssie — to je ten s BFS.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

typedef long long 11;

#define inf 1el8

struct EdmondsKarp {

vector<unordered_map<ll, 11>> g;

vector<ll> vis;

vector<ll> pred;

EdmondsKarp(1l n) : g(n), vis(n), pred(n, -1) {}

void addEdge(1l a, 11 b, 11 ¢, 11 rc = 0) {
glal[p] = c;
glbl [a]l = rc;

}

11 bfs(1l s, 11 t) {
fill(begin(pred), end(pred), -1);
queue<ll> q;

q.push(s);
pred[s] = -2;
while (!q.empty() && pred[t] == -1) {

5 Analyzu Casovej zlozitosti neuviddzame, ale verte mi, stihne sa to.
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11 v = q.front();

q.popQ);
for (auto e : glvl) {
if (pred[e.first] == -1 && e.second) {

pred[e.first] = v;
q.push(e.first);

}
}
}
if (pred[t] != -1) {
11 £ = inf;
for (11 i = t; i !=s; i = pred[i]) {
f = min(f, glpred[il]l[il);
}
for (11 i = t; i !'=s; i = pred[i]) {
if ((glpred[il]1[i] -= £) <= 0) glpred[il].erase(i);
glil[pred[il] += £;
}
return f;
}
return O;
}
11 calc(11l s, 11 t) {
11 ans = 0;
while (11 p = bfs(s, t)) {
ans += p;
}
return ans;
}

};

int main() {
cin.tie(0)->sync_with_stdio(0);
cin.exceptions(cin.failbit);
11 n, m;
cin >> n >> m;
vector<1l> a(n), b(m);
for (auto &i : a) cin >> i;
for (auto &i : b) cin >> i;
llnn =n+m, s =nn, t =nn + 1;
EdmondsKarp f = EdmondsKarp(an + 2);
for (11 i = 0; i < n; i++) {
11 ni;
cin >> ni;
for (11 j = 0; j < mi; j++) {
11 tool;
cin >> tool;
tool-—;
f.addEdge(tool + n, i, inf);

}
for (11 i = 0; i < m; i++) {
f.addEdge(s, i + n, b[il);
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}

11 sum = O;

for (11 i = 0; i < n; i++) {
sum += al[il;
f.addEdge(i, t, alil);

}

cout << sum - f.calc(s, t) << endl;

Zlozitost tohoto algoritmu, je trochu paradoxne O(V E?), kde V je pocet vrcholov a E je podet hrdn. V
nasom pripade V- =n +m a E € O(nm), ¢o pre obmedzenia zo zadania déva dost zla ¢asovi zlozitost.

Dolezité su 2 veci:

1. Tato zlozitost je najhorisia mozné a velakrat bude algoritmus bezat omnoho rychlejsie, ako aj v nasom

pripade, ¢o zavisi od toho ako siet vyzera.

2. D4 sa to aj rychlejsie nejakymi inymi tokovymi algoritmami, avsak pre ramec tejto ilohy a vzoraku to nie

je podstatné.
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