KoreSpondenény seminar z programovania

°_,eﬁ XLI. nl)=(|v:vr|‘|£||('U|2((,)23/24

Miynska Dolina, 842 48 Bratislava

Vzorové riesenia 1. kola letnej Casti

Jacub
1. Luaka nestastia (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Kedze vsetky obdiiniky pretinajui os y = 0, ¢i sa pretinaju alebo nie zavisi len od ich z-ovej siradnice. y-ovi
suradnicu tak mézeme ignorovat.

Nage rieSenie pouzije greedy pravidlo: Prejdeme zlava doprava a vyberieme kazdy obdiznik, ktory sa neprek-
ryva so ziadnym ¢o sme uz vybrali. Cize ak sa nejaké dva prekryvaji, vyberieme ten lavejsi z nich. Keby sme
vybrali ten viac vpravo, a za nimi by bol treti ¢o sa prekryva s druhym ale nie s prvym, nemohli by sme ho
vybrat.

Téato avaha sa opiera o fakt, ze obdiiniky maju v tejto tlohe rovnaku sirku. Vdaka tomu vieme, Ze ten ¢o
viac vlavo zacina aj viac vlavo konéi. Ak ho zoberieme, nemé6ze nam to uskodif a mozno vdaka tomu neskor
budeme moct vybrat dalsi obdiznik, ktory by bol v inom pripade zbytoéne zablokovany. Keby mali rozne Sirky
mohlo by nastat, ze ten lavy je hrozne Siroky a nehodi sa ho zobrat, ¢o by bola tazsia tloha.

TakZe implementdcia bude vyzerat takto: budeme si paméitat kolko obdlznikov sme uz vybrali a kde sa
nachadzal posledny vybrany. Potom postupne ¢itame polohy obdlznikov — nagtastie uz si na vstupe zoradené
podla x. Ak sa neprekryva s poslednym ¢o sme vybrali alebo je prvy na vstupe, inkrementujeme pocet a
zapamitame si kde je. Casova zloZitost je O(n).

Vsimnime si, Ze polohy obdlZnikov ani nemusime nacitat do pola, mozeme kazdd vyhodnotit a spracovat
okamzite ked ju precitame. Optimalna paméitova zlozitost je preto O(1). Mimochodom takéto algoritmy, ktoré
dokazu spracovat vstup za behu, bez toho, ze by ho cely vopred nacitali, sa volaji “online algoritmy”.

Tomi
2. Elity filmového platna (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Povodné zadanie sice bolo detailne naplanovat, kto presne bude kedy moderovat, ale vlastne staci ked urcime
v ktorych momentoch sa majui striedat. Na konkrétnych moderatoroch nezédlezi. Chceme iba rozdelit cereméniu
na niekolko tsekov, v rdamci ktorych sa moderator nemeni. Co o nich musi platit? Toto: Rozdelenie na tseky
je korektné prave vtedy, ked sa v kazdom tseku vyskytuje maximdalne h — 1 roznych vitazov, t.j. ked je aspon
jeden herec ¢o pocas toho tseku ni¢ nevyhra.

(Dokaz: Z kazdého rozdelenia, ktoré spifia tito podmienku, by sme lahko mohli v dalsom kroku vyrobit
detailny plan. Proste pre kazdy tisek vyberieme ako moderatora toho herca, ktory ni¢ nevyhral. Ak si viaceri,
lubovolného. Ale nas program nemusi vypisovat zoznam moderatorov, iba pocet striedani, takze toto nebolo
treba. A naopak rozdelenie, ktoré tito podmienku nespliia, zjavne nemoze byt korektné, lebo v takom tseku by
niekto uréite odovzdal cenu sdm sebe.)

Na vypocet optimalneho rozdelenia pouzijeme greedy (pazravy) algoritmus. Proste ideme od zaciatku do
konca, a vzdy sekdme 1iseky ¢o najneskoér ako mézeme. Paméatame si mnozinu hercov ¢o nieco vyhrali v aktudlnom
useku. Ked uvidime herca ktory v nej este nie je, priddme ho tam. Ale ak uz ich tam je h — 1, respektive keby po
pridani pocet stupol na h, musime zacat novy usek. V tom pripade sa ten herec stdva prvym hercom z nového
useku. (Dajte si pozor — asi najcastejSia chyba bola na toto zabudnit a zacat prazdny novy tsek bez neho.)

Aktudlnu mnozinu hercov si mézeme pamétat ako hashset ich mien (v Pythone set(), v C++
std: :unordered_set<std::string>). Su aj iné dobré moznosti, ale asi druhd najcastejsia chyba bola pouzit
proste zoznam mien ([1, std::vector<std::string>). To je prili§ pomalé, lebo kontrolovat ¢i sa hodnota
nachédza v zozname (if herec in zoznam) trvé linedrne od jeho dizky.

Casova zlozitost je O(h + k) a paméitova O(h).

Doékaz

Ako vzdy, pri greedy algoritmoch treba zdévodnit alebo formalne dokézat, ¢i naozaj funguji optimélne. Vo
vSeobecnosti séria lokalne optimélne vyzerajucich krokov nie vzdy naozaj vedie k globalne optimalnemu cielu.

Dokéazeme to napriklad takto: majme nase rozdelenie ktoré by vypocital nas algoritmus, a nejaké konkurencné
rozdelenie ktoré sa od neho lisi. Ukdzeme, ze konkurencné rozdelenie mézeme postupnymi malymi zmenami
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prerobit na nase. Po kazdej zmene bude rovnako dobré alebo lepsie, a bude ich konec¢ne vela. Z toho vyplynie,
ze nasSe rozdelenie je optimalne — rovnako dobré alebo lepsie nez Tubovolné konkurencné.

Pozrime sa na najskorsie miesto, na ktorom sa lisia — jedno tvrdi “teraz striedaj” a druhé nie. Urcite to
konkurencné tvrdi “teraz striedaj” a nase nie, lebo nas algoritmus z definicie strieda najneskor kedy moze. Tak
to konkurenéné rozdelenie trosku upravme: posunime to striedanie o jedna dalej.

Takto upravené konkurenc¢né rozdelenie je stale korektné: predosly tsek sice trochu narédstol, ale este stédle
mé maximélne h — 1 roznych hercov (inak by nds algoritmus tiez na tomto mieste striedal), a dalsi tsek sa
trochu zmensil, ale to je urc¢ite vzdy v poriadku. Po¢tom tisekov je nové konkurencéné rozdelenie rovnako dobré
ako doterajsie konkurencéné, alebo dokonca lepsie (ak tam doteraz bol usek dlhy 1 a v upravenom zmizne).

Tento postup opakujeme, az kym z konkurenéného rozdelenia nedostaneme postupnymi tipravami presne to
isté rozdelenie ako vyrobil nas algoritmus. V kazdom kroku sme zachovali korektnost a nezmenili alebo zlepsili
pocet tisekov. Opakovanie ¢asom musi skonéit, lebo dizka prefixu ¢o sa zhoduje s nasim algoritmom stéle rastie.

Z toho vyplyva, ze nech bolo p6vodné konkurencné rozdelenie akékolvek, nas greedy algoritmus urcite néjde
rovnako dobré alebo lepsie.

Janka
3. Giganticky Legoland (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Prvé dolezité pozorovanie pre riesenie tejto tlohy je uvedomit si, aké vlastnosti ma trojica, ktord sa v tiseku
nemoze nachadzat. Ked sa v Legolande hybeme medzi dvoma atrakciami, bez ujmy na vSeobecnosti si vieme
povedat, Ze pri prechode z atrakcie ¢éislo i = (i,r;) k atrakcii ¢islo k = (k,r) musime spravit d = k — i
horizontélnych skokov a v = maxz(r;, rr) — min(r;, r) vertikdlnych skokov. Poradie, v ktorom vsak tychto d
skokov doprava/dolava a v skokov hore/dole spravime moze byt Iubovolné. To znamend, Ze ak si nakreslime
obdlznik tak, ze atrakcie i a k st jeho protilahlé rohy, mézme si vybraf kombindciu skokov tak, ze vieme navstivit
kazdy bod v tomto obdlzniku.

Teda pre trojicu atrakcii 4, j, k, plati v(i, k) = v(i, j)+v(j, k), ak atrakcia j lezi v obdlzniku, ktorého protilahlé
vrcholy su atrakcie ¢ a k (pri predpoklade, Ze st v tomto poradi aj usporiadané).

k

@QH

Formélne ¢ < j < k a zaroven min(r;,rx) < 1; < max(rs, ri)-

Z tohto vieme usudit, ze atrakcie i, j a kK mo6zu tvorit zlu trojicu len v dvoch pripadoch. Bud ich ypsilonové
suradnice musia tvorit nerastiicu podpostupnost alebo neklesajicu podpostupnost v ramci nami vybratého
useku. Ak teda chceme aby atrakcie ¢, j a k netvorili zlu trojicu, musi pre ne platit, ze atrakcia, ktord sa
nachddza horizontélne v strede (j) musi byt vertikdlne bud najvyssie, alebo najnizsie zo vSetkych troch atrakeii.
Formaélne, ak sa atrakcia j nachddza v strede, musi platit r;, 7, < r; alebo r;, 7, > r;. V opa¢nom pripade buda
urcite tvorit zla trojicu. Toto moézme generalizovat a povedat, ze kazda atrakcia v tiseku, ktora je obklopena
aspon jednou atrakciou aj zprava aj zlava sa musi nachadzat vrameci celého tseku vertikalne bud najvyssie alebo
najnizsie zo vsetkych atrakcii. V opa¢nom pripade, ked nie je ani najvyssie, ani najnizsie, bude v tseku na jednej
strane ind atrakcia vyssie (alebo zarovno) a na druhej ind atrakcia nizsie (alebo zarovno). Tieto tri atrakcie by
tvorili zli trojicu.

Velmi hruba sila

Bruteforce riesenie tohoto problému spociva v prechadzani vsetkych tsekov a skontrolovani vsetkych trojic
v kazdom tuseku.
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Pocet tsekov dlzky > 3 je O(n?) a v kazdom tiseku je O(d®) trojic ktoré treba skontrolovat, kde d je dizka
tiseku. Horny odhad je teda O(n®).
Nemusime si pritom pamétat ni¢ okrem bodov na vstupe, paméitovd zlozitost je teda O(n).

Zaujimava myslienka

Podme sa pozrief, aké dlhé mozu byt tuseky, v ktorych sa zla trojica nenachadza. Je ocividné, ze useky
dizky 1 a 2 uréite zlt trojicu obsahovat nebudii a teda vietky tieto tiseky mozme rovno zaratat k vysledku. Pri
tsekoch dizky 3 je uz mozné, ze 3 vrcholy v tseku budi tvorit neklesajicu alebo nerastiicu postupnost vtedy,
ked sa stredné atrakcia nachidza vertikdlne medzi zvysnymi atrakciami. Zaroven vsak vieme jednoduhco najst
pripad, kedy tsek diiky 3 neobsahuje zlu trojicu a mdézme ho priratat k vysledku - t.j. ked je stredna atrakcia
najvyssie alebo najnizsie. To znamend, 7e tseky dizky 3 musime prejst a skontrolovat, aby sme vedeli, ¢ zlt
trojicu obsahuju.

Podme sa pozriet na tseky dizky 4. V tomto pripade sa v tseku nachddzaji presne dve atrakcie, ktoré si
obklopené inymi atrakciami z oboch stran a moézu byt stredom zlej trojice. No zaroven stéle existuje situacia,
ked jedna z tychto atrakcii je v rdmci tiseku najvyssie a druha najnizsie a vtedy je cely tisek bez zlej trojice a
moze byt prirdtany k vysledku. To znamend, ze aj vietky tseky dizky 4 musime po jednom prejst a osobitne
skontrolovat.

Podme sa pozriet na tseky dizky 5. V tomto pripade sa v tseku uz nachadzaju 3 atrakcie, ktoré st obklopené
z oboch stran. Ak kazda obklopend atrakcia musi byt bud najvyssie alebo najnizsie, prichddzame k sporu. Ak
napriklad druht atrakciu nechdme nachédzat sa najvyssie a tretiu najnizsie, stvrta atrakcia sa uz nebude moct
nachddzat ani najvysie, ani najnizsie. Mozme teda povedat, Ze tseky dizky 5 (a viac) nemusime kontrolovat,
lebo budt vzdy obsahovat zla trojicu.

Vzorové rieSenie

Vzorové riesenie teda len vyuzije toto pozorovanie - sta¢i manualne overit vSetky trojice v tisekoch diiky 3
a 4 na zistenie, ¢i su useky dobré alebo zlé, a priratat pocet usekov diiky 1 a 2, ktoré si urcite dobré.

Prejdenie tisekov mé asovi zlozitost O(n) a skontrolovanie vietkych trojic v tisekoch dizky 3 a 4 m4 ¢asovi
zlozitost O(1). Teda ¢asové zlozitost nédsho riesenia je O(n).

Zaroven si stale nemusime pamétat okrem bodov a konsStantne vela pomocnych premennych ni¢ naviac,
pamaétova zlozitost je teda O(n).

Fipo
4. Odporné psiska, FUJ! (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Mesto, kde Dog Show Winner byva si vieme reprezentovat ako graf — ulice st hrany a miesta kde sa ulice
spajaju (vacsinou sa im hovori krizovatky) budi vrcholy. Kazdej hrane potom priradime vahu — to, kolko fiuchd
pes na danej ulici. Ked chceme néjst odpoved, musime najst najmensie ¢islo R také, ze existuje kostra grafu
tvorena hranami, ktorych bitovy OR je rovny R.

Nech najvicsia OR vsetkych vah hran na vstupe je W.

Bruteforce

Najviac bruteforce pristup by bol najst vsetky kostry grafu a z nich vybrat ti s najmensim bitovym _ OR,_ om
ich hran. Casova zlozitost je O(v - (vfl)) Toto riesenie by preslo iba prvou sadou.

Iny, ovela lepsi bruteforce je skisat nie vsetky kostry, ale vSetky vysledky. Nech R je zelany vysledny OR
kostry a k nemu skisime dorobit kostru grafu. R budeme hladat tak, ze postupne budeme prechddzat ¢isla od 0
po W. Co potrebujeme skontrolovat je, ¢ existuje kostra grafu s bitovym ~OR_om R. To mdzeme spravit tak,
ze “povyhadzujeme” z grafu vSetky hrany, ktoré by nam pokazili zelany vysledok, a teda také, ktorych bitovy
OR s R je vacsi ako R. Takto vytvoreny novy graf moze mat bitovy OR najviac R.

V tomto novom grafe sa uz nemusime zaoberat vahami hrén, ale iba ich existenciou. Teda iba potrebujeme
skontrolovat, ¢i je nas graf spojity. To moZeme spravit pomocou Union-Find alebo DFS (ak sa dostaneme
pomocou DFS do kazdého vrcholu grafu, tak graf je aj napriek vyhodenym hrandm suvisly). Kedze prechaddzame
R v rastiicom poradi, tak prvé R na ktoré narazime je spravna odpoved. Toto rieSenie mé ¢asovi zlozitost O (W -e)
a paméatovu zlozitost O(e).

Upozornime, Ze riesenie ktoré hrany redlne nevyhadzuje (teda nevytvira novy graf), je aj rychlejsie aj
jednoduchsie na implementéciu. Prekvapivo, aj ked m4 Union-Find horsiu ¢asovi zlozitost (O(ea(e))), tak v
praxi je na tejto tilohe ovela rychlejsi nez DFS.
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10

Optimalne rieSenie

Na predchddzajicom rieseni je ¢asovo dominantny faktor iterovanie R po W. Musime néjst efektivnejsi
sposob hladania R. Vieme, Ze R mdze byt Iubovolné &islo od 0 do W a 23!, Budeme sa na potencidlne rieSenie
pozerat po bitoch.

Najskor zistime, ¢i moze byt bit s najvacSou vahou nastaveny na 0. To zistime tak, ze vyhodime z grafu
vsetky hrany, ktoré na tom mieste maji 1. Robime teda rovnaké riesenie ako bruteforce, ale s R = 011111...1115.
Ak nas graf zostal po vyhodeni hran spojity, tak urcite existuje R také, ze ma na najvyssej pozicii 0. Naopak,
ak graf po vyhodeni hran s 1 na najvyssom mieste prestal byt spojity, nemoze existovat ziadne R také, ze ma
na najvysSom mieste 0 (nespojity graf nemé kostru). Ked sme nasli najvacsi bit, presunieme sa na ten mensi.

Toto riesenie m4 ¢asovu zlozitost O(elog(W)). Ale kedZze pocet bitov mdze byt v tejto tlohe najviac 30 a
vicsinou sa ako premennd neuddva, moézeme to pisaf ako O(e). Pamétovi zlozitost ma toto riesenie O(e).

Dékaz

Bitmi musime prechadzat od najvéicsieho po najmensi. Dava to intuitivne zmysel, kedze chceme najprv pri-
oritizovat bity, ktoré maju vacsi dopad na vysledok. Taktiez lahko vidno, ze opa¢né poradie absolitne nefunguje
na grafe, kde existuje kostra s vahami iba 1 a druhé s vahami iba 2. Na tomto grafe by opac¢né poradie zahodilo
vSetky 1 hrany a skoncilo by s R = 2.

Vidno, Ze opacny postup vobec nefunguje. Aby sme ukézali, ze postup od najvicsich po najmensie bity
funguje, musime ukazat, ze ak existuje riesenie, tak ho tento postup najde a zaroven bude najmensie mozné.

To, ze nejaké riesenie najde, je zrejmé — prinajhorsom prideme ku R = 111...1119, pri ktorom vieme pouzit
vsetky hrany, a teda urcite nadjdeme kostru. Pre¢o bude najmensie mozné? Vyplyva to z toho, ze najvyssi bit je
dolezitejsi nez vSetky ostatné dokopy. Ak nemusime pouzit najvyssi bit, nikdy sa ndm neoplati ho pouzit, kedze
0111...1115 < 1000...0004.

Vyborne, mdme riesenie a ukazali sme, Ze je spravne. Ako nas ale mohlo nieco takéto napadniut? No toto
¢o robime je iba bindrne vyhladdvanie vysledku. Ale ¢o je na 1niom Specidlne je, Ze ho musime robit opatrne.
Standardne, ked robime bindrne vyhladdvanie vysledku, tak ak rieSenie existuje pre nejaké R tak existuje aj
pre vSetky R’ > R a podobne ak neexistuje pre R tak neexistuje ani pre R' < R. V tomto pripade si vieme
Tahko predstavit, Zze ak existuje rieSenie pre R = 100102, tak nemusf existovat pre R’ = 10100, alebo naopak.
Ale plati, ze ak neexistuje pre R tak nebude existovat ani pre Ziadne R’, ktoré maji iba podmnoZinu bitov
nastavenych na 1. V nasom pripade teda zoberieme R s ¢o najviac bitmi nastavenymi na 1 a ak neexistuje
rieSenie, tak nemusime skuisat ani ziadnu podmnozinu. A ak naopak riesenie existuje, tak ako sme spominali,
mozeme sa sustredif iba na tieto podmnoziny.

fezjo
5. LTT (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Najjednoduchsie rieSenie

Sktsme najprv vymysliet a naprogramovat ¢o najjednoduchsie riesenie. No a ¢o je jednoduchsie, nez vyskusat
vsetky moznosti? Dolezité vsak je, aby aj implementéacia bola jednoducha — v tomto pripade sa ndm preto hodi
rekurzia.

Povedzme, Ze sa nachadzame na pozicii poz a mame obuté slapky velkosti vel. Nechceme tu zostat trcaf,
takze sa pohneme. Pred tym nés ale ¢aka rozhodnutie (prezut ¢i neprezut) a my vyskisame obe moznosti. Toto
vieme jednoducho vyjadrif rekurzivnym vztahom:

n, way = input().split()
n = int(n)

velkosti = list(map(int, input().split()))

def kroky(poz, vel):
if poz >= n:
return O

return 1 + min(kroky(poz + vel, vel), kroky(poz + velkostil[poz], velkostil[poz]))

print (kroky (0, velkosti[0]))
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Kedze sa vizdy priblizime k cielu o aspoti jeden meter, vykondme najviac n krokov. Casova zlozitost tohto
rieSenia je O(2") a pamétovd O(n) (pamétame si pole velkosti, ale nezabudnime ani na rekurziu hlbky n). Za
takyto kéd dostaneme 2 body a celkovo mé iba 10 riadkov!

Akt ¢asovi zlozitost by mala rekurzia, ktord by sa vetvila iba ak je vel rozne od velkosti[poz]? Odpoved:
1

Ovela lepsie a pritom skoro rovnaké

Spomenuté riesenie mé tri problémy na zvysnych sadach:

1. Dostavame EXC, pretoze rekurzia je prilis hlboka.

2. Ak by sme aj nedostali EXC, tak by sme dostali TLE, pretoZze mame exponencidlnu zlozitost.

3. Ak by sme aj nedostali TLE, tak by sme dostali WA na poslednej sade, pretoze nezohladiiujeme kroky
smerom spat.

Co s tym? Prvy problém opravime jednoducho tak, ze zvy§ime limit rekurzie pomocou sys.setrecursionlimit.

Druhy problém opravime tiez jednoducho, memoizaciou. Funkcia kroky pre rovnaké parametre vzdy vrati
rovnaky vysledok, takze si ho m6zeme ulozit a pri dalSom volani ho vratit. Kedze mame dva parametre, oba v
rozsahu od 0 do n, existuje iba n? moznosti. Casova zlozitost tohto riesenia bude potom iba O(n?). V Pythone
vieme memoizéiciu jednoducho prilepit na kazdd funkciu pomocou dekoratora functools.cache.

Treti problém vieme tiez jednoducho opravit tak, ze do rekurzivneho vztahu priddme aj kroky smerom spét.

No aha, aké jednoduché!

Avsak trochu som klamal. Je pravda, ze kazdy problém sme takto vyriesili, druhd a tretia oprava ale nie
st navzajom kompatibilné. Ak vSak upustime od chodenia dozadu, dostavame rieSenie s casovou a pamétovou
zlozitostou O(n?), pridali sme iba 4 riadky a dostaneme az 6 bodov. Great success!

Memoizacia smerom dozadu

Co je vlastne ten problém s chodenim dozadu? V rekurzii vieme spravit v lapkach krok tam a spét ¢im sa
dostaneme na rovnakt kombinéciu parametrov funkcie. Kedze sme pre tito kombinéciu este ni¢ nevypocitali,
zacneme ju pocitat znova a zacyklime sa.

Ked zvycajne robime DFS na cyklickom grafe, paméatame si o kazdom vrchole informéciu, ¢i sme ho uz
nav§tivili, a zna¢ime si ju, uz ked do neho prichddzame, nie az ked z neho odchadzame (ako to vlastne robime
teraz).

def dfs(v):
if navstivenyl[v]: return

navstiveny[v] = True

Mozno néas teda napadne, Ze by sme si do memoizécie tiez mali nieco zapisat hned, ako vstipime do funkcie.
Potom v pripade, Ze sa zacneme cyklit (¢o budeme vediet detegovat), vratime ako odpoved nejaki velkd hodnotu
(nekonecno). Predsa sa ndm neoplati vratit do situdcie kde sme uz boli, takze je to to isté, ako keby sme sa tam
ani nepokusili dostaf.

Alebo? To, ze sa nam neoplati vratit sice je pravda pre nejaki konkrétnu postupnost krokov, avsak tento
vysledok sa bude memoizovat a bude mat dopad aj na iné postupnosti krokov. Ak sa odmietneme vratit do
situacie, kde sme uz boli, je to ako keby sme z grafu po ktorom sa pohybujeme odstranili dant orientovanu
hranu. Ak vsak optimalna cesta vedie cez tuto hranu, tak ju uz nikdy nenajdeme! Skuste si najst priklad, kde
toto nastane.

Riesenie smerom spat

Samozrejme, kde je memoizacia, tam je aj dynamické programovanie. Predpokladame, ze viete, ¢o je to
dynamika a ako ju implementovat, ked uz sme si vysvetlili rieSenie na memoizéacii. Ak nie, tak toto je vyborné
prilezitost, aby ste sa to naucili. Nebudeme tu rozpisovat detailny princip dynamiky, ten viete néjst v kucharke?.
Precitajte si ju, vratte sa sem a naprogramujte si ttto tlohu.

Rovnako ako pri rekurzif s memoizdciou, aj tu mame éasovii a pamétovi zloZitost O(n?) a nevieme sa vracat,
lebo by sme sa zacyklili alebo dostali zly vysledok.

10(275) = O(1.5874™)
2https://www.ksp.sk/kucharka/dynamicke_programovanie/
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No, ked uz mame ta dynamiku, nemohli by sme ju nejako vyuzit aj na posledni sadu? Pri jednom vypocte
dynamiky vypocitame vSetky optimalne hodnoty pre pripad, ze sa vieme hybat iba smerom dopredu. Spravme
preto druhy vypocet dynamiky, spusteny na vysledkoch prvého vypoctu, avsak opacnym smerom. Pre kazdy stav
si zapaméatame minimum z oboch vypoctov — dostavame hodnotu, ako sa do tohto stavu dostaneme najrychlejsie,
ak sa mézeme hybat bud smerom dopredu, alebo najprv smerom dopredu a potom niekolko krokov smerom
dozadu. Potom mézeme spravit dalsi vypocet dynamiky, tentoraz zasa smerom dopredu. Ziskame vysledky pre
trasy, v ktorych mézeme nanajvys dva krat zmenit smer. Takto vieme pokracovat v striedani smerov a pocitani
dynamiky, az kym sa nam neprestani zlepsovat vysledky.

Kedy sa ndm prestane zlepsovat vysledok? KedZze optimélne krdcanie mé nanajvys n krokov, v najhorsom
pripade mézeme zmenit smer 5 krat. Takze celkova Casova zloZitost rieSenia je O(n?) (viete vymysliet vstup,
na ktorom tento najhorsi pripad nastane?).

Tiato techniku vieme uplatnif na takmer kazdy pristup, ktory vie vypocitat optimalne hodnoty jednym
smerom, ¢im sa ndm linedrne zhorsi ¢asova zlozitost.

Uloha ako graf

Uz sme to tu raz spomenuli a zadanie nam to aj celkom naznacuje — to, ¢o tu robime, je vlastne hladanie
najkratsej cesty v grafe.

Reprezentujme si teda tlohu ako graf s ohodnotenymi orientovanymi hranami. Graf bude mat n vrcholov,
jeden pre kazdua poziciu, na ktorej mézeme stat. Predstavme si, ze sa vzdy prezujeme, ked vojdeme do vrcholu.
Z vrcholu ¢ nep6jdu len blizke hrany predstavujice jeden krok, ale aj drahsie hrany do vsetkych vrcholov, kam
vieme bez prezutia dokracat v slapkach z vrcholu i. Cize pre kazdy vrchol i a pocet krokov k spravime hranu
(i,1+k-v;) a (i,i — k- v;) ktorych cena bude k.

Takto sme sa zbavili rozhodovania o preztivani a mdézeme pouzit Dijkstrov algoritmus na hladanie najkratsej
cesty v grafe.

Z kazdého vrcholu vie ist hrana do kazdého iného vrcholu (viete, na akom vstupe sa to stane?). Pocet
vrcholov je n a pocet hran O(n?). Casova zlozitost bude O(n?logn) a pamitova O(n?). Takto za program
mozeme dostat az 8 bodov a stacilo naprogramovat Dijkstru. Pche, vsak to viem aj poslepiacky!

Ale vieme to spravit aj lepsie. Samozrejme si nemusime pamétat vsetky hrany, vieme ich kedykolvek lahko
vypoditat. Pamétova zlozitost sa ndm teda zmensi na O(n). Navyse, Dijkstrov algoritmus vieme upravit tak,
aby na hustych grafoch nepouzival haldu, ale pole. Takto dostaneme ¢asovi zlozitost O(n?).

Riedky graf

Maéame 8 bodov, pitka je trividlna, KSP ide dolu vodou. Ale ¢oby, podme to vyriesit este lepsie!

Pozrime sa na ten “graf”, ktory sme pouzivali pri memoizécii a dynamike. Tam je kazdy stav vrcholom a
hrany st prechodmi medzi tymito stavmi. V tomto pripade mame n? vrcholov a kazdy z nich mé nanajvys tri
hrany (krok dopredu, krok dozadu, prezut slapky). Moc sme si nepomohli.

Avsak! V tomto ma bezna rekurzia s memoizaciou vyhodu vo¢i dynamike — navstivime iba vrcholy, ktoré
su relevantné pre rieSenie. Ak na vstupe nie si Slapky velkosti 17 alebo slapky velkosti 42 st iba na pozicii
9, tak napriklad stavy [poz=5, vel=17] alebo [poz=8, vel=42] nikdy nenavstivime. Kolko je teda takychto
“relevantnijch” vrcholov takych, ktoré v rekurzii navstivime?

Pri rieseni Dijkstrou sme mali problém na vstupe s n jednotkami. Tam sme mali kompletny graf s n vrcholmi
a O(n?) hranami. V tomto rieSenf by vSak n4s graf obsahoval iba n relevantngch vrcholov (vSetky vrcholy kde
vel=1). Vybornel!

Najhorsi pripad

Co je teda najhorsi mozny pripad? Ak mame na vstupe $lapky velkosti k na pozicii p, potom uréite vietky
vrcholy [poz=p+x*k, vel=k] (kde x je celé ¢islo a 1 < p+ x x k < n) budi relevantné.

Lahko vidno, ze pre najhorsi pripad sa ndm neoplati mat viac ako k sSlapiek velkosti k, pretoze potom
by urcite niektoré dvoje slapky generovali rovnakd mnozinu relevantngch vrcholov. Konkrétne chceme slapky
velkosti k rozmiestnit na pozicie s réznymi zvyskami po deleni k.

Ak toto spravime, potom Slapky velkosti & priddvaji priblizne % (| ] alebo [%]) relevantngch vrcholov. Ak
chceme maximalizovat pocet relevantnijch vrcholov, mali by sme zvolit ¢o najmensie k.

Najhorsi vstup bude tedatvarul 2 2 3 3 3 4 4 4 4 5 .... Aké je posledné ¢islo v tomto vstupe? Chceme
vediet, pre aké najmensie m jen < 3" k= m(n;Jrl) < (m;l)Q, gize vV2n — 1 < m.

Pre jednoduchost predpokladajme, ze pre kazdé 1 < k < m mame na vstupe k Slapiek velkosti k. Kedze
kazdé k priddva priblizne 7 relevantngch vrcholov, z kazdého k mdme priblizne k- 3 = n relevantnych vrcholov.

Takze celkovy pocet relevantngjch vrcholov je n-m = n -+/2n = O(n'?).
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Prechod riedkeho grafu

Ukéazali sme, ze relevantny graf méa iba O(n'-®) vrcholov a hran. Uvedomme si, Ze keby sme vedeli spravit
memoiziciu povodnej rekurzie, dosiahli by sme takato casovi zlozitost — to sa nam ale nepodarilo.

Pri prechode je totiz dolezité, aby sme sa necyklili, ale stéle presli po kazdej hrane (kedZe vie byt potencidlne
sucastou optimélnej cesty). To sa dd jednoducho dosiahnut, ak budeme vrcholy prechddzat v spravnom poradi
— s klesajtcou vzdialenostou od ciela (a teda s rasticou vzdialenostou od Startu).

Vieme znova pouzit Dijkstru, ale spomenme si, Ze v tomto pripade mame neohodnotené hrany, takze nam
sta¢i pouzit BFS.

Kedze relevantny graf je riedky, vzdialenosti si musime tiez pamétat v riedkom formate — pouzijeme hesovaci
slovnik.

Dosiahli sme ¢asovi a pamitovi zlozitost O(n!-5).

Vsetko to spolu savisi

Uvedomme si, ¢o vsetko sme doteraz robili:

« BFS,

e Dijkstra,

e striedavé dynamické programovanie,

¢ jednosmerné dynamické programovanie,
e memoizacia,

e exponencialna rekurzia.

Mozno je to zjavné, kedze vSetky riesia tu istu tlohu, ale principidlne naozaj vsetky tieto algoritmy robia to
isté — skusaja kazdu cestu v grafe, aby z nich vybrali ta najkratsiu.

Odmyslime si, ze maju tieto algoritmy rézne nazvy a casové zlozitosti.

Exponencidlna rekurzia naozaj skisi (aspon) raz prejst kazdi mozni cestu a zapaméitd si ti najlepSiu. V
tomto pripade je poradie, v akom to robi, poradim DFS prechodu. Ale rovnako by to mohlo byt Tubovolné iné
poradie, ktoré prejde kazdu cestu aspon raz.

Ostatné spomenuté algoritmy robia vsetky to isté — menia poradie skuisania ciest. Spravnym zvolenim poradia
skdsania ciest potom vedia dosiahnut zrychlenie. Ak som uZ pre nejaky vrchol nasiel optimélny prefix (BFS,
Dijkstra, dynamika) /suffix (memoizédcia)/, tak moézem zahodit cesty, ktoré prechddzaji tymto vrcholom a
maju iny prefix /suffix/. Kazdou takouto Gvahou zahodim exponencidlne vela ciest, ¢im nakoniec dosiahnem
polynomiélnu zlozitost.

V kazdom z tychto algoritmov sme vsak museli v nejaky moment zohladnif kazdd z tych exponencialne
vela moznych ciest. Ak by sme nejaktt moznost vynechali, mohli by sme prist o optimalne riesenie. Pre kazdu
neoptimélnu cestu existuje v priebehu daného algoritmu moment, kedy sme sa “pozreli” na jej prefix /suffix/ a
povedali si “tdto druhd cesta je aspon takd dobrd, a preto tito prvi méozZem zahodit™.

Samozrejme, nemohli sme sa priamo individudlne pozriet na kazdi z exponencidlne vela moznych ciest (inak
by sme mali exponencidlnu zlozitost). Ale kazdd neoptimélna cesta patrila do nejakej triedy ciest, ktord sme
naraz “zahodili”.

Najlepsi algoritmus je teda ten, ktory pre dani ilohu aj v najhorsom pripade zvoli najlepsie poradie sktiSania
ciest.

Optimalizacie

No tak sme si teoreticky ukazali Sest algoritmov, ktoré vSetky rieSia t ist ilohu. A to sa este kazdy z nich
dé& naprogramovat réznymi sposobmi.

Casové limity boli v tejto tlohe celkom voIné, takze ste mohli byt kreativni v $tyle implementacie. Ale to
neznamena, ze sa nedali napisat rychle riesenia. Kazdé riesenie sa spoliehalo na nejaku struktdru na prehlada-
vanie “grafu”. Pozrime sa konkrétne na BFS riesenie a v kratkosti spomenme niektoré paméatové optimalizacie,
ktoré moézeme v tomto rieseni pouzit.

Vsetok kéd, ktory tu budeme spominat, je tplne identicky, s rozdielom jednej struktiry na pamétanie si
navstivenych vrcholov. Cielom tejto Struktiry je pamétat si O(n'-®) stavov, ktoré sme uz navstivili. Po¢as behu
programu do tejto Struktury pristupujeme vela krat. Je preto dolezité, aby bola ¢o najrychlejsia.

Je intuitivne na tento tcel pouzit mnozinu. Ak sme programovali v C++, v standardnej kniZnici médme na
vyber medzi std: :set a std: :unordered_set (mimo STL existujd lepsie moznosti). To, ktort pouzit, sa men{
od pripadu k pripadu.

std: :unordered_set funguje na principe heSovania, ¢o znamend, Ze pristup do nej trvad v priemere O(1)
casu, avsak s velkou konstantou, a Standardne nepodporuje ukladanie struktir ako std: :pair.
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Ak sa ale rozhodneme pouzit std: :unordered_set, urcite sa oplati pouzit reserve, tak ako bolo spomenuté
v zadani{. V tychto rieSeniach ndm to zrychlilo programy od 1.6x (C vs D) az po 2.1x (F vs G). Je samozrejme
dolezité zvolit dostatocne velkid rezervu, inak nebude mat tato optimalizacia ziaden efekt.

Ak sme sa rozhodli pouzit std: :set, boli sme velmi smutni, pretoze v tomto pripade to bolo vzdy niekolko
krat pomalsie nez rovnaké rieSenie s pridanym slovom unordered_ (B vs C, A vs F).

Pozrime sa na dve moznosti, ako si paméitat data pre stavy, ktoré si dvojice — mnozina dvojic alebo dvoj-
rozmernd struktira. Mozeme si to predstavit tak, ze sme namiesto hladania [poz, vel] v mnozine obsahujuicej
O(n'®) prvkov velmi rychlo v poli na indexe poz nasli mnozinu obsahujicu O(y/n) prvkov. V Pythone bolo
pole mnozin 2.7x rychlejsie nez mnozina dvojic. V C++ to je trochu komplikovanejsie. V pripade pouZitia
std: :set bolo pole mnozin tiez 3x rychlejsie (A vs B). Kedze std::unordered_set nepodporuje ukladanie
dvojic, musime si napisat vlastni hesovaciu funkciu. Pouzitim zlej hesovacej funkcie sme dostali program, ktory
bezal stovky krat pomalsie (C vs E), ale pouzitim dobrej program, ktory bol 1.6x rychlejs{ nez pole mnozin
(C vs F). Ak sme zaroven pouzili reserve na velkost 4 xn!-5, slovnik dvojic bol dokonca 2.2x rychlejsi nez pole
mnozin (D vs G)!

Toto vieme posunit este o krok dalej. Pristup do std: :vector aj do std: :unordered_set je v ¢ase O(1),
ale lisia sa v konstantach. Chceli by sme teda, aby sme sa ¢o najcastejsie dostali k datam cez pristup do pola.
Rozdelime si data na malé a velké slapky do dvoch struktar. Jedna bude dvojrozmerné pole a druha pole
mnozin/mnozina dvojic. D4ta pre malé slapky, teda tie, ktoré su velkostou mensie ako +/cn, vieme ukladat do
pola s rozmermi N X /cn. Déta pre velké slapky (y/cn < velkost < n) budeme ukladat do pola mnozin/mnoziny
dvojic. Konstantu ¢ si mézeme zvolit tak, aby sme sa zmestili do paméfového limitu, stravili primerane vela
casu vytvaranim Struktir a zaroven sme mali ¢o najviac pristupov k dédtam cez pristup do pola. Podobnym
argumentom ako pri pocitani velkosti relevantného grafu vieme ukazat, ze takato optimalizicia v najhorsom
pripade zrychli program o konstantny faktor. A naozaj ndm to program zrychli 3.4x (G vs H)!

Vstupy v tejto tlohe st také malé, Ze mozeme pouzit O(n?) pamitové rieSenie a vobec sa neobtazovat s
mnozinami. Je ale dobre vediet, ze takéto optimalizicie existuju, lebo sa ndm mo6zu hodit na inych sttaziach.
KedZe mame priestor na O(n?) pamite, mozeme si dovolif pole booleanov alebo takzvani bitovii mnoZinu
(std::bitset v C++). Kéd bude nakoniec velmi rychly a velmi jednoduchy.

Vsimnime si, ze std: :bitset je 2x rychlejsi nez std: :vector<bool>, ten je 3x rychlejsie nez std: : vector<char>
a ten je zase priblizne 5x rychlejsi nez std: :vector<int>. Nie je to ndhoda. Cim menej dét potrebujeme ukla-
dat, tym viac sa ndm ich zmesti do CPU Cache. Avsak pozor! Casto sa stéva, ze naopak std: : vector<bool>
je pomalsi nez std::vector<char> (detaily si vygooglite). Podobne sa viete hrat s nahrddzanim int za
short/unsigned short, kedze n < 2!6. Ak sa vdm vhodne podari zmestit do CPU Cache, ucitite vietor vo
vlasoch. Program H vieme tiez vylepsit pouzitim std::bitset.

Bol by som zvedavy, aky najrychlejsi kéd sa da napisat. Ak si myslite, Ze méate vyborni implementéciu,
mozete sa mi pochvalit.

Mozno ste si vsimli, ze som vela krat spomenul, ako to moéze byt v inych pripadoch s optimalizdciami celkom
inak. Toto je skutocnost, ktori poznd kazdy kto sa kedy pokusal zmykat z programu vsetku jeho rychlost.
Slepa optimalizacia s velkou pravdepodobnostou nepovedie k 10x zrychleniu. Ak chcete nieco optimalizovat,
vygenerujte si reprezentativny tazky vstup a zmeny v kdde testujte na nom.

Tabulka pre vstupy velkosti n = 50 000:

ID Struktiira Cas (ms)  Zrychlenie
A set<pair<int, int>> 29 805 0.15x
B vector<set<int>> 9944 0.45x
C vector<unordered_set<int>> 4467 zéklad
D vector<unordered_set<int>> ~ reserve 2878 1.55x
E unordered_set<pair<int, int>> ~ zly hes > 100s 0.00x
F unordered_set<pair<int, int>> 2763 1.62x
G unordered_set<pair<int, int>> ~ reserve 1309 3.41x
H vector<vector<char>> + unordered_set<pair<int, int>> ~ reserve 388 11.51x
I vector<vector<int>> 7256 0.62x
J vector<vector<char>> 1483 3.01x
K vector<vector<bool>> 556 8.03x
L vector<bitset<50'001>> 223 20.03x
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Janci
6. Aaaaaaaaa! (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Ako neriesit ulohu

Pri prvom pohlade by sa mohlo zdaft, Ze tilohu p6jde vyriesit nejakym jednoduchym prehladavanim do Sirky,
pri ktorom skusime vzdy najskor spravit krok doprava a dolava a potom kopat. Uz z prikladov je vsak jasné,
Ze to tak jednoduché nebude. Obcas totiz mdze byt najefektivnejsia moznost (alebo jedind moznost) vykopat v
jednom riadku niekolko stuvislych kociek, aby sme aj v riadku pod nim mohli vykopat niekolko dalsich kociek
(pricom musime stat na predtym vykopanych polickach), a tak dalej — ako mdzeme vidiet na trefom priklade.

Nestac¢i nam teda vediet, ako sme sa na nejaké policko dostali — dolezité je aj to, ktoré policka sme cestou
vykopali.

V jaskyni sa hodi dynamit

Takyto typ zadani vedie k myslienke dynamického programovania, ktorého principom je, ze riesime ¢iastkové
problémy (napriklad ako najefektivnejsie sa vieme dostat na dané policko) a tieto Ciastkové rieSenia vyuZzijeme
na efektivne vyrieSenie dalsich podproblémov, az po rieSenie pdévodného problému (ako najefektivnejsie sa vieme
dostat na policko v spodnom riadku).

Klucovu tlohu zohrava takzvany stavovy priestor — definujeme si stav ako nejaku n-ticu podstatnych infor-
macii, pre kazdy mozny stav potom vyriesime podproblém pomocou inych stavov. Mnozinu vsetkych stavov
nazyvame prave stavovy priestor. Priestor preto, ze si ho zvykneme predstavovat n-rozmerny, s “osami”, ktoré
tvoria jednotlivé prvky n-tice.

Implementujeme ho ¢asto ako n-rozmerné pole — tento pristup funguje, pokial vieme, aké ma cely priestor
hranice v kazdej stiradnici. Druhd moznost je pamétat si dosiahnuté stavy v slovniku, t4 sa zide najmé vtedy,
ked ocakavame, ze navstivime omnoho menej stavov, nez vsetky mozné, a preto sa neoplati vyrabat si velké
pole.

V naivnom nefunkénom rieseni by stav vyzeral ako dvojica suradnic policka, na ktorom sa prave nachddzame.
Stavovy priestor by preto tvoril dvojrozmerné pole velkosti $irka krat vyska (teda rovnakého tvaru, ako jaskytia).
Pre kazdy stav by sme si pamétali najmensi pocet kociek, ktoré bolo treba vykopat, aby sme sa do neho dostali.

Stavovy priestor je uzitocny koncept aj bez dynamického programovania — mézeme ho napriklad prehladavat
spominanym BF'S alebo pouzit Djikstru. Pokial vSak dokdzeme vymysliet tak\ reprezenticiu, ze stavy ukladame
v poli, rieSime jeden po druhom a méme istotu, ze aktudlny stav zavisi len na “predoslych” a nie na “nasle-
dujicich”, je najjednoduchsie proste prejst postupne vsSetky stavy, a to sa nazyva Dynamické programovanie
(DP).

Co bude néas stav

Opét si pre kazdy stav budeme pamaétat najmensi pocet kociek, ktoré treba vykopat, aby sme sa do neho
dostali.

Ako sme zistili skor, definovat stav len pomocou stradnic nestaci, treba vediet aj to, ako sme kopali, kym
sme sa na dané policko dostali. Mohli by sme teda skusit stav reprezentovat ako (siradnica Y, stradnica X,
volné policka v jaskyni). KedZe vak jaskyna moze mat az V x S poli¢ok, mohlo by existovat V' x § x 2V *5
stavov — rozhodne by sme teda nedokazali vsetky reprezentovat v poli a ¢asovo aj pamétovo by bolo prehladdvanie
priestoru velmi neefektivne.

V takejto reprezentacii si toho paméatame zbytocne vela — vobec nas totiz nemusi zaujimat, aké policka sa
nachidzaji v inych riadkoch, nez je aktudlny riadok a riadok pod nim. Kedze sa nevieme pohybovat smerom
dohora, vsetky policka v nizsich riadkoch vyzeraju presne tak, ako pévodna jaskyna (zatial sme ich nemohli
vykopat) a vSetky policka vySSie sme uz presli (a pozndme najefektivnejsi sposob, ako sa cez ne dostat do
aktudlneho stavu).

Dalej si vieme v§imnut, Ze pokial za¢neme v jednom riadku kopat, mézeme pokracovat v kopani uz len do
jednej strany (ctvat) — nevieme uz vykopané policko preskocit, mozeme len cezern spadnif o riadok nizsie (a
vtedy v danom riadku kopat prestaneme).

Takisto nemd zmysel kopat prerusovane, pretoze vSetky policka uvolnené pred preskocenou kockou (pre-
rusenim kopania), by sme vykopali zbyto¢ne — v dalsom riadku sa cez nevykopand kocku nevieme dostat a v
neskorsich riadkoch uz budt tieto policka prilis vysoko, aby ¢okolvek ovplyvnili. M4 teda zmysel kopat len jeden
suvisly usek.

Vdaka tomu si stav vieme definovat ako Stvoricu (siradnica Y, sdradnica X, zaliatok vykopaného
iseku v aktudlnom riadku, koniec vykopaného useku). Tento stavovy priestor vieme este zmensit, ked si
uvedomime, zZe:
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1) kazdy tsek prestaneme kopat stojac na policku, ktoré je na jednom jeho konci (teda staci riesit kopanie
usekov kondiacich tesne pred polickom, kde stojime)

2) a zaroven nés na kazdom policku vo vykopanom tseku zaujima poéet vykopanych kociek len v jednom
smere (totiz aj tak budeme z aktudlneho policka kopat len jednym smerom, pretoze podla 1. chceme, aby
koniec kopaného tseku bol vedla policka, kde stojime).

Dostaneme tak stavovy priestor (stiradnica Y, stradnica X, diZka vykopaného tseku, smer kopania)
s rozmermi V x S? x 2 (posledny prvok §tvorice moze nadobiidat len dve hodnoty, preto sa do asymptotickej
zlozitosti nepocita).

Ako mdzeme prechadzat medzi stavmi

Tu by sme mohli zvolit jednu z dvoch zakladnych moznosti — pre kazdy stav vyriesit bud ako najlepsie sa
d4 do neho dostat (prechddzanim predoslych stavov), alebo ako najlepsie sa d& dostat do inych stavov z neho
(prechddzanim nasledujicich stavov a prepisovanim ich hodnot lepsimi).

Kedze dost stavov pravdepodobne bude nedosiahnutelnych, oplati sa zvolit si druhtt moznost, ktord nam
dovoli pri navstiveni nedosiahnutelného stavu (¢o spozndme napriklad tak, Ze si na zac¢iatku do vSetkych stavov
priradime vacsiu hodnotu, nez kedy vieme dosiahnut, napriklad V' x S) tento stav jednoducho preskodit.

Teraz uz treba len vymysliet prechody medzi stavmi. Stav, v ktorom sa nachddzame nim vravi, ze sme na
stradniciach X, Y a smerom (doprava alebo dolava) je uréite volnych (predtym vykopanych) Z poli¢ok (volnych
policok tam samozrejme moze byt viac, nez Z, a zaroven nemame garantované ani to, ze tych Z policok sa da
dosiahnut, pretoze v riadku nizsie moézu byt diery).

Pohyb bude teda vyzeraf tak, ze sa skisime pohntt dolava aj doprava tak daleko, kym to pojde — teda kym
bude na nasom riadku vykopané alebo volné poli¢ko a v nizsom riadku nebude volné policko (cez ktoré by sme
spadli). V kazdom navstivenom stave sa pokusime aktualizovat jeho hodnotu za hodnotu aktudlneho stavu, ak
je mensia (nasli sme cestu do aktudlneho stavu, ktord celkovo potrebuje menej kopani). Pokial sme sa pohli
rovnakym smerom, ako vravi aktudlny stav, pocet uréite volnych poli¢ok (Z) sa znizi o pocet prejdenych poli,
inak sa o tolko zvysi. Zaroven pre kazdé dosiahnuté policko skisime aktualizovat aj stav s opa¢nym smerom,
so zodpovedajicimi po¢tami volnych policok (zvySenymi / zniZenymi o kolko sme zatial po¢as pohybu presli).
Ked narazime na policko, cez ktoré by sme spadli nizsie, aktualizujeme aj dopadové policko a skon¢ime pohyb.

Kopanie je velmi podobné, skiisime st doprava a dolava (rovnako ako pri pohybe), ale budeme aktualizovat
policka o riadok nizsie — ako keby sme prisli k nejakému vzdialenenniu policku, vykopali od neho smerom spat k
aktudlnemu policku vSetky policka (vratane samotného vzdialeného policka) a potom zoskodili na prvé vykopané
policko, teda sa pohli o jedno doprava alebo dolava.

Ako vyrieSime padanie

Hoci sa této Cast moze zdat zloZitd (aj ked moZno oproti zbytku tlohy ani nie), vieme padanie jednoducho
vyriesit pomocou predpocitania si, kam by sme dopadli, keby sme zacali padat z kazdého policka.

Po6jdeme od spodku jaskyne po vrch a vzdy, ked najdeme policko, pod ktorym je kocka, prejdeme postupne
vSetky volné policka nad nim aZ po prvé policko s kockou (vratane, pretoze td4 by mohla byt v buddcnosti
vykopand), a poznaéime si na ne, o kolko poli¢ok nizsie spadneme, ak sa na nich ocitneme. Mézete si rozmysliet,
ze pre kazdé policko takto méme len konstantny pocet operacii. Dolezité je, ze nikdy nenastane situicia, ze by
sme spadli cez viac nez jedno vykopané policko naraz, kedze sa nevieme hybat smerom dohora.

Ak potom niekedy zistime, ze by pohyb na volné policko alebo pohyb po kopani sposobil prilis vysoky pad,
jednoducho cielovy stav neaktualizujeme.

Akl to ma zloZitost

Pamiétovd zlozitost zévisi na uloZeni si jaskyne, vySok pddu (obe zaberaji O(V x S) miesta) a najméi
samotného stavového priestoru (ten zaberda O(V x S?) miesta, pretoze podet vykopanych policok v kazdom
riadku moze byt az O(S)). Celkova pamitova zlozitost je teda O(V x S2).

Casové zlozitost zavisi na poéte stavov (O(V x S?)) a zlozitosti prechodov medzi jednotlivymi stavmi. V
tomto vzordku st opisané prechody, ktoré maju zlozitost (pohyb aj kopanie) O(S), kedZe z kazdého stavu sa
poktsame aktualizovat O(S) dalsich. Celkovd ¢asova zlozitost je teda O(V x S3).

Na zaver prezradime, zZe sice nejde stavovy priestor zmensit, ale je mozné trochu ho zmenit a vymysliet
zlozitejsie prechody, ktoré maju konstantni zlozitost (¢im by sa dala dosiahnut celkova ¢asova zlozitost O(V x
S?)). Za odovzdanie takéhoto rieSenia v popise bolo mozné ziskat bonusové body.
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Jakub Konc
7. Necakany vylet (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Bruteforce

Prvy pristup, ktory by nam mohol napadntt je prechadzat postupne vSetkymi diiami a v kazdom sa pozriet,
kolko Iudi mé vtedy volno. Ak je ich z, potom vtedy vieme vybrat (i) skupin. Ked vsak toto naimplmenetujeme,
dostaneme od testovaca verdikt nespravna odpoved. Pre¢o? Ak mé totiz nejaké skupina prienik viac nez jeden
den, zapocitame ju viackrat, ¢o nechceme.

Prvy sposob ktory by ndm mohol napadniGf na riesenie tohoto problému je si uz zaratané skupiny do
set-u a opéat ich uz tak nerdtat. Toto by urcite fungovalo, ale akd by to malo ¢asovi zlozitost? Oznac¢me si
L = maxb;. Potom v kazdom dni moézeme mat az n Iudi s volnom a tak az (Z) skupin. Kazdu z nich musime
vygenerovat a vyskusat, ¢i sa nachddza v set-e. A dnf je L, teda celkova Casovd zlozitost je O(Lk (Z)) To je
jedna z najhnusnejsich zlozitosti, ¢o som kedy videl a samozrejme za nu nas program nedostane ziadne body.

Daco rozumnejsie

Tak teraz by to asi chcelo nad tlohou sa skuto¢ne zamysliet a nie len do nej bichat datovymi Strukti-
rami. Chceli by sme teda vymysliet sposob, ako kazdu skupinu priradit jedinému dnu. Asi najprirodzenejsi a
najjednoduchsi sposob je si jednoducho vybrat prvy den jej prieniku.

Tento den bude ale jednoducho posledny zo zaciatkov intervalov volna. To znamena, ze tito skupinu zaratame
ked narazime na posledného.

Novy algoritmus je teda takyto: Prechddzame si postupne diiami a udrziavame si pocet momentélne aktiv-
nych intervalov (teda Tudi, ktori momentélne maji volno). Vzdy ked narazime na zaiatok nového intervalu,
zvysime odpoved o (kfl), kde je z je poCet aktudlne platnych intervalov (mimo tohoto nového) — skupinu vieme
vytvorit z tohoto nového c¢loveka a Iubovolnych k — 1, ktorych sme uz videli.

Takéto rieSenie bude mat ¢asovi zlozitost O(n + L) — kazdého ¢loveka spracujeme len dvakrat pri zmene
poctu aktivnych intervalov a raz pri prepocitavani odpovede. Pamétova bude tiez O(n+ L), kedZe si potrebujeme
pre kazdy den predpocitat, ktoré intervaly v nom zacinaju a koncia.

Odbocka: kombinaéné cisla

V odhade ¢asovej zlozitosti sme sa tvarili, ze kombinacné ¢isla vieme pocitat v konstantnom case. Ako
vSak na to? Pouzijeme klasicky vzorcek ((g) = b,(aailb), Prvym krokom bude predpocitat si faktoridly ¢isel do
n (evidentne a, (a — b) < m). Avsak delenie vo zvyskovej triede tiez nie je trividlne. Hladanie moduldrneho
inverzu https://www.ksp.sk/kucharka/modularna_ aritmetika/. V tomto kontexte je sice korektné povedat, ze
to je konstanta, kedze modulo je konstantné, avsak ide to aj lepsie.

Vsimnime si, ze jediné ¢isla, ktorymi delime s faktoridly, ktoré mame predpocitané. A kedze je ich rozumne
maélo — O(n) — moéZeme si k nim predpocitat aj inverzy v O(nlog MOD) a tak naozaj vediet kombinacné ¢isla
pocitat v konstantnom case.

Optimalne rieSenie

Od predoslého riesenia ndm ku vzorovému chyba iba kisok. VSimnime si, ze v diioch kde nezacina ani nekon¢i
ziadny interval ni¢ nerobime a tak nam ni¢ nepokazi, ak ich proste preskocime. Tomuto sa hovori zametanie —
zoberieme si udalosti, ktoré nas zaujimaji, zoradime si ich a prechddzame len nimi.

Postup je teda jednoduchy — zoberieme si vSetky zaciatky a konce intervalov, zoradime si ich podla ¢asu a
spracovavame ich v takomto poradim.

Takéto riesenie mé ¢asovu zlozitost O(nlogn) — udalosti potrebujeme zoradit podla ¢asu. Pamétova zlozitost

je O(n).

Johanko
8. Divné diery (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Této tiloha mala velmi nechutne dlhé zadanie. Ak ste sa viak nenechali odradit ani dizkou zadania ani &slom
tlohy, riesenie na 4 body nebolo vobec tazké. Pred tym ako sa bezhlavo pustime do programovania, je uzitoéné
si fazkd tlohu co najviac zlahcit.

Zakladné pozorovania

Ako prvé sa zamyslime, ako si zjednodusit ivahy s dierami.
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Mozeme si uvedomit, ze ak sme najskorej chodili pesi a potom pouzili nejakt dieru, mohli sme rovno pouzit
th ista dieru a opét, mali by sme aspon rovnako dobré riesenie. Teda diery sa oplati pouzivat len na zaciatku,
ked sme vo vrchole 0.

Druhé pozorovanie je, Ze vzdy sa nam oplati pouzit najviac jednu dieru. Ak by sme pouzili nejaké dve, najprv
A a potom B, mohli sme rovno pouzit B, a mali by sme aspon také dobré riesenie ako doteraz. To vyplyva z
toho, Ze nezalezi kde sa nachadzame, diera nas k sebe premiestni vzdy rovnako rychlo.

Posledné uzitocné aj ked nie nutné je pridat si do vrcholu 0 fiktivnu dieru s ¢asom 0 a cenou 0. To bude
zodpovedat moznosti, kde nepouzijeme ziadnu dieru. Zvysok vzordku ratame s tym, ze sme tento trik spravili.

Naraz sa ndm uloha znacne zjednodusila: Mame strom, v niektorych vrcholoch su diery. Ak by sme chceli v
i-tej otazke pouzif j-tu dieru, vieme sa z nej pohnif o vzdialenost b; —w;. Chceme teda vybrat dieru z najnizsou
cenou, z ktorej sa vieme dostat do vrcholu a;.

Toto nam stac¢i na pohodlny bruteforce.

Bruteforce

Nasledovné riesenie mohlo ziskat 4 body:

7 kazdej diery spustime prehladdvanie a tym pre kazdy vrchol spocitame vzdialenosti od vsetkych dier.
Potom pri query ¢ ndjdeme v zozname pre vrchol a; vSetky diery j vo vzdialenosti najviac b; — w; a vyberieme
z nich dieru s najlepsiou cenou.

Celkové casové zlozitost tohoto riesenia bude O((n + ¢) - m), ¢o stacilo na ziskanie 4 bodov.

Strom je plytky!

V tretej sade ma strom hibku najviac 100. Skisme sa zamysliet, ako ndm to pomdZe pri rieseni tlohy.

Zoberme si i-tu query a predstavme si, ze by sme na nu pouzili dieru j. Potom cesta z diery do a; musi prejst
nejakym predkom a; (kazdy vrchol je sdm sebe predkom). Zoberme si tak kazdého predka a; a diery ktoré si
v jeho podstrome. Vsimnime si, ze pre kazdu z tychto dier vieme vypocitat hodnotu “kolko ¢asu by nam trvalo
sa dostat do a; pomocou diery j ak by sme isli cez predka u” ako sucet w; + (diika cesty z u; do diery j) +
(diika cesty z u; do a;). Pocitanie tychto hodndt samo o sebe nie je dobry ndpad, lebo to je pomalé, ale uvidime,
ze to povedie k lepsiemu rieSeniu.

Tito hodnotu vieme vypocitat ako sicet dvoch hodnét, jedna zavisi od diery j a u, druhé od a; a u, vidime,
ze volba j ovplyvni len prvii hodnotu a volba ¢ len druhu, teda ich m6zme spocitat pre vsetky j a u zvlast a
pre vsetky i a u zvlast. Toto pocitanie uz nebude pomalé, lebo kazdy vrchol mé najviac 100 predkov, teda sa
vyskytne v 100 vypoctoch.

Pre kazdy vrchol spocitame jeho vzdialenost od dier v jeho podstrome. Ak by sme mali tito informéaciu
spocitant, lahko ndjdeme odpoved na otazku: ak sme vo vrchole u a mdme este t casu, akd je najlacnejsia diera
v podstrome vrcholu u, do ktorej sa vieme za cas t dostat?

Ukazeme si ako:

V kazdom vrchole u si budeme pamatat vsetky diery v jeho podstrome, ale namiesto ich hodnoty w k nej
eSte pripoc¢itame vzdialenost do vrcholu v — vrchol kde sa diera nachédza. Tieto hodnoty ozna¢ime w’. Teraz
plati:

Ak sa pytame na otézku pre vrchol u a ¢as ¢, vyberieme tie diery, ktoré maji w’ < t a na tie sa budeme
vedief dostat. (Ak hovorim, Ze sa na ne vieme dostat, myslim Ze sa vieme z vrcholu 0 premiestnit do nich a
potom pesi prejst do u, to celé v ¢ase najviac t.)

Teraz si diery vo vrchole u usporiadame podla hodnoty w’. Potom nés zaujima len prvych niekolko dier s
dost malou w’. Z nich vieme vybrat td s najlepSou cenou napriklad pomocou prefixovych minim, kedze sa vzdy
pytame na prefix a hodnoty sa nemenia.

Ak sa teraz budeme pytat postupne na predkov vrcholu a;, pricom vhodne upravime cas, ktory nam este
zostava, a hladat pomocou tejto otazky najlepsie diery, dostaneme sa zjavne k rieSeniu.

Celé predpocitanie teda bude vyzerat takto:

1. Kazdu dieru i zaznac¢ime aj do jej predkov, pricom k w; pripocitame vzdy dizku cesty do toho konkrétneho
predka, tym ziskame hodnoty w’.

2. Pre kazdy vrchol diery usporiadame podla w’.

3. Pre kazdy vrchol spocitame prefixové minima podla hodnot c.

Kazdu dieru zaznacujeme do jej predkov a potom tychto O(mH) zdznamov utriedime, teda dostdvame
zlozitost O(mH logm).

Odpoved na otazku: “som wvo vrchole u a mdm este t casu” potom ziskame tak, ze v zozname pre vrchol u
bindrne vyhladdme poslednu dieru, ktort vieme pouzit a nasledne sa spytame na prefixové minimum.
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Celé riesenie jednej query teda bude:

1. Zac¢iname vo vrchole ©u = a; s Casom t = b;.

2. Spytame sa na otazku “som wvo vrchole u a mam t casu” a upravime vysledok.

3. Ak nie sme v koreni stromu priradime ¢t = t—&as na prejdenie do otca u, u = otec u. Ideme znova
na krok 2.

4. Zohladnili sme vSetky moznosti, teda vieme vysledok.

Pre kazda query H krat vyhladdme odpoved, ¢o ddva zloZitost O(qH logm).
Celé riesenie ma ¢asovu zlozitost O(n + mH logm + qH log m). Pamétova zlozitost bude O(mH + n).

Na ¢o nam to bolo?

Preco sme mali dlhocizny vzordk o nejakom rieseni, ktoré ani nepreslo na plny pocet bodov? Odpoved znie,
Ze Casto su podilohy nastavené tak, aby pomohli k rieSeniu celej tilohy. A tato tloha nie je vynimkou.

Nechcem spoilovat, tak tento nadpis nenapisem

Kebyze mame strom plytky, tlohu Tahko vyriesime. VSeobecne, ak je strom hlboky a chceme, aby bol plytky,
spravnym nastrojom su centroidy. Ak ste nikdy nepoculi o centroidoch a centroidovej dekompozicii, mézete si
o tom precitat tu’.

V rychlosti sa to da opisat takto: Centroidovou dekompoziciou vhodne usporiadame vrcholy stromu tak, ze
sa Uplne nezachovd samotng Struktira zadaného stromu, ale vznikne novy, tplne iny strom hibky najviac logn
- ¢o je dobré znamenie, lebo pre takto hlboké stromy uz pozname riesenie.

Tento strom vsak bude mat jednu peknu vlastnost. Ked sa pozrieme na jeho Tubovolny vrchol v centroidovom
a povodnom strome, a pozrieme sa na podgrafy, ktoré vznikni ked ho odstranime, budd mat tieto podgrafy
rovnaké vrcholy pre centroidovy aj pévodny strom.

Toto sa ukaze ako velmi uzitocna vlastnost, ak sa pytame na cesty v strome, lebo pre vrchol na ceste
v pévodnom aj centroidovom strome plati, ze ak ho odstranime, bude zaciatoény a koncovy vrchol cesty v
roznych podstromoch — z formulacie vidime, Ze je prave to ¢o centroidové stromy poskytuju.

Ked si teraz porovname, ¢o sme robili v predoslom odseku za 6 bodov, jedind podstatna vlastnost, ktora
sme potrebovali, bola, ze aspon v jednom vrchole, ktory je na ceste medzi nejakou dierou a query, zohladnime
tato dieru. Stéle je to ta ist4 vlastnost, ¢o som prakticky napisal 3x za sebou, aby to bolo vidiet, a ¢o sa v
centroidovych stromoch zachovava. (toto celé este nizsie dokdzeme)

Otéazka znie, ¢i si aj pre takyto strom budeme vedief predpocitat podobné hodnoty ako minule. Bystrému
c¢itatelovi hned dojde, zZe to je len recnicka otazka, a zZe to ide :p

Zacneme rovnako ako predtym, kazda dieru zaznacime aj do jej predkov v centroidovom strome. Problém
bude, zZe novit hodnotu w’ diery nebudeme tak Tahko vediet spocitat. Nebudeme sa moct vzdy iba pozriet na
cenu hrany do otca a tto cenu pripod¢itat. Na chvilu ale predpokladajme ze mame funkciu tree_ dist(a,b), ktora
vrati vzdialenost vrcholov a a b v strome zo vstupu.

Pomocou tejto funkcie uz lahko dokonc¢ime predpocitanie tak ako sme to robili minule, s vynimkou, zZe
hodnota, ktord si uloZime vo vrchole u, ak sme pridali dieru do vrcholu v bude w + tree_ dist(u, v).

Ak by sme aj druhu ¢ast riesenia upravili dostdvame to isté riesenie, len s drobnymi zmenami:

1. Prvy krok je rovnaky.

2. Spytame sa otdzku na vrchol u s ¢asom b; — tree_ dist(a;,u) — uvedomme si, Ze presne toto robime aj v
predoslej verzii.

3. Nastavime u na jeho otca v centroidovom strome.

Vidime, zZe sa naozaj oplatilo robit celé to predoslé riesenie, kedze toto nie je o moc iné — teda samozrejme
za predpokladu, Ze to ¢o sme tu teraz napisali a (vyssie som povedal, Ze to plati) naozaj plati.

Ukazeme, ze to naozaj funguje a implementacia

Mozeme si vsimnuf, ze v tomto rieseni sa nam dost casto stane, ze ked v nejakom vrchole v zohladnujeme
nejakt dieru d, museli by sme, kebyze si to nakreslime v pévodnom strome, viackrat prejst po tej istej hrane-
/ceste. (formélne vrchol v je predok lca(v,d)) Teda hodnota w’ bude v takychto pripadoch moc velkd. Nikdy
sa ndm nastastie ale nestane, Ze by sme mali pre nejakii dieru hodnotu w’ moc mali, kedZe vZdy pripoc¢itame
tree_ dist.

Shttps://discourse.opengenus.org/t/centroid-decomposition-of-tree/3409
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Teda urcite niajdeme vysledok aspon tak velky ako méa byt. To je fajn. Teraz nam staci ukazat, ze aspon
pri jednom vrchole v, ktory budeme pri query kontrolovat budeme mat cestu do diery d, kde ani jednu hranu
nepouzijeme viac krat. Inymi slovami, ze ndjdeme vysledok taky maly, resp. prave taky, aky ma byt.

Nie je fazké si uvedomit, ze spravne vzdialenosti bez opakovanych hran dostaneme prave pre vrcholy v,
ktoré st v centroidovom strome predkami d aj a; (alebo sii to d alebo a;) a pre ktoré a; a d lezia v rozdielnych
centroidovych podstromoch, a teda aj v rozdielnych podstromoch v pévodnom strome. Chceme ukéazat, ze
existuje aspoii jeden vrchol, ktory spliia tito vlastnost. Na to aby sme to ukézali, zide sa ndm vediet ako
centroidovy strom vytvarame — z tohoto postupu to uz priamo vyplyva.

Centroidova dekompozicia

Pre nejaky strom vieme najst centroid jednym prehladavanim. Ak pre vrchol plati, ze velkosti podstromov vo
vsetkych jeho susedoch je < polovici vrcholov v strome, je tento vrchol centroid. Inak je centroid v podstrome,
ktory ma najvacsiu velkost a na ten sa rekurzivne zavolame. Kazdy strom ma centroid a tymto postupom ho
najdeme. (Dokaz tohoto algoritmu neuvddzame.)

Ked sme nasli centroid, musime néjst centroidy v podstromoch jeho synov a na to rekurzivne opat pouzijeme
vysSie popisany algoritmus.

Pauza na pitie.

Pokracujme v ddkaze. Pozrime sa na vrcholy na ceste medzi a; a d. Ak za centroid zvolime Iubovolny iny
vrchol a graf rozdelime na jeho podstromy, celd tito cesta bude stile v jednom podstrome. Cize z hladiska cesty
sa ni¢ zaujimavé nestalo.

A ak vyberieme za centroid jeden z vrcholov na ceste, cesta sa rozdeli do jeho podstromov, a to tak, ze
vrchol a; bude v podstrome jedného jeho syna a vrchol s dierou d bude v nejakom inom. Teda minimalne prvy
vrchol z cesty, ktory v algoritme vy&ie vyberieme za centroid bude spliiat pozadovant vlastnost, a teda pri iom
dostaneme spravne vzdialenosti od a; aj d.

Teraz vieme, ze mame spravne rieSenie, stac¢i ndm implementovat posledny detail.

Funkcia tree_dist

Na implementéciu tejto funkcie vieme napriklad pouzit binary lifting, alebo teda klasicky LCA algoritmus. Ak
ste o tom edte nikdy nepoculi, mézete si viac precitat v tomto ¢lanku?, kvoli dizke vzordku to tu uz neuvadzame.

Ak sa ndam ale nechce kddit binary lifting, ide to aj krajsie! Celkovii ¢asovi zlozitost to sice nezlepsi, ale v
praxi to program moze niekolkonasobne zrychlit.

Mézme si uvedomit, ze vzdy sa pytame len na vzdialenosti medzi vrcholom a nejakym jeho centroidovym
predkom. Tych je vSak len O(logn) preto mdzeme mat zapamétani pre kazdy vrchol vzdialenost do jeho
centroidovych predkov. Jeden spdsob ako takito informaciu ziskat, je priamo pri dekompozicii si pre novonéj-
deny centroid spocitat vzdialenost do vsetkych vrcholov v jeho podstrome. Zlozitost na predpocitanie zostane
O(nlogn), ale na query sa zmensila na O(1), lebo sa staéi len hodnoty pamétat v poli. Detaily implementacie
prenechame na ¢itatelovi.

Casova a pamitova zloZitost

Centroidovi dekompoziciu zvladneme v ¢ase O(nlogn), rovnako rychlo bude trvat aj predpocitanie vzdia-
lenosti do centroidovych predkov.

Predpocditanie dier ndm zaberie O(mlogmlogn) ¢asu — najskor diery zapisujeme do predkov, ¢o trva
O(mlogn), teda to zanedbdme, potom to celé utriedime a spravime prefixové sicty — to je vyslednd zlozi-
tost.

Samotné odpovede na queries budu trvat O(qlognlogm) — pozrieme O(logn) predkov a bindrne vyhladdme,
ktoré diery st pouzitelné.

Cela Casova zlozitost bude O(mlogmlogn + glognlogm + nlogn).

Pamiétovd bude O(nlogn + mlogn), lebo si pamétdme vzdialenosti z vrcholov do centroidovych predkov a
kazdu dieru v jej centroidovych predkoch.

Postup, ktory sme si tu ukazali ma ta vyhodu, zZe je online — teda otazky spracuvava postupne, kazdu
dostato¢ne rychlo. Na precvicenie mézes skusit vymysliet rieSenie na rovnakt tlohu s tym, Ze vramci query
moze pribudnif nova diera. Hint — sta¢i len vhodne upravit toto riesenie.

4https://codeforces.com/blog/entry/100826
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