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Vzorové riesenia 1. kola letnej Casti

kristina
1. Kiristinine ponozticky (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Ako uz vidno zo zadania, st iba dve moznosti ako méze Kristina prejst po schodoch — bud zacne Tavou
nohou, alebo pravou. Sta¢i nam teda vypocitat Spinavosti oboch moznosti a vybrat ti mensiu.

Spinavost pre pravii nohu spocitame tak, ze v cykle budeme striedavo pripo¢itavat ku vyslednej $pinavosti
pravii a lavi ¢ast schodu. Spinavost pre lavii nohu vypocitame obdobne, len zaéneme lavou ¢astou schodu.

Vsimnite si, ze k vyrieseniu tejto tlohy nepotrebujeme pole — jednotlivé Spinavosti vieme spoéitavat uz pri
nacitavani vstupu.

Casové zlozitost je O(n) - pri séitavani $pinavosti v cykle prejdeme vietkych n schodov. Ak sme nepouzili
polia, stacili ndm dve premenné so Spinavostami a teda pamétova zlozitost je O(1). S pouzitim polf je pamétova
zlozitost O(n).

Listing programu (Python)

n = int (input ())
sum_lava, sum_prava = 0, O

for i in range(n):
1, p = [int(x) for x in input().split()]
sum_lava += 1 if i % 2 == 0 else p
sum_prava += p if i ¥ 2 == 0 else 1

if sum_prava > sum_lava:
print("lava")

elif sum_lava > sum_prava:
print ("prava")

else:
print ("jey,to,jedno")

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

int main() {
int n;

int sum_lava = O0;
int sum_prava = O0;

cin >> n;

int 1, p;
for (int i = 0; i < n; i++) {
cin >> 1 >> p;
sum_lava +=1i % 2 == 0 7?7 1 : p;
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sum_prava += 1 % 2 == 0 7 p : 1;

3

if (sum_lava > sum_prava) {
cout << "prava" << endl;

} else if (sum_prava > sum_lava) {
cout << "lava" << endl;

} else {
cout << "jeytoyjedno" << endl;

}
return O;
}
emmika
2. Romantické vyhlady (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Vyhliadky, nducny chodnik a okruh, po ktorom moze Kika s Adom chodit, az do vysilenia. Aj o tom bola
tato tloha a my sa teraz pozrieme na nejaké jej riesenia.

Bruteforce

V prvom rade si vSak ujasnime jednu vec. Naucény chodnik je sice okruh, ale aj tak si ho budeme reprezentovat
ako obyc¢ajné pole. Akurdt, vzdy, ked sa budeme pozerat na prvi (resp. posledntl) vyhliadku, tak za jej prvi
Tavii (resp. pravi) susednd vyhliadku budeme povaZzovat posledni (resp. prvd) vyhliadku.

Aby sme sa vSak vyhli problémom s prvou a poslednou vyhliadkou, ich susedmi a ich indexami v nasom poli,
tak si jednoducho celé pole zapamétdme dvakrat za sebou (skopirujeme si dant postupnost vyhliadok a vlozime
ju za uz zapaméitani postupnost). Takze vo vysledku budeme mat hned za poslednym prvkom prvy.

Prva myslienka, ktord ndm moze napadntit je vyskusat vSetky moznosti trojic vyhliadok a zistit, ¢i pre ne
platia Kikine podmienky.

Teda postupne si zvolime jednotlivé vyhliadky tak, ze za prvii dosadime postupne vSetky moznosti, za tretiu
tak isto a za prostredni zvolime niektori z vyhliadok medzi prvou a druhou. Pre tiito trojicu musi platif to, ze
dve krajné vyhliadky z tejto trojice maju sucet ich vzdialenosti k prostrednej najmensi mozny.

Mozeme teda ist cez vsetky takéto trojice a pamétat si, akd najlepsiu trojicu sme zatial videli. Kedze sme
si pole skopirovali, sta¢i ndm prechddzat cez trojice indexov (i,7,k) pre ktoré plati 0 < ¢ < j < k < 2n.
Stcet vzdialenosti k prostrednej je potom k — ¢. Na konci vypiSeme skutocné indexy najlepsej ndjdenej trojice.
Vsimnite si, ze na to, aby sme z upravenych pozicii vyhliadok dostali ich skutoéné pozicie, sta¢i ndm zobrat
zvySok po vydeleni n.

Takze, ¢o sa tyka zlozitosti: jednorazovo kopirujeme vstupné m-prvkové pole a skisame overovat vsetky
trojice, ktorych je rddovo n3. Z tohoto nam vyjde ¢asova zlozitost O(n3). Pamitova bude O(n) pretoZe si
pamétdme len jedno pole, ktoré ma 2n prvkov (ale 2 je konstanta, takze ti zanedbdme).

Listing programu (Python)

n = int(input ())
s = [int(i) for i imn input() .split()]
spots = []

for i in range (2*n):
spots.append(s[i%n])

highest = -1
index = -1
start = -1
stop = -1
done = False
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for i in range(2 * n):
for j in range(2 * n):
for k in range(i+1l, j):

if j - 1 == 2 and spots[i] < spots[k] > spots[j]:
highest = spots [k]
index = k % n
start = i % n

stop = j % n

done = True
break
if done:
break
if done:
break

print(start, index, stop)

Nieco lepsie

Skuisanie vSetkych trojic nie je tUplne optimélne. Ak by sme vSak vedeli povedat nieco viac o tych troch
vyhliadkach, tak by ndm to pomohlo. Vieme zZe prostredné z nich musi byt vyssia ako jej susedné. To je ale
len jej vztah k jej susednym vyhliadkam a nehovorf to ni¢ o vztahu k ostatnym vyhliadkam. Cize moéze mat
kludne tretiu najmensiu nadmorsku vysku a s jej susednymi Spiﬁaﬁ Kikine podmienky, ale méze to byt kludne
aj najvyssie polozend vyhliadka s jej susedmi. A od tohoto sa odrazime.

Dolezité pozorovanie je, ze vysky vyhliadok st navzajom rdzne. A tym padom, ak zoberieme najvyssiu
vyhliadku, jej susedné vyhliadky (z kazdej strany) musia byt nutne nizsie. Takéto trojica ma sicet rozdielu
vzdialenosti 2, a leps{ sticet dosiahnut nemoézme (zamyslite sa).

Takze ndm staci najst vyhliadku s najvac¢Sou nadmorskou vyskou a vziat jej susedov. Ako ju najst?

Ak by sme mali vyhliadky zoradené podla vysky vzostupne, tak by to bola td poslednd. Ale ako potom
najdem jej najblizsie susedné vyhliadky, ked zmenim ich poradie, tym ze ich zoradim? Budem si jednoducho
pamaétat dve polia — jedno bude kopia druhého, ale bude zoradené podla nadmorskych vysok. Zoradit ho
moZeme pomocou nejakého triediaceho algoritmu' alebo jednoducho vyuZzijeme funkciu sort, ktord je uz vo
vacsine jazykov implementovana.

Teraz najvyssiu vyhliadku nédjdeme v pévodnom, nezoradenom poli a vezmeme jej susedov. Tu nemusime
nejak Specialne riesit pripad, Ze prostredna je prva alebo posledna v poli a teda jej najblizsi sused je na opa¢nom
konci pola. Skratka jednoducho priddme podmienky, ktoré nam vratia presnych susedov na zdklade pozicie
najvyssej vyhliadky.

Casov zlozitost tohoto rieSenia bude O(nlogn) — najzloZitej$ia cast v tomto rieseni je triedenie, ktorého
zlozitost je O(nlogn). Potom uz len hladdme poziciu najvyssej vyhliadky v pévodnom poli, ¢o bude v najhorSom
pripade O(n), ale to je oproti O(nlogn) zanedbatelné. Paméatova zlozitost
bude O(n), lebo si paméitame iba 2 polia dizky n.

Listing programu (Python)

n = int(input())
spots = [int(i) for i in input().split()]

spotsCopy = spots.copy()
spotsCopy.sort ()

highestIdx = spots.index(spotsCopyl[-1])

if highestIdx + 1 >= len(spots):

print (highestIdx-1, highestIdx, 0)
elif highestIdx - 1 < O:

print (len(spots)-1, 0, 1)

Ihttps://www.ksp.sk/kucharka/triedenie/
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else:
print (highestIdx-1, highestIdx, highestIdx+1)

Optimalne rieSenie

Ked sa lepsie pozrieme na predoslé riesenie, tak zistime, ze pri prechode pola s nadmorskymi vyskami
nemusime iba hladat poziciu najvyssej vyhliadky, ale aj zistovat, ktord vyhliadka je najvyssia. Vdaka tomu sa
mozeme uplne zbavit zoradovania vyhliadok a zrychlit nase riesenie.

Takze staci ndm raz prejst pole zo vstupu a postupne hladat najvyssiu vyhliadku. Budeme mat nejaké dve
premenné, v ktorych si budeme v kazdom momente pamétat doteraz najvyssiu vyhliadku a jej poziciu. Cize pri
prechode pola, vzdy ked ndjdeme vyhliadku, ktora je vyssie ako ta, ktort si pamétdame ako doteraz najvyssiu,
tak tie dve premenné prepiseme. No a na konci budeme maf v premennych najvssiu vyhliadku aj s jej poziciou.

Uz nam staci iba najst najblizsie susedné vyhliadky k najvyssej a vypisat ich.

KedZe algoritmus iba raz prejde n-prvkové pole, ¢asova zloZitost bude O(n) a pamétame si tiez len toto pole
a konstatny pocet premennych, takze pamatova zlozitost bude O(n).

Listing programu (Python)

n = int(input ())
spots = [int(i) for i in input().split()]

highest = max(spots)
index = spots.index(highest)

if index + 1 >= len(spots):

print (index-1, index, 0)
elif index - 1 < O:

print (len(spots)-1, 0, 1)
else:

print (index-1, index, index+1)

Skalos
3. Inotaj (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Velmi pomalé rieSenie

Na zaciatok je dobré si uvedomit, Ze inotaj je mnozina slov, ¢ize na poradi slov v inotaji nezdlezi. Prvy sposob
riesenia, ktory mnohym z vas mohol napadnit je vyskusat vsetky moznosti. Postupovali by sme postupne zhora
dole, ¢ize najprv by sme presli rieSenie zahinajice vsetkych n slov, potom vsSetky n — 1 slovné riesenia, n — 2
slovné riesenia atd. Prvé riesenie, ktoré by v aspon jednom znaku preslo kontrolou (t. j. stcéet vyskytov jedného
zo znakov je aspoii polovica vSetkych znakov) by bol nds inotaj a vypisali by sme pocet slov ktoré obsahuje.

Toto rieSenie mé ale velmi pomali ¢asovi zlozitost: O(nk2™). To je zapriinené tym, Ze pocet vSetkych
podmnozin n-prvkovej mnoziny je 27, a pre kazdd takdto mnozinu musime prejst najviac n slov, kazdé dizky
najviac k. Pamétova zloZitost tohto programu je O(nk).

Na co sme prisli

Zaujimavé pozorovanie, ktoré nam s tlohou pomoéze je nasledovné: niektoré slovd nam “kazia” kontroly
a niektoré nie. Vlastne, pre konkrétny znak x, ndm kontrolu, ¢i znak x tvori aspon polovicu znakov inotaja,
kazia slova v ktorych x tvori menej nez polovicu znakov. Mohli by sme sa teda pozriet na jednotlivé pismena
samostatne, a roztriedit si slovd, podla toho ¢ ndm kontrolu kazia, alebo nie (pre kazdé pismeno osobitne).
Najskor si nejako kvantifikujme “kazenie.”

Ako spravne vyriesit

Nase tivahy néas doniesli do momentu, kde sme si uvedomili, Ze je velmi dblezity pomer stctu vyskytu pismena
v slove ku sii¢tu vsetkych znakov slove. Pomer nam vsak dava len zlomok, percentudlne vyjadrenie. Keby ze
porovndvame slovd, podla toho ako velmi sa ndm oplati ich zobrat, dlhsie slovo s pomerom pod 50% nédm pokazi
kontrolu viac ako kratsie slovo s rovnakym, niekedy aj horsim pomerom.
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Radsej si preto vypocitame, kolko vyskytov pismena z je v slove nad polovicou celkového siuctu jeho znakov.
Ak je pod polovicou, tento koeficient (¢) bude zdporny. Potom vieme pismeno po pismene pazravo brat slovd
s najlepsimi hodnotami ¢ ¢o sme si vypocitali. To sa da implementovat pomocou funkcie sort; pre kazdé
pismeno si zoradime slova podla cy,...c; od najlepsiecho po najhorsi. Nasledne postupne berieme slova, kym
stucet cq,...c; nie je mensi ako 0. Toto aplikujeme pre kazdé pismeno. Na vystup vypiseme maximum slov, ktoré
sme zobrali, ¢ize hodnotu .

Preco to funguje

Ukézme si teraz, ze ak existuje inotaj dfiky L kde ma pismeno z nadpoloviéni vacsinu vyskytov, tak nas
algoritmus urcite najde aspon taky dlhy inotaj, kde bude mat pismeno x tatiez nadpolovi¢ni vacsinu vyskytov.
Predstavme si, 7e nas algoritmus ndjde najdlhsf inotaj s nadpoloviénym vyskytom z dizky L’ pozostévajici zo
slov a1, as, ..., ars, pricom slovd sme si zoradili podla koeficientu, tak Ze ar, ma najnizsi koeficient (vzhladom na
pismeno x).

Predstavmne si, Ze by existoval nejaky inotaj dlzky L > L’ pre toto pismeno, a povedzme 7e b, b, ..., bz, ..., br,
je taky inotaj, ktory mé navySe najvicsi prienik? ako inotaj nds algoritmus nagiel (slova sme zoradili podla
koeficientu tak ako predtym).

Najskor uvazujme, ¢o by sa stalo ak existuje slovo a; v nidjdemom inotaji, ktoré zaroven nie je v dlhsom
inotaji. Potom, kedze algoritmus berie slova od najvécsieho koeficientu kym moze, musi existovat medzi slovami
dlhsieho inotaju slovo s mensich koeficientom, b;. VSimnite si, Ze ked vymenime slovo b; za a;, dostaneme stéle
inotaj! Ale to je v rozpore s tym, ako sme dlhsi inotaj vybrali. Tento pripad teda nemoze nastat.

Teda musi platit, ze vsetky slova v ndjdenom inotaji boli aj tomto dlhsom inotaji. Potom zoberme si prvé
slovo ktoré uz algoritmus nezobral do inotaju. Kvoli tomu, ze sme si slova vzali pazravo, toto slovo ma aspon
taky koeficient ako by, takZze jedno pridanim by sme stéle ziskali inotaj. Ale toto je v rozpore s tym, Ze si uz
algoritmus toto slovo nezobral.

Takze ani jeden s tychto pripadov nemoéze nastat, a nas algoritmus vzdy ndjde nejaky najdlhsi inotaj.

Zlozitosti

Vypodéitanie koeficientov pre kazdé slovo pre kazdé pismeno trvd O(5nk) = O(nk). Utriedenie koeficientov
pre kazdé pismeno trva O(5nlog(n)) = O(nlog(n)). Pazravé branie v usporiadanych poliach trvd O(5n) = O(n).
Toto rieSenie mé teda celkovi Casovi zlozitost O(nk) + O(nlog(n)) + O(n) = O(nk + nlogn). Ak na triedenie
pouZijeme counting sort®, asova zloZitost sa zniZi na O(nk).

Paméitova zlozitost tohto programu je O(nk).

Listing programu (Python)

n, k = [int(x) for x imn input () .split()]
v

= [input() for _ in range(n)]
letters = "fkmsp"
ans = 0

for ¢ in letters:
benefits = [0] * n
for i in range(n):
benefits[i] = 2 * v[i].count(c) - len(v[il)
benefits.sort(reverse=True)
iter_ans, iter_sm = 0, O
for i in range(n):
iter_sm += benefits[i]
if iter_sm >= O0:
iter_ans += 1
ans = max(ans, iter_ans)
print (ans)

Listing programu (C++)

2pocet rovnakych slov
Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Counting_sort
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#include <iostream>
#include
#include <string>

#include <algorithm>

using namespace std;

<vector>

int main() {
int n,k;
cin >> n >> k;

char pismena(5] = {'f', 'k', 's',
int out = 0;
vector<vector<int>> pocet
{
{3,
{3,
{3,
{1,
{3,
+;
string u;
for (int w = 0; w < n; w++)
{
cin >> u;
for (int i = 0; i < 5; i++)
{
pocet[i].push_back(0) ;
for (int j = 0; j < u.size(); j++)
{
if (u[jl==pismenalil) pocet[i] [w]++;
else pocet[i] [w]--;
}
}
}
for (int i = 0; i < 5; i++)
{
sort (pocet[i] .begin () ,pocet[i].end());
reverse (pocet [i].begin () ,pocet[i]l.end());
int h = 0, g = 0, £ = 0;
for (int j = 0; j < n; j++)
{
h += pocet[i]l[j];
if (h<0) {
g=1;
f=3;
break;
}
}
if (g==0) f=n;
out = max(out, f);
}

cout << out << endl;
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return O;

mirko
4. Smaland (max. 12 b za popis, 8 b za program)

T4to tloha bola grafovy problém. Ak ste o grafoch? este nepoculi, v Kuchirke KSP® je k nim pekny tvod.

V nasej tlohe su teda ostrovy vrcholmi grafu a mosty medzi nimi hranamsi grafu. Potom skupinky ostrovov
budt komponenty stdvislosti a Specidlne ostrovy su vrcholy stupna 1, ktoré tiez niekedy nazyvame listy grafu.

Len pre doplnenie, graf si mozete predstavit ako “siet”, kde vrcholy st body spdjané Ciarami, ¢o su hrany.
Komponent suvislosti je potom taka skupinka vrcholov, v ktorej vieme po hranach prejst z kazdého vrcholu do
kazdého. Nakoniec, stupeti vrchola je podet hran, ktoré sa na neho napédjaji (odborne povieme, 7e tieto hrany
st s nim incidentné).

V 1tlohe sme zacinali s n izolovanymi vrcholmi, pricom kazdy z nich je samostatny komponent sivislosti
s jednym vrcholom.

Ak sme niekedy dostali query na stavbu mostu ! a b, vytvorili sme v podstate hranu medzi nejakymi
vrcholmi a a b, ¢im sme spojili ich dva komponenty suvislosti do jedného spolo¢ného.

Ak sme dostali otdzku typu ? x, pytali sme sa vlastne na pocet listov v komponente, ktory obsahuje vrchol
T.

Jednoduché riesenie

Najjednoduchsi sposob, ako sa dala tato tloha riesit bolo simulovat graf presne tak, ako vznika. To znamena,
ze sme si pamétali vSetky hrany grafu, a ked nam prisla query na vytvorenie hrany, tak sme ju pridali do grafu.
Ked ndm prisla otdzka na pocet listov, tak sme spustili z tohoto vrcholu nejaké prehlad4vanie, napriklad DFS®,
ktorym sme zistili pocet listov.

Pridévanie hrany do grafu vieme robit v zlozitosti O(1). Ked zistujeme pocet listov, tak musime v najhorsom
pripade prehladat cely graf, ¢o vieme urobit v zlozitosti O(n + m) (kde n je pocet vrcholov a m pocet hran).
Pamétovd zlozitost je O(n + m), kedZe si potrebujeme pamitat cely graf.

Pomalsie riesenie

Iny sposob, ako tuto tlohu riesit, ktory je aj zdklad pre vzorové riesenie je tak, Ze sme rovno simulovali
komponenty.

Komponenty sme si uchovavali v nejakom poli. Kazdy komponent si paméta, aké vrcholy obsahuje a kolko
z tychto vrchol je listov. Tiez si niekde uchovavame informéciu o tom, aky stupen méa kazdy vrchol.

Ak potom dostaneme instrukciu na stavbu mostu medzi vrcholmi a a b, sta¢i ndm vyhladat, v ktorych
komponentoch sa tieto vrcholy nachadzaju.

Ak st v rovnakom komponente, ni¢ sa nedeje, len im upravime stupen, pretoze sme medzi nimi vytvorili
hranu. Tiez, ak bol nejaky z nich list, tak uz nie je, a teda komponentu upravime informéciu o tomto.

Ak st ale komponenty obsahujiice dané vrcholy odlisné, musime ich zluéit, ¢ize chceme zdznamy o vrcholoch
z jedného komponentu premiestnit do druhého. Ostatné informécie o stupnioch vrcholov a listoch upravime
rovnako, ako v predchadzajicom pripade.

Ak sa niekedy spytame na pocet listov v komponente nejakého vrcholu, stac¢i ndm jednoducho vyhladat,
v ktorom komponente je dany vrchol a pozriet sa do zdznamov, kolko listov ma dany komponent.

Ako ste si mohli vsimnit, najpomalsia operacia, ktord tu vykondvame, je vyhladdvanie vrcholu v kompo-
nente. V tomto pripade vsak casova zlozitost tejto operacie zalezi od konkrétnej implementacie a volby datovej
struktiry reprezentujicej komponenty alebo vrcholy.

Vyssie navrhnuté rieSenie s pouzitim poli pre komponenty by malo ¢asovi zlozitost vyhladavania vrcholu
O(n).

Kedze si uchovavame v poli zoznam komponentov a pre kazdy komponent zoznam ich vrcholov, pamétova
zlozitost bude O(n), pretoZe pokial premiestiiujeme vrcholy medzi polami, uchovivat budeme stéle n vrcholov.

Za takéto a podobne rychle riesenia ste mohli ziskat 2 body.

V pripade, zZe ste robili to, ze ste vzdy spajali mensi komponent do vacsieho, da sa ukazat, ze takéto spajanie
komponentov mé amortizovani ¢asovi zlozitost O(logn).

4Grafmi myslime détové struktiry, nie grafy funkcii, ktoré ste mali na matematike
Shttps://www.ksp.sk/kucharka/grafy_uvod/
Shttps://www.ksp.sk/kucharka/dfs/
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Nieco trochu lepsie

V predchadzajicom rieseni sme mali problém s pomalym prehladdvanim a spajanim komponentov.

O komponentoch stvislosti véak vieme, Ze st navzajom disjunktné”, a ze spojenie dvoch komponentov
urobime prepojenim dvoch vrcholov, ktoré st v nich obsiahnuté.

Toto vieme vyuzit na to, ze komponenty uz nebudeme reprezentovat ako polia vrcholov, ale ako stromy.
Opit, ak ste sa este so stromami nestretli, kratky tvod néjdete znova v Kucharke KSP®.

Na zaciatku mame izolované vrcholy, ¢ize jednovrcholové komponenty suvislosti zodpovedajice stromom
s jednym vrcholom:

1 2 3 4

Ak spojime vrcholy 1 a 2 (vykondme ! 1 2), spojime aj ich stromy, ¢iZe len jeden zavesime na druhy:

1 3 4

Spravme to isté pre vrcholy 3 a 4:

5

Teraz ak chceme spojit napriklad vrcholy 2 a 4 do jedného komponentu, mohli by sme ich na seba zavesit
ako chceme, ale najlepsie to bude urobit takto:

1

& o

&)

Ako asi vidite, dva vrcholy st v rovnakom komponente, ak maji spolocny koren™ [Najvyssi vrchol v strome,
nem4 rodicovsky vrchol] (oznafeny oranzovo na obrazkoch vyssie). Tiez ak chceme zistit, v akom komponente
sa vrchol nachadza, nepotrebujeme uz prehladavat vsetky komponenty, sta¢i nam len sledovat, akého rodica
mé dany vrchol a sledovat jeho rodica rodica a tak dalej, az kym neprideme ku korenu, ktory reprezentuje nas
komponent.

Pre kazdy vrchol ndm potom stac¢i uchovavat si len jeho rodica, pricom korene, teda vrcholy, ktoré nemaju
rodicov, budi rodiémi samym sebe.

Ak teraz budeme chciet spojit nejaké dva komponenty hranou medzi vrcholmi a a b (! a b), jednoducho
budeme sledovat rodicov kazdého vrcholu, az kym sa nedopracujeme ku korenu (volajme ho reprezentant).

Ak je reprezentant rovnaky, oba vrcholy si v rovnakom komponente. Ak st reprezentanti odliSni (nazvime
si ich r, a 1), méZeme napriklad koreniu r, priradit ako rodica ry, ¢ize novy velky komponent bude mat r, ako
reprezentanta.

Informécie o stupnioch vrcholov si uchovavame rovnako, ako v predchadzajicom rieseni. Aktudlny pocet
listov daného komponentu bude uloZeny pre daného reprezentanta.

Ak sa potom spytame na pocet listov pre komponent nejakého vrcholu, sta¢i ndm najst jeho reprezentanta
a pozrief sa v nejakom poli na zodpovedajice miesto.

To, ¢o sme tu objavili, sa vold Union-find alebo Disjoint-set data structure, resp. jeho naivnd implementdcia
(v dalsej sekcii si ukdzeme, ako moze vyzerat sofistikovanejsia implementécia).

KedZze vyhladdvame v stromoch, ¢asové zlozitost vyhladdvania bude prinajhorSom O(n), ked mame len jeden
komponent a vSetky vrcholy v iom maji presne jedného potomka. Potom ten strom vyzera viac ako stoziar,
a teda musime prejst vsetkych n vrcholov, aby sme sa dostali az k reprezentantovi.

Tu sme si teda rychlostou velmi nepomohli oproti predchadzajicemu rieseniu, avsak volba union-find datovej
struktiry nam déva moznost pridat rézne optimalizicie, ktoré to zrychlia.

7St nezévislé, nemaji spolo¢ny vrchol
8https://www.ksp.sk/kucharka/grafy_uvod/#wiki-toc-zakorenene-stromy
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Casové zlozitost spajania komponentov, teda stavania mostov, bude tiez O(n), pretoZe stdle musime hladat
reprezentantov. Casové zlozitost na query je teda linearna.

Pamiétovd zlozitost je stdle O(n) rovnako, ako v predchadzajicom rieseni, pretoZe stdle ndm na toto vSetko
stacia len polia.

Optimalne rieSenie

D4 sa to eSte lepsie? Ano, d4. Vdaka tomu, Ze si komponenty reprezentujeme ako union-find datovia
struktiru, dokazeme urobif nejaké optimalizacie.

Ak sa zamyslite, zistite, ze komponenty s velkym poc¢tom vrcholov budi eventuélne reprezentované dost
hlbokymi stromami. Napriklad, takto by mohol vyzerat strom reprezentujici 7-vrcholovy komponent:

Ak by sme teraz chceli ndjst reprezentanta tohto komponentu z vrcholu 7, trvalo by ndm trochu dlhsie
dopracovat sa az do oranzového korena. Viete si potom asi predstavit, aké neefektivne by bolo prechddzat
hlboky strom pre komponenty s niekolkymi tisicmi vrcholov.

Tento problém ale vieme jednoducho vyriesit. Ak napriklad budeme prechddzat strom od vrcholu 7, zaroven
s hladanim reprezentanta mézeme tiez prelinkovat prechddzany vrchol na prarodi¢a’ ndsho vrcholu. V nasom
pripade by to mohlo vyzerat takto:

© ©

S /ﬁ\r
e N P
\.',) I‘\.,I,/' I\ /I
1\[})

Odteraz ak niekedy budeme znovu potrebovat prechadzat strom od vrcholu 7, uSetrime si jeden krok a nié¢
sme nepokazili, pretoze nas zaujima len prislusnost vrcholu k reprezentantu, nie Struktira stromu.

Tento proces sa nazyva lazy path halving. Lazy preto, lebo toto robime len ked mame potrebu prechadzat
strom z nejakého vrcholu. Path halving odkazuje zas na to, ze vrcholy prelinkovavame na prarodicov, c¢ize
“presko¢ime” polovicu trovni na ceste ku korefiu, a teda dizka cesty sa skrati na polovicu.

Vo vSeobecnosti tento mechanizmus ale nazyvame path compression a path halving je len jeho konzervativ-
nejsia forma. V podobnom duchu ale mdézeme robit aj extrémnejsie upravy stromu:

S O T T
RS RCIRCIRCYRCD,

Dalsi problém, ktory ndm v praxi moze spomalit nase rieSenie je ten, Zze pri naivnej implementécii spajame
komponenty len tak, ze ku korenu stromu jedného komponentu pripojime koren stromu druhého komponentu.

Potom vymyslime si takéto dva stromy reprezentujice komponenty:

1 4

& W

Ich zjednotenie naivnou implementaciou union-findu z predchadzajiceho riesenia bude vyzerat takto:

9Rodi¢ovsky vrchol rodi¢ovského vrcholu

strana 9 z 32 http://ksp.sk/



. ~
€ 3
Tento novy strom ma hibku 2, ¢ize na ndjdenie reprezentanta by sme potrebovali spravit dva kroky hore
stromom. Pritom kludne by sme vedeli postavit aj efektivnejsi strom s hlbkou len 1:

1

Co sa stalo? V naivnej implementécii napajame stromy na seba nemenne len jednym spésobom a neberieme
ohlad na to, ako bude vyzerat vysledok. V praxi potom nase stromy budu velakrat vyzerat ako palice s velkou
hibkou, ¢ize opit nasa najdolezitejsia tloha hladania reprezentanta bude prebichat pomalSie.

Idedlne by sme ale chceli mat viac “rozkosatené” stromy s ¢o najviac vrcholmi na jednej tirovni, aby sme
mali plytké stromy, v ktorych sa vieme rychlo dostat do korena.

Jedna z moZnosti, ako takito vlastnost zabezpecit, je pripdjat korenn mensieho stromu (s mensim poctom
vrcholov) ku korenu vécésieho stromu. To vieme jednoducho implementovat napriklad tak, Ze si pre kazdy koren
ulozime, kolko mé jeho strom vrcholov. Ked potom spajame dva stromy, len si porovndme ich velkosti a podla
toho sa rozhodneme, ako ich chceme spojit.

Tejto technike sa hovori weighted union alebo konkrétnejsie union by size.

Najhorsia Gasova zlozitost hladania reprezentanta s weighted union bez path compression bude O(logn),
pretoze budeme hladat vo vyvazenom strome, v ktorom budeme musiet spravit najviac tolko krokov hore, aka
je jeho hibka.

Toto sa ale zmeni, ked pridame path compression. Kombinécia tychto dvoch mechanizmov potom bude
mat amortizovani éasovi zlozitost O (log™ n), kde log™ je iterovany logaritmus, ktory vrati pocet logaritmovani,
ktoré musime aplikovat na povodnii hodnotu, kym nedostaneme vysledok mensi alebo rovny 1. Mozete si to
predstavit tak, ze ndm vrati pocet, kolkokrat musime na kalkulacke stlacit tlac¢idlo logaritmu, aby sme dostali
vysledok mensi alebo rovny 1.

Casové zlozitost tejto verzie union-findu sa zvykne este oznacovat aj ako O (a(n)), kde a(n) je takzvana
inverznd Ackermannova funkcia'®, ktora rastie podobne extrémne pomaly ako log"n. Kedze a(n) < 5 pre
n < 26953611 tak prakticky pre akékolvek vstupy dostdvame konStantni ¢asovii zlozitost O(1) na query.

Presnd analyza casovej zlozitosti sa v tomto pripade dost komplikovane odvadza, ale pokial by Vas to
zaujimalo, moZete sa pozriet napriklad sem'?.

Pamiéitovd zlozitost bude opét rovnakd, ako v predchddzajicich rieSeniach, teda O(n) pretoZe si stile vysta-
¢ime s niekolkymi linedrnymi polami.

Za takéto a podobné riesenia vyuzivajuce dostatoc¢ne rychlu implementaciu union-findu ste mohli ziskat plny
pocet bodov.

Listing programu (Python)

nann

Union-find solution with path halving and weighted union

Should have O(alpha(n)) - near-constant amortized time complexity for union and
 find
O(n) space complezity

mann

Ohttps://en.wikipedia.org/wiki/Ackermann_function#Inverse
HTen pre porovnanie, pocet atémov v pozorovatelnom vesmire je priblizne 2265
2https://people.ksp.sk/~kuko/gnarley-trees/UnionFind.html#analysis

http://ksp.sk/ strana 10 z 32



https://en.wikipedia.org/wiki/Ackermann_function#Inverse
https://people.ksp.sk/~kuko/gnarley-trees/UnionFind.html#analysis
https://en.wikipedia.org/wiki/Ackermann_function#Inverse
https://people.ksp.sk/~kuko/gnarley-trees/UnionFind.html#analysis

def find(x: int) -> int:
Find the root wvertex of a component the wvertex "z  belongs to.
Perform path halving along %t.

nin

# Traverse the union find tree
while parents[x] != x:
parents [x] = parents[parents[x]]
x = parents[x]

return x

# Number of wertices and querties
n, q = map(int, input().split())

# Union find root list and sizes component sets for weighted union
parents = list(range(n))
sizes = [1] * n

# Number of leaves inm component a vertex belongs to

# and degrees of wvertices just to check whether a vertexr is a leaf
n_leaves = [1] * n

degrees = [0] * n

for _ in range(q):
q_type, *info = input().split()

# Create an edge
if g_type == '!':
u, v = map(int, info)

# Find parent vertices of components wvertices u, v belongs to
parent_v = find(v)
parent_u = find(u)

# If u, v are not in the same component
if parent_u != parent_v:
# Merge the components by performing weighted union of sets
# Try to balance both sets' sizes controlling the tree hetight
if sizes[parent_u] < sizes[parent_v]:
parents [parent_u] = parent_v
sizes[parent_v] += sizes[parent_u]

# Modify number of leaves in the created component

n_leaves[parent_v] += n_leaves[parent_ul] - ((degrees[u] == 1) +
— (degrees([v] == 1))
else:
parents [parent_v] = parent_u

sizes[parent_ul] += sizes[parent_v]

n_leaves [parent_u] += n_leaves[parent_v] - ((degrees[u] == 1) +
< (degrees([v] == 1))

else:
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# Change the number of leaves in the component <f we are creating an
— edge between leaves
n_leaves[parent_v] -= (degrees[u] == 1) + (degrees[v] == 1)

degrees[u] += 1
degrees[v] += 1

# Get the number of leaves in a component
elif q_type == '7':

v = int (info [0])

parent = find(v)

print (
0 if degrees[v] == 0
else n_leaves[parent]

Listing programu (C++)

// C++ wversion of sol.py

#include <iostream>
#include <vector>
#include <numeric>

int findRoot(int x, std::vector<int> &parents) {
int modX = x;

while (parents[modX] != modX) {
parents [modX] = parents[parents[modX]];
modX = parents[modX];

return modX;

}

int main() {
int n, q;
std::cin >> n >> q;

std::vector<int> parents(n), sizes(n, 1);
std::iota(parents.begin(), parents.end(), 0);

std::vector<int> nLeaves(n, 1), degrees(n, 0);

for (int i = 0; i < q; i++) {
char qType;
std::cin >> qType;

if (qType == '!') {
int u, v;
std::cin >> u >> v;

findRoot (v, parents);
findRoot (u, parents);

int parentV
int parentU

if (parentU != parentV) {
if (sizes[parentU] < sizes[parentV]) {
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parents [parentU] = parentV;
sizes[parentV] += sizes[parentU];

nLeaves [parentV] += nlLeaves[parentU] - ((degrees[u] == 1) +
— (degrees[v] == 1));
}
else {
parents [parentV] = parentU;
sizes[parentU] += sizes[parentV];
nLeaves [parentU] += nLeaves[parentV] - ((degrees[u] == 1) +
— (degrees[v] == 1));
}
}
else {
nLeaves [parentV] -= (degrees[u] == 1) + (degrees([v] == 1);
}

degrees [u] += 1;
degrees [v] += 1

}
else if (qType == '7') {
int v;
std::cin >> v;
int parent = findRoot (v, parents);
std::cout << ((degrees[v] == 0) ? 0 : nLeaves[parent]) << std::endl;
}
}
return O;
}
Dévid
5. Takmer na to vidim (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Zadanie tejto tlohy hovori, Ze mame pre orientovany graf najst nejaké ohodnotenie hran, tak aby Spiflalo
niekolko podmienok. Tento orientovany graf ma navyse vyznaceny Startovaci vrchol a niekolko cielovych vrcho-
lov. Nemenej dolezita je informécia, ze v cielovych vrcholoch koncia cesty ktoré popisuju sufizy nejakého slova
(alebo postupnosti ¢isel v nasom pripade).

Kedze st to sufixy, mozeme si vSinuf, ze kazda trasa konci rovnakym cislom, teda napriklad 1. Z toho ndm
hned vyplyva, ze hrany ktoré vedtd do cielovych vrcholov musia niest prave ¢islo 1. Ziskali sme jeden znak
rieSenia. Aby sme mohli urcit nasledujici, sta¢i sa posunit po hrandch ktoré sme prave oznacili. My totiz
vieme, ze vSetky cesty su sufixy, takze aj predposledné pismeno musia mat rovnaké. Pozrieme sa teda na vsetky
hrany ktoré vedd ku tym ktoré sme prave oznacili a vieme Ze musia mat rovnaké ¢islo. Ak o niektorej hrane
vieme, aké m4 Cislo, tak ho len priradime vSetkym ostatnym a méme druhy znak rieSenia. Ak ziadna z hran
este ¢islo nemd, musime im priradif nejaké nové ¢islo (napriklad 2).

Tento postup nasledne staci opakovat, az kym sa dostaneme do takého stavu, ze do danjch vrcholov ziadne
hrany nevedt. Vtedy sme sa totiz vSetkymi cestami dostali do Startovného vrcholu a ak si medzi¢asom budeme
aj zapisovat c¢isla ktoré hrandm priradujeme, mame aj findlne slovo, skonstruované od konca.

Implementacia

Postup popisany vyssie je v podstate BFS, teda prehladavanie do sirky'®. Zasadny rozdiel je v tom, Ze graf
neprehladdvame z jedného pociato¢ného vrchola, ale zo vsetkych cielovych vrcholov ako pociato¢nych naraz
a postvame sa po hrandch v opacnom smere. Aby sa to viac podobalo na BFS, mézeme si predstavit ze mame

Bnttps://www.ksp.sk/kucharka/bfs/
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este jeden ciel, z ktorého vedie hrana prave do tych vrcholov, ktoré su cielové. Potom sa to uz podobéa na
klasické BFS z tohoto vrchola.

Druhy rozdiel od klasickej implementécie BFS je v tom, ze sa potrebujeme vzdy pozerat na celi “vrstvu”
vrcholov, ktoré st v rovnakej vzdialenosti od ciela. Toto dosiahneme jednoducho tak, ze namiesto toho aby
sme z fronty vyberali jeden vrchol, vyberieme ich naraz vsetky. To budu totiz vrcholy v rovnakej vzdialenosti.
Nasledne ich spracujeme, teda pozrieme sa na vSetky hrany ktoré do nich vedu, ndjdeme medzi nimi ohodnoten,
alebo vyberieme nové ¢islo a vSetky tieto hrany ohodnotime. Az po tomto kroku priddme do fronty nové vrcholy,
teda zaciatky novoohodnotenych hran, ktoré st opét o jedna dalej od ciela. Inak povedané, vo fronte bude jedno
pole vrcholov ktoré su v rovnakej vzdialenosti od ciela, a teda to vlastne ani nemusi byt fronta.

Casova a pamatova zloZitost

Co si treba uvedomit je, e sice hovorime ze je to “nejaké BFS”, ale v skuto¢nosti to nie je jedno prehladanie
grafu. Aby sme mohli povedat Ze je to linedrne, mselo by platit ze kazdd hranu prejdeme konstantny pocet krat
— ¢o nie je pravda.

N4&s algoritmus dé na zaciatku do fronty vsetky cielové vrcholy, tych méze byt najviac n. V dalsom kroku
pridavame do fronty vSetky vrcholy pred nimi. Tych mdze byt najviac n— 1, pretoze jedna z ciest patrila suffixu
dizky 1 a tou sme sa uz dostali do ciela. Rovnako v kazdom dalsom kroku ndm uréite jedna cesta vypadne
a teda v najhorSom pripade budeme do fronty priddvat postupne n,n—1,n—2,--- ,1 vrcholov ¢o je spolu O(n?).
Co sa pamiite tyka, ukladdme si vstup, a niekolko pomocnjch §truktir, koré nepresahuji velkost vstupu, teda
pamétova zlozitost je O(m + n)

Listing programu (Python)

n, m, t = [int(x) for x in input().split()]
terminal = [int(x)-1 for x in imnput().split()]
hrany = [] # zoznm hran

susedia = [[] for x in range(n)] # zoznam susedov

for i in range((m)):
a, b = [int(x)-1 for x in input().split ()]
susedia[b].append(a) # ukladame opacne hrany
hrany.append((a,b))

oznacenia = {}

fronta = set(terminal)
dalsie_cislo =1

slovo = []

while len(fronta) !=0:
oznacenie = dalsie_cislo
nova_fronta = set ()
for v in fronta:
for s in susedialv]:
nova_fronta.add(s)
if oznacenia.get((v,s)) != None:
oznacenie = oznacenia.get((v,s))

for v in fronta:
for s in susedialv]:

oznacenial[(v,s)] = oznacenie
fronta = nova_fronta
if oznacenie == dalsie_cislo:

dalsie_cislo += 1
slovo.append(oznacenie)

slovo.pop ()
slovo.reverse ()
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print (len(slovo), dalsie_cislo-2)
print (*slovo)

print (*[oznacenia[(b,a)] for (a,b) in hranyl)

Tomi
6. Idiomaticky slovnik (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Potrebujeme zistit, ¢i sa retazec da rozdelit na niekolko parne dlhych palindromov. V tomto vzoraku budeme
pod “palindréom” mysliet parne dlhy palindrém.

Bruteforce

Spocitajme dvojrozmernu tabulku, kde pre kazda zac¢iatocnu a konecn poziciu zistime, ¢i je dany podretazec
vstupného refazca palindrom. Pre dvojznakové podretazce je to lahké, staci tie dva znaky porovnat. DIlhsi
podretazec je palindrém vtedy, ked sa jeho prvy a posledny znak rovnaji, a vSetko medzi nimi je tiez palindrém
(zistime z tabulky). Tabulku moZzeme Vypiﬁaﬁ napriklad v poradi vzostupne podla diiky podretazca, alebo
zostupne podla zaciato¢nej pozicie, aby sme vzdy Citali len z buniek ¢o uz sme naplnili.

Potom uz len treba zistit, ¢i v retazci vieme cez palindromy preskakat zo zaciatku na koniec. Ked prideme
na nové miesto, pozrieme sa aké palindromy tam zacinaju a na aké dalsie miesta vdaka tomu dokédzeme skocit.
Zo stringologického pohladu sa pytame o kazdom prefixe vstupného retazca, ¢i je dobry (nakrijatelny na pa-
lindrémy). Z grafového pohladu hladdme ¢i existuje cesta v topologicky zoradenom grafe, ktorého vrcholy su
porzicie v retazci (0 az n) a hrany si palindrémy.

Toto rieSenie ma ¢asovi aj pamitovi zlozitost O(n?).

Trochu lepsi bruteforce

Ak mdame stastie a vo vstupe je len malo palindrémovych podretazcov, pocitat a pamétat si celd (n 4 1) x
(n+ 1) tabulku je trochu mrhanie. RadSej si pamétajme pre kazdd poziciu iba zoznam palindrémov, ¢o na nej
zacinaji. Grafovo povedané, namiesto matice susednosti si pamétajme zoznamy susednosti kazdého vrcholu.
Spocitame ich tak, ze pre kazdd mozni stredovi poziciu rozsirujeme palindrém dolava aj doprava, az kym
nenarazime na dva rozne znaky alebo na kraj vstupu.

Dalo by sa povedat, Ze toto riesenie m4 Casovi aj paméatovi zlozitost O(n+p), kde p je pocet palindrémovych
podretazcov. Ale to samozrejme stdle moZe byt privela. Napriklad pre vstup zlozeny iba z n a¢iek je p = O(n?).

Ide to pazravo

V skutoé¢nosti plati, Ze méZeme vzdy pazravo (greedy) spredu retazca odkrojit najkratsi mozny palindrémovy
prefix. Grafovo povedané, mézeme kludne skikat po najkratsej hrane a ni¢ si tym nepokazime, nedostaneme sa
do ziadnej slepej ulicky. Stringologicky povedané, ak z dobrého retazca (takého ¢o sa dé nakrdjat na palindrémy)
odrezeme najkratsi palindromovy prefix, aj ten zvysok bude dobry retazec.

Dokazeme to takto. Ukéazeme, ze ak existuje akékolvek riesenie, ktoré by nas greedy algoritmus nevyplodil,
tak existuje aj krajsie riesenie, ktoré sa od vystupu nasho algoritmu lisi trosku menej. Opakovanim tohto
procesu déjdeme k rieseniu, ¢o sa od vystupu nasho algoritmu nelisi vébec.

Podme na vec. Majme nejaké rieSenie (nejaké korektné rozdelenie celého retazca na palindrémy). Mozno
uz za¢ina k najkrat$imi palindrémami (t.j. takymi ¢o by na svojej pozicii vybral aj greedy algoritmus), ale tie
nas nezaujimaji. Pozrime sa na prvé miesto, kde sa nezhodni: najkrat$i vybratelny palindrém je zz~!, ale
zvolené riesenie si namiesto toho vybralo odrezat nejaky dlhsf palindrém yy—!. (Retazec x je prva polovica
a ! znamen4 opak x.)

Rozoberme dve moznosti:

1 1 -1

o y je relativne dlhy (Jy| > 2|z|). KedZe yy~' sa na vstupe prekryva s zz~*, zo~' musi byt prefixom y.

Zapisme ho ako y = z2 ™1z s nejakym (mozno prazdnym) zvyskom z. Tym padom yy ! = zx~lzz"loa~ 1.
Super, to st tri palindrémy. MoZeme z obidvoch koncov yy~' odrezat xz~! a text medzi nimi bude tiez
palindrém. Riesenie, ¢o takto dostaneme, uz zaCina na nie k ale aspon k + 1 najkratsich palindrémov.

O krok sme sa priblizili ku greedy algoritmu.

o y je relativne kratky (Jz| < |y| < 2|z|). Rozdelme z na dve neprézdne Casti p,q na tom mieste, kde

konéi y. Nech z = pq kde ¢ ma |y| — |z| znakov. Potom zx~! = pgg~'p~t, v = pegt, yy=!
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1 1 1

paqtag'p , preto (po dosadeni) pgq~'p~
je prefixom pgq~lqq~'p~!, preto (po Skrtnuti pgg=') p~! je prefixom q¢g 'p~!. Tak ho napiime ako
qq¢ 'p~t = p~ 'z pre nejaky neprazdny zvysok z. Lenze tym padom mézeme dosadit zz~! = pp~'z, ¢o je
spor s povodnym predpokladom, Ze zz ! je na tomto mieste najkratsi vybratelny palindrém. Takze tento

pripad nemdze nastat.

Z polohy na vstupe vieme, Ze xz~' je prefixom yy~
1

Pre dplnost, podobne sa da dokazat, ze m6zeme odkrojit iplne ktorykolvek palindrém. Je to tplne jedno —
ziaden rez nevyrobi z dobrého retazca zly. Ale toto v nasom rieseni nebudeme potrebovat, ndm sa hodia kratke
palindromy.

Hashovanie

Plan je jasny: nas program prejde celym vstupom a vzdy ked si vSimne, Ze od pozicie predoslého rezania po
aktudlnu poziciu je to palindrém, odkroji ho.

Ako mdzeme rychlo zistit o lubovolnom podretazci, ¢i je to palindrom? Pouzijeme hashovanie. Hashovanie
sa bezne pouziva, ked chceme rychlo testovat rovnost dvoch podretazcov, ale test palindromicity je vlastne iba
test rovnosti vhodného podretazca pévodného vstupu a vhodného podretazca obrateného vstupu.

Hashovacie funkcie prevadzaju retazce na Cisla a spravaji sa pomerne chaoticky. Ak sa dva retazce rovnaju,
samozrejme budi mat aj rovnaky hash. Ak sa nerovnaji, pomerne pravdepodobne budt mat rézny hash. Takze
pri porovnavani dvoch retazcov sa oplati najprv porovnat ich hashe. Ak si rozne, usetrili sme si kopu prace.
Ak st rovnaké, mézeme si dat ti ndmahu porovnat ich znak po znaku (so Stastim ani netreba).

Vyberme si nejaké pekné prvoéislo p (napriklad 10° +9) a nejakd peknt konstantu a (napriklad 47; niektorf
machri pouzivaju v kazdom vstupe iné ndhodné éislo). Definujme polynomidlny rolling hash retazca S =
cicy . .. ¢, ako stcet H(S) = (cra' + coa® + ... + cpa™) mod p.

Této definicia ma vselijaké pekné vlastnosti. MdZeme si zapamétat nielen findlny vysledok, ale aj medzisiacty
pre kazdy prefix ndsho refazca. Vdaka nim budeme vediet poéitat aj hash Iubovolného podretazca: H(S[z..y]) =
(H(S[0..y]) — H(S[0..x]))/a®. Pozor, ze od¢itanie a delenie tiez robime modulo p.

Delenie modulo p sa d4 robit tak, ze nidjdeme inverzné prvky pomocou modularneho umocnovania a malej
Fermatovej vety. Ale to v tejto tlohe vobec netreba. Staci si vSimnit, Ze néds vzdy zaujimaji iba porovnania
tvaru e/a’ = g/a™ (mod p), ¢o sa d4 upravit na e-a” = g-af (mod p), ¢im sa delenia tiplne zbavime.

Greedy algoritmus s hashovanim mé priemernd ¢asovi aj pamétovi zlozitost O(n).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <string>
using namespace std;

const long long P = 1000000009;

bool run() {
string S;
cin >> S;

int N = S.size();

vector<long long> expo(N+1);
vector<long long> hashforw(N+1) ;
vector<long long> hashback (N+1);

expo [0] = 1;
for (int i = 0; 1 < N; i++) {
expo[i + 1] = (expolil] x 47) % P;
hashforw[i + 1] = (hashforw[i] + expol[i + 1] * S[i]) % P;
hashback[i + 1] = (hashback[i] + expol[i + 1] * S[N - 1 - i]) % P;
}

int start = O;
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for (int end = 1; end <= N; end++) {
if ((end - start) % 2 == 0) {
int mid = (start + end) / 2;

// Slstart..mid] ==2 S[mid..end].reverse()

// (hashforw[mid] - hashforw[start]) / ezpol[start] ==? (hashback[N - mid]
< - hashback[N - end]) / exzpo[N - end]

// (hashforw[mid] - hashforw[start]) * exzpo[N - end] ==? (hashback[N - mid
<~ J] - hashback[N - end]) * ezpo[start]

long long 1 = ((hashforw[mid] - hashforw[start] + P) % P) * expo[N - endl]
= % Pj

long long r = ((hashback[N - mid] - hashback[N - end] + P) % P) * expol
— start] % P;

bool are_probably_equal = 1 == r;
if (are_probably_equal) {
bool are_really_equal = true;
for (int i = 0; i < mid - start; i++) {
if (S[start + i] !'= S[end - 1 - i]) {
are_really_equal = false;
break;
}
}
if (are_really_equal) {
start = end;
}
}
}
}
return start == N;
}
int main() {
int T;
cin >> T;
while (T--) {
cout << (run() ? "1" : "0") << endl;
}
}
fezjo
7. Nadlab (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Nacditavanie

Prvy krok nutny na vyriesenie tlohy je nacitanie vstupu. Kedze je to 7. tloha, aj trosku nestandardny
forméat vstupu by ndm nemal robit problém. Najtazsie je nacitat parametre karti¢iek — chceme nacitat dve cisla
na jednom riadku, ale odignorovat posledny znak.

V Pythone vieme tento riadok nacitat napriklad nasledovne:

gram, perc = input().split()

gram, perc = int(gram[:-1]), int(perc[:-1])

# alebo kompaktnejSie

gram, perc = map(lambda s: int(s[:-1]), input() .split())
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V C++ zase takto:

int gram, perc;

// pomocou scanf

scanf ("Ydg %d%h ", &gram, &perc);

// alebo, kedZe “cin”:

// - &iselné typy nalitava pokym nenarazi na neliselny znak

// - ignoruje vedice whitespace

// stali nalitat do ¢isla a nasledne nalitat koncovy znak do typu “char’
char koncovy;

cin >> gram >> koncovy >> perc >> koncovy;

Aby sa nam ulahdil Zivot, dalej vo vzorovom rieSeni, pod hodnotou ‘x%’-karticky myslime zlomok granadiru
ktory eSte ostane po pouziti tejto karticky, teda 1 — x/100.

Bruteforce

Najprv si uvedomme, ze ak vo vysledku mame dve po sebe idice karticky pouzité rovnakym spésobom (teda
obe g alebo obe %), nezdlezi na ich poradi.

Dalej si uvedomme, Ze sa nam nikdy neoplati pouzit %-karticku po g-karticke. Bez ujmy na vieobecnosti nech
ide o posledné dve karticky a nech mnozstvo granadiru zostavajiceho po pouziti vsetkych zvysnych karticiek je
R. Potom vysledok (kolko granadiru zostane) po pouziti kartic¢iek v poradi g¥, bude (R—m)-k=R-k—m -k
zatialco v poradi %g bude R-k —m, kde 0 < b < 1. Vidime teda, ze pouzitim karticiek v poradi g¥, iba zbytoc¢ne
odcitavame menej. Vysledné karticky teda obsahuji najprv postupnost %-kariet a potom uz iba g-kariet.

Spojenim tychto dvoch uvedomeni zistime, Ze nasou ulohou je iba pre kazdu kartu rozhodnut o jej type,
¢o uz potom jednoznacne urcuje vysledok. Naskytd sa ndm teda priamociare riesenie vyskusat vietkych 2V
moznosti, kazdi vyhodnotit a vypisat najmensiu.

Najtazsou castou takéhoto programu je iterovanie cez vSetky kombindcie. To sa Standardne robi prostred-
nictvom iterovania cez &isla od 0 po 2% — 1. Bindrny zapis kazdého tohoto &isla reprezentuje jednu podmnozinu
N-prvkovej mnoziny.

for binarna_mnozina in range(l << N):
mnozina = set(i for i in range(N) if binarna_mnozina & (1 << i))

Pamitova zlozitost je O(N) a ¢asova zlozitost je O(N x 2V). Efektivnou implementiciou tohoto pristupu
sa dali prejst az dve sady.

Stredova stretavka

Pri rieseni tloh vieme pouzit obmedzenia vstupov ako pomocku na najdenie riesenia. V tomto pripade sme
si mohli vSimnut, ze N je podozrivo malé, a teda by sa tloha mohla dat riesit Meet-In-The-Middle pristupom.

Princip MITM rieSeni je vyuzit symetriu problému a rozdelit ho na dve casti, ktoré sa daju riesit nezavisle.
Snazime sa teda najst také rozdelenie, aby kazda cast bola dostatocne mald na to, aby sme ju vedeli vyriesit
nejakym inym pristupom (napriklad bruteforce) a vysledky z oboch ¢ast{ dakézali spojit do vysledného riesenia.

Ako by to vyzeralo? Rozdelime si mnozinu karti¢iek na dve rovnako velké disjunktné ¢asti. Pre kazdu z nich
zbehneme bruteforce a zapaméatame si vSetky podvysledky — podvysledok je optimélne rieSenie pre zvolené
uréenie typov pre dant polovicu karti¢iek. Pre kazdua ¢ast ich bude 2V/2.

My uz vieme, ze urc¢enim typov kartic¢iek je jednoznacne urcéeny vysledok ¢o nimi vieme dosiahnut a efekt
ich uplatnenia vieme zjednodusene reprezentovat ako dve c¢isla — sicet vSetkych g-kartic¢iek a stcin vsetkych
%-karticiek, teda (M, K).

Skombinovanie podvysledkov z tychto dvoch podmnozin je potom jednoduché. Ak chceme skombinovat pod-
vysledok (M ;, K1 ;) s podvysledkom (Ms ;, K ;), kombindcia bude (M ; + Mo ;, K1 ;- K2 ;), ¢o po konzumaécii
sposobi zostatok granadiru (H - Ky ; - Ko j) — (M1, + Ma ;).

Néas by teraz zaujimalo, aky je najlepsi mozny vysledok. To zistime tak, ze pre kazdy podvysledok prvej
casti ndjdeme prenho najlepsi podvysledok v druhej casti — teda taky, ktory minimalizuje dany vyraz.

Naivnym skiganim vietkych moznosti by sme znova ziskali bruteforce (O(2N/2 x 2N/2)). Nasim cielom je
pre fixné (M ;, K1 ;) minimalizovat (H - K1 ;- Ko ;) — (M1 ; + Mo ;) cez vietky (Ms ;, Ko ;). VSimnime si, ze to
je to isté ako minimalizovat H;- Ky ; — M, ;, pre H; := H - Ky ;, kedze M, ; a Ky ; su v tomto pripade konstanty.
Problém je, ze H; je konstanta iba pre jedno konkrétne K ;, pricom réznych K ; je az oN/2,
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Konvexny obal

Stazme si tlohu. Ak by sme vedeli néjst optimalne (M, ;, K3 ;) pre kazdé realne H', tak by sme ho predsa
vedeli néjst aj pre lubovolné konkrétne H;. Z H; sa teda stava redlna premennd z a = - Ky ; — M3 ; ndm urcuje
linedrnu funkciu — priamku. Kazdé jedno (Ms j, K2 ;) urcuje jednu priamku a nés pre kazdé x zaujima najnizsi
bod leziaci na niektorej z tychto priamok. Inak povedané, hladame konvexny obal tychto priamok.

Na obréazku vidime 10 linedrnych funkcii. Ich spodny konvexny obal je oznaceny prerusovanou ¢iernou ¢iarou.
Niektoré (sedé) priamky nie st stcastou konvexného obalu. Kazdd priamka ktora je stcastou je 1iou iba na
jednom suvislom intervale.

© G=(351.17, 461)
© H=(850.02,7.59)

Hladanie konvexného obalu priamok je podobné hladaniu konvexného obalu bodov. Priamky si utriedime
podla ich smernice a potom ich prechddzame od najviésej po najmensiu (teda budeme tvorit KO zlava doprava),
pricom si udrziavame doteraz najdeny KO. Kazdu priamku sa pokisime pridat do KO. M6zu nastat dve situacie
— bud nova priamka nepatri do KO alebo patri.

V pripade, ze nova priamka fov4 patri do KO tak existuje nejaky najlavejsi bod, ktory patri aj tejto priamke
aj KO — teda to bude priesecnik fov4 a niektorej doterajsej priamky furadans 2z KO. Otestujme, ¢i posledna
priamka KO fposledné je fhfadané- Ak je prieseénik priamok fnové a fposledné lavsi nez prieseénik priamOk
fposledns @ fpredposlednss 13K fposiedna Di€ j€ fhiadans & dokonca fposiedns Nie je ani suc¢astou KO. V takom pripade
ju odstranime a pokracujeme v hladani najlavejsiecho bodu.

Nech cervena priamka je fpredposiedn, zelena je fposiedn @ modra je frno,. Potom podla toho, ¢i je B nalavo
alebo napravo od A vieme povedat ¢i fposican patri do KO.

Inak povedané: Tym, ze sa na priamky pozerame v poradi s klesajicou smernicou plati, Ze najnovsia
priamka je vzdy lepsia ako nejaky (potencidlne nulovy) pocet priamok na konci KO. Teda porovnivame novi
priamku s poslednou priamkou KO a odstranujeme tiito poslednii priamku pokym je horsia ako nova. Osetrenie
rovnobeznych priamok ponechavame na citatela.
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Casova zlozitost je O(N log(N)) a pamitova zloZitost je O(N), kde N je pocet priamok. Viac si o konvexnom
obale mozete precitat v kucharke'.

Dosledok

S néjdenym konvexnym obalom potom pre Iubovolné H; vieme néjst najlepsie (Ma j, M2 ;) bindrnym vy-
hladdvanim. V pripade, Ze sa na jednotlivé H; budeme pytat v utriedenom poradi ani nemusime bindrne
vyhladédvat, ale len prechddzat postupne priamky KO. Tento pristup sa vola Convex Hull Optimization/Trick.

Pamiitova zlozitost je O(2V/2) a ¢asova zlozitost je O(2V/2 x1og(2V/?)) = O(N x2N/?) (logaritmus pochadza
z triedenia v hladani KO a triedenia H; alebo bindrneho vyhladdvania). Oproti bruteforce teda tispesne zvlddame
priblizne dvakrat vicsie vstupy. Pre aktualne obmedzenia toto vsak nie je dostatoc¢ne rychle rieSenie. Na inych
vstupoch (ktoré by mali napriklad vddsie hodnoty gramov) by toto bol dobry pristup. Tento pristup zvldda
prejst az tri sady, ale v hodnoteni popisov vie takéto rieSenie ziskat plny pocet.

Vzorové rieSenie

Co dalsie by sme si mohli v§imniit zo zadania? Graméaze kartic¢iek st nanajvys 10* a spolu s malym N teda
aj sucet graméazi bude malé cislo.

Ako sme si uz povedali, pre zvolené uréenie typov karticiek je vysledok zavisly iba od sti¢inu %-karticiek (= k)
a suctu g-kartifiek (= m). Preto ak by sme mali pevne uréeny nejaky stéin &, nasou snahou je maximalizovat
sucet m. Naopak, ak by sme mali pevne urc¢eny nejaky stcet m, nasou snahou je dosiahnut minimalny stcin k.

A my vieme, ze roznych sictov m je mélo. Ak pre kazdé mozné m ndjdeme minimélne k, tak sme nasli
rieSenie. Naskytd sa nam celkom Standardné riesenie dynamickym programovanim — stav je urceny poctom
kartic¢iek ktorym sme uz urcili typ a suctom m tychto karticiek. Pre kazdy stav si pamédtame miniméalny stcin
k pre zvysné karticky. V kazdom stave sa do dalSieho stavu dostaneme urcenim typu dalSej karticky. Teda:

dpli+1] [m] = min(dp[i+1][m], dp[i]l[m] * k_i) # ak pouZijeme % karticku
dpli+1] [m*+m_i] = min(dp[i+1] [m+m_i], dp[il[m]) # ak pouZijeme g karticku

Poznamky k implementacii

Nakoniec, aby sme vedeli vypisat riesenie, musime vediet z tabulky nejako vycitat ako sme urcovali karticky.
Toto si vieme v tabulke bud priamo pamétat, alebo si to vieme v pripade tejto tlohy jednoducho spétne zistit
(kedZe existuji iba dve moznosti), ¢o ndm usetri pamét a kiusok urychli program (nie asymptoticky, ale iba
konstantne).

Vieme este riesenie urychlit? Mohli by sme velkost tabulky dalej zmensit tym, ze jednotlivé riadky budd mat
velkost iba doterajsieho suctu gramézi karticiek. Tomuto dalej pomdzeme ak si karticky na zaciatku utriedime
podla graméaze, kedze v tomto pripade bude velkost tabulky minimélna. Znova, nejde o asymptotické zlepsenie,
ale vieme takto redlne program zrychlit dvojnésobne.

Dynamiku neodportcame kédit v Pythone, kedze priamy prepis C++ do Pythonu je ¢asto krat 100x pomalsi.
Dodatoénymi optimalizdciami vieme ziskaf nasobne zrychlenia, ale mézeme byt Stastny ked sa dostaneme na
30x spomalenie. Ako maly tip povieme, Ze je ovela rychlejsie napisat if x < y: y = xnezy = min(y, x).

V tlohéach kde nasobime vela desatinnych ¢isel a zalezi ndm na presnosti sa vac¢sinou oplati pocitat si siucet
logaritmov namiesto priameho sic¢inu. V tomto pripade to vsak nie je nutné, kedze nasobime maximalne 40
¢isel, ¢o zvladneme presne ulozit do dostatocne velkého datového typu.

Zlozitost

Casové a pamitova zlozitost je O(N x 3° A;) = O(N? x MaxA). Vzorové riesenie v C4+ zvldda vstupy aj
pre N = 100.

Casto upozoriujeme, ze pamétova zlozitost sa pri tilohdch s dynamickym programovanim d4 znizit na velkost
mensiu ako celkovy pocet stavov. Vécsinou to dosiahneme tak, ze si pamétame iba posledné dva riadky tabulky.
V tomto pripade si vsak v tabulke okrem najlepsieho vysledku implicitne pamétame aj cestu a teda ich nemo6zeme
zabudnut! Alebo? V skutocnosti to je mozné a dokonca bez toho aby sa nam zhorsila ¢asova zlozitost. Viac
informécii ndjdete v tomto codeforces tutoriali'® v poslednom odseku sekcie Store results only for two layers of
DP state domain.

Uvedomme si, ze vietky tri uvedené riesenie prehladajii vietkych 2V moznosti. Prvy pristup naivne, druhy
sikovne a treti iba tak, Ze nevykonava ziadnu robotu dva krat — dynamické programovanie pracuje iba na
stavoch, ktoré su relevantné a pre kazdy takyto stav si pamétd iba jeden vysledok. Toto je dévod, preco tieto
rieSenia funguju, zatial ¢o heuristiky a greedy riesenia nie.

Mnttps://www.ksp.sk/kucharka/konvexny_obal
https://codeforces.com/blog/entry/43256
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Listing programu (Python)

INF = 1e18
div = lambda x: 1 - x / 100

def solve():
N, X = map(int, input().split())
C = [tuple(map(lambda s: int(s[:-1]), input().split())) for _ in range(N)]

dp = [[1.0]]
for ni in range(N):
xm, xd = C[ni]
dp.append ([INF] * (len(dp[nil]) + xm))
d = div(xd)
for mi in range(len(dp([nil])):
if dp[ni] [mi] == INF:
continue
dplni + 1] [mi] = min(dp[ni + 1][mi], dpl[nil[mi] * d)
dp[ni + 1][mi + xm] = min(dp[ni + 1] [mi + xm], dplni][mil])

finish = (X, -1)
for mi, d in enumerate(dp[-1]):

finish = min(finish, (X * 4 - mi, mi))

mi = finish[1]

ans = []
for ni in range(N - 1, -1, -1):
xm = C[ni] [0]
card = mi >= xm and dp[ni + 1][mi] == dp[nil[mi - xm]
ans.append ((card, ni))
mi -= card * xm

ans.sort ()
for card, ni in ans:
print(ni + 1, "Y%g"[card])

TC = int (input ())
for _ in range(TC):
solve ()

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

using 1d = double;

const 1d INF = 1e18;

template<typename T> void setmin(T &a, T b) { a = min(a, b);

void solve() {
int N, X;
cin >> N >> X;

vector<pair<int, int>> C(N);
char trash;
for (int i = 0; i < N; i++)
cin >> C[i].first >> trash >> C[i].second >> trash;

vector<vector<ld>> dp(N + 1);
dplo] = {1};
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for (int ni = 0; ni < N; ni++) {

auto [xm, xd] = C[nil];

dp[ni + 1].assign(dp([ni].size() + xm, INF);

auto d = 1 - (1d)xd / 100;

for (int mi = 0; mi < (int)dpl[nil].size(); mi++) {
if (dp[ni] [mi] == INF) continue;
setmin(dp[ni + 1] [mi], dp[nil[mi] * d4);
setmin(dp[ni + 1] [mi + xm], dp[nil[mil);

pair<ld, int> finish = {X, -1};
for (int mi = 0; mi < (int)dp.back().size(); mi++)
setmin(finish, {X * dp.back()[mi] - mi, mi});

vector<pair<bool, int>> ans;

int mi = finish.second;
for (int ni = N - 1; ni >= 0; ni--) {
int xm = C[ni].first;
bool card = mi >= xm && dp[ni + 1][mi] == dp[nil [mi - xm];
ans.push_back({card, nil});
mi -= card ? xm : O;
}

sort(ans.begin(), ans.end());

for (auto [card, nil] : ans)
cout << (mni + 1) << ", " << "Yg"[card] << '\n';

int main() {
cin.tie(0)->sync_with_stdio (0);
int TC; for (cin >> TC; TC--;) solve();

8. A co tak viac Torty? 12b za popis, 8 b za program

Podme sa pozriet, ako vieme postupne riesit jednotlivé operacie, a tak prist ku vzorovému rieseniu. Pre
jednoduchost si predstavme, ze kazdé V nahradime 1, a kazdé T nahradime —1, a takto z retazca dostaneme
postupnost ¢isel, x1,...,x;, kde I je aktudlna dlzka postupnosti.

Vysledok

Zo vzorového riesenia Organizécie Kapustnice'®

, vieme, zZe vysledok pre postupnost x1,...,x; je

!
l—l—V—i—maX{Zmi—i—V,O}
i=1

kde V = "HﬁUOSiSI{E:ézlaﬁ} je najmensi sucet prefixu postupnosti, teda pocet vedicich, ktory treba
pridat na koniec stola.
Podobne, ak chceme vyriesit ilohu pre podretazec x;_, x;_4+1, ..., %;,, vtedy sa nam vzorec jednoducho zmeni

na

ik
l—l—V—!—maX{Zaji—i—V,O}

i=i,

16https://www.ksp.sk/ulohy/zadania/2387/
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kde ,
i
V=— min {Z x;}

iz —1<i<ip -
J=1z

Prva sada — malé vstupy

V prvej sade si vieme dovolit spravit kazdd operaciu v lindrnom ¢ase v zavislosti od dlzky retazca. Kazda
query, ktora nie je wvysledok vieme vykonat v linedrnom case, a rovnako tak vieme aj spocitat horeuvedeny
vzorec. Takto dostaneme riesenie so zlozitostou O(q(q + n)) (kedze dlzka retazca nikdy nepresiahne ¢ + n).

Druha sada — pridavame na koniec

Ako si moZeme vsimnut, ak priddme na koniec postupnosti novi hodnotu z;41 € {1,—1}, vieme vysle-
dok vypocitat v konstantnom céase — za predpokladu,, ze si paméatdme par idajov pre predchadzajuci refazec.
Menovite, ak si pamédtame

V,=— min {Zx]}

i —1<i<iy | L
J=1z

l
Sl: E Z;
i=1

Nésledne vieme tieto hodnoty updatnit v konstantnom case na

Si41 =51+ z141

Vig1 = —min{-V}, S;41}

Z tychto hodnot uz vieme v konstatnom case zistif vysledok pre 125 ...z;2;41. Teda dostaneme riesenie
v ¢ase O(n + ¢), a paméti O(n) riesiace druhu sadu.

Tretia sada — lubovolny podinterval

Pozrime sa teraz na tretiu sadu: mame nemenny retazec, ale chceme vediet vyriesit tilohu na Iubovolnom
podintervale. Skuisenejsi riesitel uz v tomto vidi interval... ¢o znie ako intervala¢! A naozaj, napriek tomu, ze
namiesto priamociareho minimového, alebo suc¢tového intervalaca, musime vymysliet nieco prefikanejsie.

Checeli by sme si vediet v intervalaci pamétat také hodnoty aby sme z nich vedeli zrekonstruovat

e stcet na danej podpostupnosti
e minimd prefixovych stctov v danej podpostupnosti

Prva hodnotu vieme vypocitat jednoduchym suétovym intervald¢om (pozri https://www.ksp.sk/kucharka-
/intervalovy strom/). Co s druhou hodnotou? Zakladna myslienka je, Ze ak vieme sti¢et na nejakej podpostup-
nosti x;, ...x;, (oznacme ho s), a taktiez navyse vieme minim4 prefixovych sti¢tov na podpostupnosti x;, ... x;,
a xi, +1,...,z;; (ozname ich postupne v; a vs), potom minimum prefixovych sti¢tov na podpostupnosti
Tiyye-yTigy .-, Ty je Minimum z vy a vg + 5.

Na zaklade tejto myslienky vieme nasledne skonstruovat intervalovy strom, ktory si okrem prefixovych suctov
navyse paméatd v kazdom vrchole minimum prefixovych siuc¢tov na jeho podintervale — vypocitat tieto hodnoty
si vieme rekurzivne, na zdklade horeuvedeného vzorca.

Vysledok na zadanom intervale vieme ziskat skombinovanim tudajov z O(logn) vrcholov stromu, tak ako
v klasickom intervaldci. Takto teda ziskame rieSenie pre tretiu sadu, ktoré bezi v ¢ase O(n + gqlogn) a O(n)
pamati.

Priddvame vymeri

Toto intervaldcové rieSenie vieme jednoducho vylepsit, aby vedelo vyriesit aj sady 4 a 5. V nich navyse
pribtida operacia vymen. VsSimnime si, ze jej pridanim sa nam stile nezmeni dlzka postupnosti. Preto by
sme mohli pouzif horeuvedené riesenie, ak by sme do intervalaca vedeli implementovat aj query na menenie
hodn6t v postupnosti. To je standardnd intervalacova operacia, ktort vieme dosiahnuf aj s nasim intervaldcom:
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suctovu cast intervalaca vieme updatnut ako v klasickom stuctovom intervalaci, a hodnotu prefixovych minim
tiez menime len na O(logn) vrcholoch ktoré idi z listu (kde je menend hodnota) do korena. Spocitame ju
rovnakym rekurzivnym vzorcekom, ako ked sa pocitali poc¢iatocné hodnoty intervalaca.

Dostaneme teda riesenie riesiace sady 3, 4 a 5 beziace v ¢ase O(n + glogn) a paméti O(n).

Dalsie sady — nastupuje treap

Problém s operaciami pridaj a zmaz je, ze intervald¢ méa fixné poradie prvkov, a hoci by sme teoreticky
vedeli doimplementovat odoberanie a priddvanie prvkov na konci pola (zamyslite sa :)), problém je priddvanie-
/vymazanie prvku na/z lubovolného indexu. Mohli by sme nejako nas intervala¢ zovSeobecnit?

Odpoved je dano. Predstavme si, ze by sme mali binarny strom, pre ktory plati, Zze kazdy vrchol reprezentuje
poziciu v postupnosti (nazvime ju i), vSetky vrcholy v jeho lavom podstrome (ak existuje) s pozicie pred i
a vSetky pozicie v pravom podstrome (ak existuje) st za i. Napriklad, pre vstup zo zadania by mohol strom
vyzeraf nasledovne.

111111111

!
(i)

(e (i
(=9 (e
& @ @

Vsimnime si, ze pre takyto strom vieme rovnako ako pre intervald¢ vypocitat v kazdom vrchole hodnoty
stuctu jeho intervalu a minimum prefixovych sti¢tov na jeho intervale, a nasledne vieme zistit hodnotu na nejakom
v intervale v ¢ase linedrnom od hibky stromu (podobne ako v interval4ci, rozmyslite si to).

Problém je prave s hibkou tohto stromu (a priddvanim a zmazanim). Potrebovali by sme taky strom, kde je
hibka priblizne logaritmickd a navySe vieme horeuvedené operécie vykonavat dostato¢ne rychlo. Ako odpoved
nam pride treap.

Treap

Treap je, ako ndzov napovedd, strom (tree) aj https://www.ksp.sk/kucharka/halda/ (heap) zaroven. Pred-
stavme si, ze pre kazda poziciu si ndhodne vygenerujeme jej prioritu, a v strome budeme udrziavat pravidlo,
Ze v kazdom podstrome mé najvacsiu prioritu jeho vrchol. D4 sa ukédzat, Ze pre dané poradie vrcholov (ako
v strome opisanom vyssie) a prioritu vrcholov, existuje prave jeden tvar, ktory strom mus{ mat, a zdrover, ak
priority vyberame nahodne, bude hibka stromu O(log V') kde V je pocet vrcholov.

Mohli by sme sa teraz zastavit a spytat sa “pockat, ale preco prave treap? Je to jediné riesenie?”, a odpoved
je: nie, ale je pomerne prijemny na implementéciu, ako mézete vidiet v https://www.ksp.sk/kucharka /treap/.

MozZete si v8imnit, Ze sice vacSina implementécii treapov ktoré ndjdete (napriklad v kuchdrke) pouZiva
treap ako bindrny vyhladavaci strom, kde st prvky zoradené od najmensieho po najviac¢si. V nasom pripade
vsak prvky chceme mat zoradené podla poradia v postupnosti. Na to vsak netreba robit velké zmeny. Staci
¢i je pred nim aspon k prvkov.

Hlavné dve funkcie treapu (pomocou ktorych vieme uz v principe vSetko ostatné potrebné implementovat),
ako v kuchérke moézte vidiet st split a merge. V https://www.ksp.sk/kucharka/treap/ ndjdete ako tieto funkcie
implementovat, ale my si tu v skratke opiSeme ¢o robia a ako ich pouzit na implementéciu pridaj a zmaz.

Split
Prvou z nich je split, ktora zoberie treap a ¢islo 0 < k a vrati dva treapy: prvy obsahujuici prvych k pozicii
vstupného treapu, a druhy obsahujici ostatné pozicie. (Na obrdzku p oznacuje prioritu vrcholu.)
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Split vieme naprogramovat jednoduchou rekurzivnou funkciou (ako tiez mozno vidiet v kuchédrke) zobrazenou
na nasledovnom pseudokdde.

Split(T, k):

Ak k = 0, vrat (prazdny treap, T)

Ak veTkost(T) je najviac $k$, vrat (T, prazdny treap)

Ak velkost(T -> prvy syn) je najviac k
T1, T2 je vysledok z Split(T -> prvy syn, k)
Vymeii prvého syna stromu T za T2 a vrat (T1, modifikovany T)

Ak velkost(T -> prvy syn) je viac ako Kk,
T1, T2 je vysledok z Split(T -> druhy syn, k - 1 - (velkost(T -> prvy syn))
Vymeii druhého syna stromu T za Tl a vrat (modifikovany T, T2)

Vsimnime si, ze si chceme okrem informaécii o stictoch a minim prefixovych sictov pre jednotlivé podstromy
navyse udrzovat informéciu o velkostiach jednotlivych podstromov. KedZe pri funkcii split sa meni najviac
“hibka stromu”!7 podstromov, a preto ndm staci tieto informdcie (ndpodobne ako pri intervalac¢i) zmenit len
raz v kazdej vrstve rekurzie funkcie.

Merge

Druh4 funkcia na ktorej treap stoji je merge. T4 zoberie na vstupe dva treapy (reprezentujice dve postupnos-
ti) a vrati jeden treap reprezentujici zretazenie ich postupnosti. Priklad tejto operdcie vidime na nasledovnom

obrazku.
SN
& (& Merge
4o e

Vieme ju, podobne ako split naprogramovat pomocou jednoduchej rekurzivnej funkcie, ako vidime na nasle-
dovnom pseudokdde.

Merge(T1, T2)
Ak T1 je prézdny treap, vrat T2. Ak je T2 prézdny treap, vrat T1.
Ak priorita(T1l) > priorita(T2)
Vymeii druhého syna Tl za visledok Merge(T1 -> druhy syn, T2) a vrat modifikovany T1
Inak, vymedi prvého syna T2 za vysledok Merge(T1l, T2 -> prvy syn) a vrat modifikovanj T2

Vsimnite si, Ze podobne ako pri split, aj pocet rekurzivnych volani pri merge nepresiahne hibky T1 a T2,
a teda najviac tolkym podstromom treba aktualizovat hodnoty.

Ako to teda vyriesit?

Podme si to celé dat dokopy. Pre kazdy vrchol v treape si chceme pamétat nasledovné informacie:

o Priorita (ndhodne vygenerovand)

e Prvok postupnosti na pozicii odpovedajicej vrcholu

e Velkost podstromu

e Stcet pozicii na intervale odpovedajicom podstromu

e Minimum z prefixovych sictov na intervale odpovedajicom podstromu

170 ktorej vieme ocakavat Ze je O(log V) ak priority volime ndhodne
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Vzdy ked sa vrchol, alebo jeho synovia zmenia, updatneme posledné tri informécie (sicet a minimum vypo-
¢itame tak, ako v intervalaci).

Pozrime sa najskor na to, ako do existujiceho treapu, oznac¢me to T, pridat prvok p na poziciu ¢. Sta¢i ndm
pouzit split a merge, tak Ze si rozdelime treap na prvky “pred” a “za” novopridanym prvkom, a nasledne pomocou
mergu, uz treap “zlepime” dokopy spolu s novym prvkom. Mézeme to vidiet na nasledovnom pseudokédde:

T1, T2 = split(T, i)
T = merge(T1, merge(treap(p), T2))

kde treap(p) je jednoprvkovy treap reprezentujtci postupnost p.

Zmazanie intervalu od z po k (vratane) vieme implementovat podobne, tak Ze si najskor rozbijeme treap na
tri treapy — reprezentujice pozicie pred intervalom, pozicie v intervale, a pozicie za intervalom, a prvy a treti
zlepime merge-om spéat dokopy.

T1, T2 = split(T, z)
T2, T3 split(T2, k - z + 1)
T = merge(T1, T3)

Aby sme nezabudli na query zmen, tu vieme implementovat bud cez skombinovanie zmaz a pridaj, alebo
priamo rekurzivnou funkciou — podobne ako update v intervalaci, ktort nechdvame ako tlohu na zamyslenie.

No, a na koniec, ked dostaneme pociatocny refazec, vieme z neho vytvorit treap napriklad pomocou n
operacii pridaj na koniec.

Casova zlozitost je O((n + ¢)log(n + ¢))'®, a pamit ndm staci O(n).

Plny pocet bodov — nebojte sa lenivého treapu

V poslednej sade nam prisla posledna z operacii reverzni. Tato operacia vyzera na prvy pohlad zdkerne, ale
nastastie, ukaze sa, Ze na nu staci treap a nemusime vymyslat divokejsie datové struktuary.

S predpokladom, ze ideme upravovat nejaky treap, podme sa najskor zamysliet, ako sa ndm zmeni vysledok
pre nejaky interval, ak ho cely reverzneme. Ako sme si uz predtym vsimli, ak nejaky interval rozdelime na
podintervaly, ak vieme pre ne hodnoty si¢tov a minim prefixovych siactov, vieme z toho poskladat vysledok na
celom intervale. Konkrétne sa pozreme na jeho novy sticet a minimum prefixovych stuctov.

Sucet, prirodzene, ostava ten isty. Zato nové minimum prefixovych suctov bude minimum sufizovych suc-
tov'?. Sice ich nevieme spoéitat priamo z minima prefixovych siétov, vimnite si, Ze podobne ako minim4
prefixovych suctov, ich vieme “poskladat” zo stctov, a minim sufixovych suctov pre postupnost.

Konkrétne, ak vieme ze postupnost x;,, ..., z;, mé sucet s; a minimum sufixovych suctov Sy, a postupnost
Tiyt+1s---,Ti; MA stCet s a minimum sufixovych sictov Sy, potom je minimum sufixovych stctov postupnost
Liyy e Tigy Ligtls - - - Tiy tovné min(Sa, so + S1).

Mohli by sme si teda v kazdom vrchole aj zapamitat minimum sufivovych sictov na prislusnom intervale.

Teraz vieme, ako sa ndm meni vysledok pre obrateny interval, tak podme sa zamyslief nad tym, ako by sme
mohli obrétit (pre zaciatok) cely treap. Pozrime sa na priklad reverzu. Pre prehladnost sme aj reverznutému
stromu ponechali povodné indexy v postupnosti

Vsimnite si, ze reverznuty treap je vlastne zrkadlovy obraz pévodného. Vieme ho tak dosiahnut tak, ze
v kazdom podstrome vymenime prvého a druhého syna, ako ilustruje nasledujici obrazok.

185 dostatoéne velkou pravdepodobnostou, ak priority naozaj generujete dostatoéne ndhodne
19skoro prefixové siiéty, ale odzadu
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Vedeli by sme teda, rekurzivne otocit cely strom (a vzdy tieZ vymenit hodnotu minim sufixovych a prefixo-
vych sictov) v linedrnom case od jeho velkosti. To je vsak prilis pomalé.

Odpovedou je lenivost — nemenme veci, kym nemusime. Namiesto toho aby sme otacali cely strom naraz,
zaznacme si, v jeho koreni, Zze ho chceme otocit. Ked sa do korena nabudiice pozrieme, oto¢ime jeho synov
a vymenime hodnoty prefixovych a sufixovych stctov, a zaznac¢ime si do synov, ze ked do nich nabudice prideme
maji byt otodeni. Napodobne, vzdy ked déjdeme do vrcholu v ktorom mame zaznadené, Ze ho treba otogit2’,
mu vymenime deti a prislusné hodnoty minim a deti (ak nejaké md) oznaéime lazy flagom, Ze ich treba tiez
otodit. Vsimnite si, ze takto vzdy odpovieme spravnu hodnotu (kedZe nepotrebujeme otécat cely strom, aby sme
ziskali hodnotu pre otoéeny podstrom), a zaroven nam to zaberie najviac konstatne-krat viac operacii (oto¢ime
hodnoty v jednom vrchole len vtedy keby sme s nim aj tak interagovali).?’.

A ¢o s tym, ked nemame cely treap, ale chceme iba otocit jeho ¢ast? Vieme pouzif nase ndpomocné funkcie
split a merge — interval, ktory chceme otocit “vysekneme” z treapu pomocou splitu, oznac¢ime jeho koren, ze ho
bude treba otocit, a pomocou merge zlepime strom nanovo, ako je zobrazené na nasledujicom pseudokéde na
otocenie intervalu medzi z a k (vratane).

T1, T2 = split(T, z)
T2, T3 = split(T2, k - z + 1)
T2 -> otoCit = true
T = merge(T1, merge(T2, T3))

Pozor si treba dévat na to, ze do funkcii split a merge treba implementovat, aby oto¢ili podstrom(y) do
ktorého/ych sa funkcia pozerd, ak st ozna¢né na otocenie.

Takto dostaneme vzorové riesenie v rovnakom case aj paméti ako aj riesenie bez reverzu.

Zaverecnd otdzka na zamyslenie: vedeli by sme funkciu reverzni implementovat v intervalovom strome?

Listing programu (C++)

#include<bits/stdc++.h>
using namespace std;

#define FOR(i,n) for(int i=0;i<(int)n;i++)
#define FOB(i,n) for(int i=n;i>=1;i--)
#define MP(x,y) make_pair ((x),(y))

#define ii pair<int, int>

#define 11i long long int

#define 1d long double

#define ulli unsigned long long int

#define 1ili pair<11li, 11i>

#ifdef EBUG

#define DBG if (1)
#else
#define DBG if (0)

20zvy¢ajne sa to oznacuje ako “lazy flag”
21Cely pristup je podobny ako v lazy-propagécii intervalového stromu, vid https://www.ksp.sk/kucharka/lazy intervalovy stro-

m/
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#endif

#define SIZE(x) int(x.size())

const int infinity = 2000000999 / 2;

const long long int inff = 4000000000000000999;

typedef complex<long double> point;

template<class T>
T get() {
T a;
cin >> a;
return a;

template <class T, class U>

ostream& operator<<(ostream& out, const pair<T, U> &par) {
out << "[" << par.first << ";" << par.second << "]";
return out;

template <class T>
ostream& operator<<(ostream& out, const set<T> &cont) {
out << "{";
for (const auto &x:cont) out << x << ", ";
out << "}";
return out;

template <class T, class U>

ostream& operator<<(ostream& out, const map<T,U> &cont) {
out << "{";
for (const auto &x:cont) out << x << ", ";

out << "}"; return out;

template <class T>
ostream& operator<<(ostream& out, const vector<T>& v) {
FOR(i, v.size()){
if (i) out << ",";
out << v[il;
}
out << endl;
return out;

}

bool ccw(point p, point a, point b) {
if ((conj(a - p) * (b - p)).imag() <= 0) return false;
else return true;

3

struct node {
int value, key;
int mini, minsuf, sum, size;
bool lazy;
node *prvy, *druhy;

node (int vl, int ke, node *p, node *s, bool flag): value(vl), key(ke), lazy
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— (flag), prvy(p), druhy(s) {

sum = (prvy == NULL ? O : prvy -> sum) + (druhy == NULL ? O : druhy ->
<~ sum) + value;

if (prvy == NULL) {

mini = min(0, value);
if (druhy != NULL) {
mini = min(mini, value + get_min(druhy));
}
}
else {
mini = min(0, min(get_min(prvy), prvy -> sum + value));
if (druhy !'= NULL) A
mini = min(mini, prvy -> sum + value + get_min(druhy));
}
}
if (druhy == NULL) {
minsuf = min(0, value);
if (prvy != NULL) minsuf = min(minsuf, value + get_sufmin(prvy));
}
else {
minsuf = min(get_sufmin(druhy), druhy -> sum + value);
if (prvy != NULL) minsuf = min(minsuf, druhy -> sum + value +
— get_sufmin(prvy));
minsuf = min(0, minsuf);
}
size = 1 + (prvy == NULL ? 0 : prvy -> size) + (druhy == NULL ? O

— druhy -> size);

}

node *reverse() {
return new node(value, key, prvy, druhy, !lazy);

3

node *propagate_lazy() {
if (!'lazy) return this;

return new node(value, key, (druhy != NULL ? druhy -> reverse() : druhy)
— , (prvy != NULL ? prvy -> reverse() : prvy), 0);
¥
void print(int id, string k = "") {
cout << k << "Node #" << id + (prvy == NULL ? 0 : prvy -> size) << ":["
— << value << ", " << key << "Jjlazy?," << lazy << " sizey=4" <<
— size << " (min,g sufmin)_ =, (" << mini << ",_," << minsuf << ") sumg,
— =" << sum << endl;
if (prvy '= NULL) {
cout << k << "Firsty{" << endl;
prvy -> print(id, k + "\t");
cout << k << "}" << endl;
}
if (druhy !'= NULL) A
cout << k << "Secondy{" << endl;
druhy -> print(id + (prvy == NULL ? O : prvy -> size) + 1, k + "\t")
—
cout << k << "}" << endl;
}
}
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int get_min(node *T) {

if (T == NULL) return O;

return (T -> lazy ? T -> minsuf : T -> mini);
}
int get_sufmin(node *T) {

if (T == NULL) return O;

return (T -> lazy ? T -> mini : T -> minsuf);

node *merge (node *S, node *T) {

}

if (S == NULL) return T;
if (T == NULL) return S;
S = 8 -> propagate_lazy();

T

T -> propagate_lazy();

if (8 -> key > T -> key) {
node *newsec = merge(S -> druhy, T);
return new node(S -> value, S -> key, S -> prvy, newsec, S -> lazy);
}
node *newfir = merge(S, T -> prvy);
return new node(T -> value, T -> key, newfir, T -> druhy, T -> lazy);

pair<node *, node *>split(node *T, int pos) {

}

if (T == NULL) return {NULL, NULL};

if (pos == 0) return {NULL, T};

if (T -> size < pos) return {T, NULL};
T = T -> propagate_lazy();

if ((T -> prvy == NULL ? 0 : T -> prvy -> size) >= pos) {
auto res = split(T -> prvy, pos);
return {res.first, new node(T -> value, T -> key, res.second, T -> druhy
— , T -> lazy)};

auto res = split(T -> druhy, pos - (T -> prvy == NULL ? O : T -> prvy ->
— size) - 1);

return {new node(T -> value, T -> key, T -> prvy, res.first, T -> lazy), res
<~ .second};

ii solve_interval(node *T, int z, int k, int sumpred) { // returns {minval, sum}

if (T == NULL) return {sumpred, sumpredl};
T = T -> propagate_lazy();

DBG cout << "In," << T -> key << "interval,[" << z << " " << k << "),
— sumpred,=_" << sumpred << endl;

if (z >= k) return {sumpred, sumpred};

if (z > T -> size || k <= 0) return {sumpred, sumpredl;

if (z <= 0 && T -> size <= k) return {sumpred + T -> get_min(T), sumpred + T
s => sum};

auto from_first = solve_interval(T -> prvy, z, k, sumpred);
DBG cout << "[In_ " << T -> key << "] From,firstysongreturns," << from_first
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— << endl;

if (T -> prvy != NULL && k <= T -> prvy -> size) return from_first;

if ((T -> prvy != NULL ? T -> prvy -> size : 0) < z) return solve_interval(T
— =-> druhy, z - 1 - (T -> prvy == NULL ? 0 : T -> prvy -> size), k - 1
— - (T -> prvy == NULL ? 0 : T -> prvy -> size), sumpred);

int minsofar min(from_first.first, from_first.second + T -> value);

int sumsofar = from_first.second + T -> value;
auto from_second = solve_interval(T -> druhy, z - 1 - (T -> prvy == NULL ? O
— ¢ T -> prvy -> size), k - 1 - (T -> prvy == NULL ? 0 : T -> prvy ->

<~ size), sumsofar);

DBG cout << "[In_," << T -> key << "], From,second,vraciay
— endl;

return {min(minsofar, from_second.first), from_second.second};

" << from_second <<

}
node *swap_val(node *T, int p, int nv) {
if (T == NULL) return T;
T = T -> propagate_lazy();
if (p < (T -> prvy == NULL ? 0 : T -> prvy -> size)) return new node(T ->
— value, T -> key, swap_val(T -> prvy, p, nv), T -> druhy, T -> lazy);
if (p == (T -> prvy == NULL ? 0 : T -> prvy -> size)) return new node(nv, T

— -> key, T -> prvy, T -> druhy, T -> lazy);
return new node(T -> value, T -> key, T -> prvy, swap_val(T -> druhy, p - 1
— - (T -> prvy == NULL ? O : T -> prvy -> size), nv), T -> lazy);
}

node* insert_node(node *T, int p, int nv, int key) {
if (T == NULL) return new node(nv, key, NULL, NULL, O);
T = T -> propagate_lazy();
if (key > T -> key) {
auto prel = split(T, p);
return new node(nv, key, prel.first, prel.second, 0);

}

if (p <= (T -> prvy == NULL ? 0 : T -> prvy -> size)) {
return new node(T -> value, T -> key, insert_node(T -> prvy, p, nv, key)

— , T -> druhy, T -> lazy);

}

return new node(T -> value, T -> key, T -> prvy, insert_node(T -> druhy, p -
— (T -> prvy == NULL ? O : T -> prvy -> size) - 1, nv, key), T -> lazy)
—

3

node *erase_interval (node *T, int a, int b) {
auto splitl = split(T, a);
auto split2 = split(splitl.second, b - a);
return merge(splitl.first, split2.second);

3

node *reverse_interval (node *T, int a, int b) {
auto splitl = split(T, a);
auto split2 = split(splitl.second, b - a);
return merge(splitl .first, merge((split2.first != NULL ? split2.first ->
— reverse() : NULL), split2.second));
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int main() {
cin.sync_with_stdio(false);
cout.sync_with_stdio(false);

int n = get<int>();
int q get<int>();

string r = get<string>();

node *root = NULL;

FOR(i, n) {
root = insert_node(root, i, (r[i] == 'V' ? 1 : -1), rand()
DBG root -> print(0);

DBG cout << "Queries:_ " << endl;

FOR(i, q) {
string query = get<string>();
if (query == "vysledok") {
int a = get<int>();
int b = get<int>() + 1;
ii res = solve_interval(root, a, b, 0);
DBG cout << "res_ =" << res << endl;
cout << (- res.first) + (res.second - res.first) + (b
}
else if (query == "vymen") {
int a = get<int>();
int b = (get<char>() == 'V' 7 1 : -1);
root = swap_val(root, a, b);
}
else if (query == "pridaj") {
int a = get<int>();
int b = (get<char>() == 'V' 7 1 : -1);
root = insert_node(root, a, b, rand());
}
else if (query == "zmaz") {

int a = get<int>();
int b = get<int>() + 1;

root = erase_interval(root, a, b);
}
else if (query == "reverzni") {
int a = get<int>();
int b = get<int>() + 1;
root = reverse_interval(root, a, b);
}
DBG if (root != NULL) root -> print(0);

DBG cout << "Endof query," << i << ":," << query << endl;

)

- a) << endl;
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