Geometria — poznamky z prednasky

Body a vektory
Bod aj vektor reprezentujeme ako dvojicu ¢isel — x-ovil a y-ovia stradnicu. Na tychto dvojiciach mézeme
definovat dodato¢né operécie, ako napriklad séitanie a od¢itanie.
(@1, 1) + (22, 92) = (1 + 22,91 + Y2)
(z1, 1) — (22,92) = (21 — 22,91 — Y2)

Plati pri tom, zZe sticet dvoch vektorov je vektor, rozdiel dvoch vektorov je vektor, sii¢et bodu a vektoru je
bod a rozdiel dvoch bodov je vektor.
Napriklad A — B je vektor, ktory vedie z bodu B do bodu A.

Skalarny sacin
Skaldrny sacin (angl. dot product) je opericia na dvoch n-rozmernych vektoroch, ktort pozndme uz z
algebry. Vysledkom tejto operécie je ¢islo (Gize skaldr a nie vektor). Skaldrny suéin ozna¢ujeme bodkou. Nech
U= (u1,...,un) a V=_(v1,...,0,). Potom
U-V =ujv; +ugve + - + upv,

Zéroven, ked 6 je uhol, ktory zvieraju vektory, tak plati

U-V =|U[l-|[V]- cost

kde || X|| oznacuje dizku vektora X.

——

|A| cosé

Skalarnym stcinom vieme zistovat dizku vektora (U - U = ||U||?), vieme overovaf, ¢ st dva vektory kolmé
(ked U -V = 0), rozhodovat, ¢ kolinedrne vektory ukazuji rovnakym alebo opa¢nym smerom (podla znamienka
skaldrneho su¢inu). Neskor si ukdzeme, ako vyuzit skaldrny stcet pri vypocte vzdialenosti bodu od priamky
alebo na najdenie péty kolmice na dand priamku vedtcu cez dany bod.

Skaldrny su¢in ma mnohé vyuzitia v strojovom uceni aj dalsich oblastiach matematiky, fyziky a informatiky.

Priklad 1.a
Maéame body A, B, C leziace na jednej priamke. Zistite, ¢i bod C' lezi na tisecke AB.

RieSenie 1.a
Spoéitame z = (A — C) - (B — C). Ak ndm vyjde zdporné x, bod C lezi vo vnitri Gsecky. Ak kladné, bod
lezi mimo tsecky. Ak je x nula, C je totozny s jednym z bodov A, B.

Vektorovy sucin

strana 1 z 8



Na rozdiel od skaldrneho stéinu, vektorovy stcin (angl. cross product) je definovany len v troch rozmeroch.
Matematicka definicia je

(ul, Uz, Ug) X ('Ul, Va2, 1)3) = (’LLQ’Ug — U3V2,U3V1 — U1V3, U1V — Ug’Ul)

Vysledkom vektorového sucinu dvoch vektorov je vektor, ktory je kolmy na oba vektory a jeho dlzka je rovna
obsahu tvoruholnika ((0,0), U, U4V, V). (Existuji dva opacéné vektory s takouto dizkou, ak chceme zistit, ktory
z nich je spravny, pouzijeme pravidlo pravej ruky. Ukazovak ukazuje v smere prvého vektory, prostrednik v smere
druhého a palec bude ukazovat v smere vektorového stiéinu.)

axb

Specialne ak stt povodné vektory linearne zavislé, je vysledkom vektorového sti¢inu nula (t.j. vektor (0,0, 0)).

Pre nas je najdolezitejsi vektorovy sucin v dvoch rozmeroch, teda pre ug = v = 0. Potom U x V =
(0,0, uyvy — ugvy). Zaujimava je orientovana dizka vysledného vektora, Gize ujvs — ugv;. Ked budeme hovorit o
vektorovom suéine ako o ¢isle, budeme mat namysli hodnotu uive — ugv;.

Na ¢o je teda vektorovy sucéin dobry? Opiit nim dokaZzeme zistit nie¢o o uhle medzi vektormi.

U x V][ =[[U]]- V]| - sin®

Ak st vektory kolinedrne (ukazuji rovnakym alebo opaénym smerom), je vysledok 0. Ak je V' nalavo“ od
U, je ich vektorovy sicin kladny, a ak je V' ,napravo” od U, je ich vektorovy stc¢in zaporny.

Vdaka tomu vieme zistovat, ¢i dany bod lezi na danej priamke, ¢i je bod vo vnitri konvexného n-uholnika,
¢i sa dve tsecky pretinaji, ¢ je bod vo vnutri lubovolného n-uholnika a mnoho dalsich veci.

Priklad 2.a
Maéame dany bod P a priamku prechddzajicu bodmi AB. Zistite, ¢i sa bod nachddza na priamke, nalavo od
nej alebo napravo od nej (ked sa pozerame v smere z A do B).
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Priklad 2.b

Méme dany bod P a konvexny n-uholnik s vrcholmi Ay, ..., A,. Zistite, ¢ je bod vo vnitri n-uholnika.
Priklad 2.c

Mame dané dve tsecky AB a CD. Zistite, ¢i sa pretinaja.
Priklad 2.d

Maéame dany bod P a Iubovolny n-uholnik s vrcholmi Aq, ..., A,. Zistite, ¢ je bod vo vnutri n-uholnika.

Riesenie 2.a
Spocitame (B — A) x (P — A). Ak vyjde 0, bod lezi na priamke. Ak vyjde kladné éislo, bod P je nalavo, ak
vyjde zaporné ¢islo bod je napravo.

Riesenie 2.b
Spocitame x; = (A;+1 — A;) X (P — A;) (pricom A, 41 = Ay). Ak st vSetky hodnoty kladné, alebo vSetky
zaporné, bod P je vo vnutri.

RieSenie 2.c

Overime, ¢i tse¢ka AB pretina priamku C'D a tsecka C'D pretina priamku AB. Overenie prvej podmienky
spravime napriklad tak, Ze sa pozrieme na vektorové suciny (A — C) x (D — C) a (B — C) x (D — C). Tieto
musia mat opa¢né znamienka, resp. ich suéin musi byt zaporny.

Riesenie 2.d

Ak je bod P vo vnutri, kazda polpriamka, ktora v nom zacina pretina n-uholnik neparny pocet krat. Ak je P
vonku, tak je pocet pretnuti vzdy parny. Takze pocitame spocitame priese¢niky nejakej polpriamky s hranami
n-uholika. Treba si v8ak dévat pozor na pripady, kedy vrcholy n-uholnika lezia na priamke.

Zatial sme sa pozerali len na znamienko vektorového sti¢inu. Ked sa vSak pozrieme na jeho hodnotu (dizku
vektora) budeme schopni spoéitat mnoho dalsich veci suvisiacich s obsahmi.

Priklad 2.e — Obsah n-uholnika
Mate zadany n-uholnik. Spocitajte jeho obsah.

Priklad 2.f
Mate zadany n-uholnik. Spocitajte, kde sa nachadza jeho taZisko.

RieSenie 2.e — Obsah n-uholnika

Pomocou vektorového stéinu dokézeme lahko spoéitat obsah trojuholnika ABC'. Je to [(B—A) x (C'— A)|/2.
Vdaka tomuto vztahu vieme spoéitat aj obsah konvexného n-uholnika. Staci si n-uholnik rozdelit na trojuholniky
a séitat ich obsahy.

B

Pokial z vyrazu vynechame absolitnu hodnotu, dostaneme takzvany orientovany obsah. Jeho znamienko
bude kladné, ak body utvaru boli udané proti smeru hodinovych ruciciek a zdporné v opacnom pripade. Vdaka
tomu dokazeme spocitat obsah Iubovolného, aj nekonvexného n-uholnika. Zatial predpokladajme, Ze vrcholy
n-uholnika méme zadané v poradi proti smeru hodinovych rucic¢iek. Ukazeme si to na obrazkoch 1, 2 a 3. N
moze byt lubovolny bod, viésinou sa kvoli pohodlnosti vyberd bod (0,0).

Predstavme si, Ze sme hrany n-uholnika natreli zvnttra zelenou farbou a zvonka ¢ervenou. Ked sa pozrieme
na n-uholnik s Tubovolného bodu N, niektoré hrany uvidime z dervenej strany a niektoré so zelenej. Teraz si
potrebujeme uvedomit dve pozorovania (stéle predpokladédme, Ze vrcholy n-uholnika mame zadané v protismere
hodinovych ruciciek).
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Obr. 1: Obsahy trojuholnikov NAB, NBC, NCD.

C

A

Obr. 2: Zaporné obsahy trojuholnikov NDE, NEF, NFA.

C

Obr. 3: Vysledny obsah.

e Hranu AB vidime zo zelenej strany, pokial vektorovy stc¢in (A — N) x (B — N) je kladny a z ¢ervenej
strany pokial je zdporny.

e Ked séitame obsahy trojuholnikov NXY, kde XY je zelend hrana n-uholnika, a od¢itame obsahy troju-
holnikov NXY, kde XY je Cervena hrana n-uholnika, dostaneme obsah n-uholnika.

Dokazy oboch pozorovani si rozmyslite sami. Tieto tvrdenia nasledne mozeme vyuzit na vyrieSenie dlohy.
Vo v8eobecnosti spocitame obsah n-uholnika nasledovne. Predstavime si kazdy vrchol n-uholnika ako vektor A;
veduci z bodu (0,0) do daného vrchola. Potom obsah n-uholnika je

3

n
Ai+1 X A7
=1

2
pricom A, 11 = A
Vo vypocte z vysledného obsahu spocitame absolitnu hodnotu. Totiz ak by sme mali zadané vrcholy n-
uholnika v smere hodinovych ruciciek, vysiel by ndm vysledny obsah zaporny.

Riesenie 2.f
Tazisko trojuholnika vieme spoéitat (aritmeticky priemer jeho vrcholov). Vezmeme vSetky trojuholniky,
ktorych obsahy sme poéitali v predoslom cviceni, kazdému spocitame tazisko a vysledok bude vahovany priemer
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tychto tazisk. Vaha jedného faziska bude orientovany obsah trojuholnika.

Konvexny obal

Konvexny obal mnoziny A je prienik vSetkych konvexnjch nadmnozin A. Specidlne konvexny obal konecnej
mnoziny bodov v rovine je konvexny k-uholnik. Zaroven je konvexny obal n-bodov titvar s najmensim obvodom,
ktory obsahuje vSetkych n bodov.

Tento n-uholnik dokézeme najst v case ©(nlogn). (Ukazovali sme si, Ze vo vSeobecnosti sa konvexny obal
n bodov neda nédjst v ¢ase lepSom ako triedenie n ¢isel.)

Na prednéaske sme si ukazovali dva algoritmy. Algoritmy funguji na principe dynamického programovania,
t.j. snazia sa najprv spocitat konvexny obal jedného bodu, potom dvoch bodov, troch bodov, atd, az kym
nenajdu konvexny obal celej mnoziny.

Horny a dolny obal

Tento algoritmus najde osobitne horny obal vSetkych bodov, teda najnizsiu konkavnu lomenu ciaru, pod
ktorou sa nachadzaju vSetky body. Podobne dolny obal bude najvyssia konvexné lomena ¢iara, nad ktorou sa
nachéadzaju vsetky body.

Horny obal ndjdeme takto. Vytvorime si prdzdny zoznam B, v ktorom na konci chceme mat horny konvexny
obal. Utriedime vSetky body, ktorym hladdme konvexny obal, zlava doprava (t.j. prioritne podla xz-ovej stiradnice
a v pripade remizy podla y-ovej). Oznacime si utriedent postupnost bodov Ay, ..., A,.

Teraz budeme postupne poé¢itat horny obal najlavejsich & bodov pre k € {1..n}. KaZdy z tychto obalov je
nejakd lomend ¢iara, ktord spaja niektoré z prvych k vrcholov. Postupnost vrcholov na obale prvych k bodov
budeme oznacovat obal(k).

obal(k) vzdy obsahuje Aj. obal(1) = {A;}. Pre k > 1, obal(k) obsahuje nejaky zaciatok postupnosti obal (k —
1) a potom prvok Aj. obal(k) dokdzeme skonstruovat tak, Ze zoberieme By, . .., By, postupnost bodov predoslého
obalu a skontrolujeme, ¢i sa Bj, nenachadza pod Bj_1A. Ak ano, Bj, zmaZeme z postupnosti a overime, ¢i sa
Bj,_1 nenachédza pod useckou Bj,_oAk. A tak pokracujeme, az kym nam neostane v B len jeden vrchol, alebo
kym sa posledny bod B nebude nachadzat nad tseckou spajajicou predposledny bod B a Aj.

obal(4) obal(5) obal(6)
Obr. 4: Horné obaly prvych k bodov pre k € {1..6}

Na urcovanie toho, ¢i sa bod nachadza nad tseckou alebo pod tseckou pouzijeme vektorovy sucin. Y nelezi
pod X Z, pokial (Y — X) x (Z - X) <0.

Algoritmus na spocitanie horného obalu bude teda fungovat nasledovne. Postupne prejdeme vsetky body a
priddme ich do konvexného obalu B. AvSak vzdy pred tym, ako priddme bod A; do obalu, vyhodime vSetky
body, ktoré sa nachadzaji pod hornym obalom bodov Ay, ..., A;. Dolny obal C ndjdeme velmi podobne, staci
prejst body v A v opa¢nom poradi.

A méme vzostupne utriedené body podla x-ovej stradnice

#
B (1,0

v
,C

for a in A:
while len(B) > 1 and cross_product(B[-1]-B[-2], a-B[-2]) >= O:
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obal(7)

Obr. 5: Poéitanie obalu pre k = 7. Zoberieme obal(6) a postupne odstratiujeme body z konca, ktoré sa nachadzajt
pod modrou tseckou.

B.pop()
B.append(a)

for a in reversed(A):
while len(C) > 1 and cross_product(C[-1]-C[-2], a-C[-2]) >= O:
C.popQ)
C.append(a)

Cely konvexny obal dostaneme tak, Ze zrefazime zoznamy B a C bez poslednych prvkov. Takto dostaneme
zoznam vrcholov na konvexnom obale vymenovanych v smere hodinovych ruciciek (takze by sa to v skutoc¢nosti
malo volat konkdvny obal?).

Casova zlozitost je O(nlogn), lebo sme body utriedili. Ak by sme uz mali body utriedené, nadjdeme konvexny
obal v ¢ase O(n). (Kazdy bod najviac raz pridame do obalu a teda ho najviac raz odoberieme.) Vo vSeobecnosti
nevieme hladat konvexny obal rjchlejsie ako triedit. Totiz ak méme pole éisel aq, . . . a,, tak konvexny obal bodov
(a1,a?), (az,a3),...(an,a2) je tvoreny vsetkymi prvkami v utriedenom poradi.

Graham scan

Druhy algoritmus funguje velmi podobne, avSak konsStruuje cely konvexny obal naraz. Najprv najdeme
najlavejsi bod (v pripade remizy najspodnejsi z nich), o ktorom vieme, Ze sa uréite nachddza na konvexnom
obale. Ozna¢me tento bod Ay.

Nésledne utriedime ostatné body Aj,..., A,_1 podla uhla vektora A,_; — Ag s osou y. (MoZeme pouzit
triedenie porovnavanim a namiesto porovndvania sa budeme pozeraf vzdy na znamienko vektorového sucinu
porovnévanych vektorov.)

Nasledne tplne rovnakym spésobom prejdeme tieto utriedené body.

# v A méme vzostupne utriedené body podla uhla,
# Specidlne najlavejsi bod je na prvej pozicii zoznamu

B =[]

for a in A:
while len(B) > 1 and cross_product(B[-1]-B[-2], a-B[-2]) >= O:
B.pop()
B.append(a)

Priamky
Priamky sa daju v programoch reprezentovat réznymi sposobmi.

e dvojica réznych bodov A, B urCuje priamku, ktorad vedie cez oba tieto body
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e dvojica bod a nenulovy vektor, A, U uréuje priamku, ktora vedie cez body A a (A +U)

e dvojica redlnych ¢isel (a,b) popisuje linedrnu funkciu f(z) = ax + b, ktord ma tvar priamky. Kedze zvisla

e trojica redlnych ¢isel (a, b, ¢) popisuje rovnicu az + by + ¢ = 0, ktorej rieSenim st body (z,y) leZiace na
priamke. Zaujimavé je, ze vektor V = (a,b) je kolmy na priamku (a, b, ¢).

V tejto casti si ukdzeme ako spocitat vzdialenost bodu od priamky, ndjst najblizsi bod priamky k danému

bodu a ukézeme si, ako najst prieseénik dvoch priamok. Existuje mnozstvo sposobov, ako tieto veci spocitat,

vicSina z nich je velmi komplikovand a vyZzaduje rozoberanie okrajovych pripadov, my si vSak ukizeme také
postupy, ktoré st elegantné a jednoduché. Pre tieto ticely sa najviac hodi reprezentacia pomocou bodu a vektora.

Priklad 4.a
Majme priamku A,U (prechddzajicu bodmi A a (A+U)) a bod P. Najdite bod priamky, ktory je najblizsi
k bodu P. Tento bod sa vola pita kolmice vedicej cez P.

Priklad 4.b
Majme priamku A,U (prechddzajicu bodmi A a (A+U)) a bod P. Zistite vzdialenost bodu P od priamky.

Priklad 4.c
Majme dve priamky A,U a B, V. Najdite ich priesecnik.

RieSenie 4.a

r/”/’/‘

|A| cos@

~

Pozrime sa na ,tiefi“ ktory vrha vektor (P — A) na priamku. Na konci tohto tiefia je hladany bod. Dizka
tiena je
(P-A)-U

U1

Hladany bod je na pozicii A + HtWU . Po rozpisani dostaneme

t =

(P—A)-U

A
T U

U
Riesenie 4.b

Jeden sposob je spoéitat vzdialenost bodu P a pity kolmice vedtcej cez P. Existuje vsak aj jednoduchsi
sposob. Staéi si uvedomit, ze ||(P — A) x U|| je obsah kosodlznika, ktorého podstava je dlha U a vyska
je vzdialenost bodu P od priamky.

Tym padom vzdialenost P od priamky spocitame ako

(P —A) x U]l
U1
Riesenie 4.c

Vsetky body leziace na prvej priamke maji tvar A 4 tU pre nejaké redlne ¢islo k. Podobne body leziace na
druhej priamke maji tvar B + sV.
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Pre priesecnik priamok teda plati

A+tU=B+sV
tU—-sV=B—-A

tU, — sV, =B, — Ay
tUy — sVy =B, — A,

Vynésobime prvi rovnicu V,, druhtt -V, a s¢itame ich.

(U, v, - U,V, = B,V, — B,V, — (A, V, — A, V)
Predstavme si body A,B ako vektory veduce z (0,0) do danych bodov.

t(UxV)=BxV-AxV
4 — BxV—-AxV
B UxV
Ked pozname t, ndjdeme prieseénik priamok ako A + tU. VSimnime si, Zze pokial ¢ € (0,1) tak priesecnik
lezi na tsecke z A do (A + U). Lahko by sme zovSeobecnili postup na hladanie priese¢nikov tseciek.
Tiez si vSimnime, ze U x V je nula, ak st priamky rovnobezné. Vtedy priesecnik nie je definovany.
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