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Vzorové riesenia 1. kola letnej cCasti

Kubik (kubik@ksp.sk)
1. Treba zacat kuarit (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Ulohou bolo zo sdhovice dlzky L = 2" nalamat také kusy, aby sme si vedeli vyskladat kopku, resp. sahovicu
dlzky k.

Najdolezitej$im pozorovanim je fakt, Ze lamanim sdhovice na polovice vieme postupne dostat sdhovice vSet-
kych dlzok mocniny dvojky (1,2,4,8,...).

Potrebujeme teda éislo k vyskladat iba z mocnin dvojky. Jeden z takychto rozkladov dostaneme, ak sa
pozrieme na zapis &isla k v dvojkovej ststave!. Za kazdu jednotku v tomto zapise vezmeme mocninu dvojky
prislichajiucu danému radu. Napriklad ak k = 22, dostaneme:

k=22=10110 =2*+22+2' =16 + 4+ 2.

Takyto rozklad ¢isla na sudet mocnin dvojky mé jednu pekni vlastnost: kazda mocnina dvojky sa v tiom
vyskytuje nanajvys raz. Ak by teda chcel LomiZzaba nalamat sdhovicu na takéto kusy, mohol by to robit nasle-
dujicim algoritmom:

0. Ak k = L, netreba ni¢ lamat, moze skondit.

1. Kym nema kus dizky 1, lame vzdy najkratsi kus dreva, ktory prave ma.

2. Po skonceni kroku 1 mé po jednom kuse dreva dizok %, %, %, ...,8,4,2 a dva kusy dlzky 1. KedZe z kazdej
mocniny dvojky mé aspon jeden kus, moze spomedzi nich vybraf tie, ktoré potrebuje.

KedZe na za¢iatku ma najkratsi (a jediny) kus dreva dizku L = 2" a kazdym zlomenim sa najkratsi kus
skrati na polovicu, v kroku 1. tohto algoritmu potrebuje Lomizaba n lamani. Ak vSak bindrny zapis ¢isla k kon¢i
nulami (ich pocet ozna¢me x), nepotrebujeme = najmensich mocnin dvojky. V kroku 1. nasho algoritmu teda
moZe Lomizaba prestaf lamaf uz v momente, ked mé najkratsi kus dreva dlzku 2* (najmensia mocnina dvojky,
ktort potrebujeme), ¢im usetri poslednych z ldmani. Sta¢i mu teda n — z ldmani.

Neda sa to vsak nejakym inym spésobom na menej? Ukazeme, Ze nie. Z toho, Ze binarny zapis ¢isla k kon¢i
z nulami, vyplyva, Ze ¢islo k je delitelné 2*. Z toho, Ze pred tymito x nulami je uz jednotka, vyplyva, Ze k nie je
tieto mocininy st nasobkami 2°!. Na vyskladanie sahovice dlzky k teda nutne potrebujeme aspoii jeden kus
dreva dlhy 27, alebo krat$i. A na to, aby sme z kusu dizky L = 2" ziskali kus dlzky 2% (alebo kratsi) potrebujeme
aspon n — x lamani.

Na vyrieSenie nasej llohy nam teda staci zistit, kolkymi nulami kon¢i bindrny zapis ¢éisla k a vypisat n minus
tento pocet. Ako tento pocdet nul zistime? Ked je na konci éisla v bindrnom zapise nula, znemand to, Ze je
delitené 2. Ak st tamm dve nuly, tak je delitelné 4. Vo vSeobecnosti ak je tam z nil, tak dané ¢islo je delitelné
2%, Sta¢i ndm teda zistit, kolkokrat sa d& k bezo zvysku vydelit dvomi.

Listing programu (Python)

#!/usr/bin/env python3

t = int (input ())

for _ in range(t):
n, k = map(int, input().split())
# polet nepotrebnych lamani
nelam = 0

# kontrolujeme, C¢i sa na poslednej pozicii bindrnej
# reprezentacie k nachadza 0
while k % 2 == 0:

nelam += 1

k //=2

print (n - nelam)

Thttps://sk.wikipedia.org/wiki/Dvojkov%C3%A1_%C4%8D%C3%ADseln%C3%A1_s%C3%BAstava
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Listing programu (C++)

#include<cstdio>

int main () {
int t;
scanf ("sd.”, &t);
for (int i=0; i<t; i++){
long long n, k;
scanf (”%$11d.%11d."”, &n, &k);
long long nelam = 0;
while (k%2==0) {
nelam ++;
k/=2;
}
printf (”%$11d\n”, n-nelam);

KedZze bindrny zapis ¢isla k ma [log,(k)| 4+ 1 cifier (bitov), ¢asova zlozitost jednej otdzky je O(log(k)) -
pretoZe v najhorSom pripade musime skontrolovat log, (k) bitov. Paméitova zlozitost je O(1).
Bonus pre fajnSmekrov: Existuje aj nasledujice riesenie v O(1):

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

long long n, k;

int t;

int main() {
scanf (”%d"”, &t);
while (t--) {

scanf (”%$11d.%11d”, &n, &k);
long long mnau = k-1;
long long ans = __1g( k ~ (k & mnau) );

printf(”%$11d\n”, n - ans);
}
return 0;
}
Toto rieSenie by bolo tieZ logaritmické, no procesory maju instrukciu pre funkciu __1g (dvojkovy logaritmus
— konkrétne pozicia najvyssej jednotky), ktord umoznuje vypocitat tiato hodnotu v O(1). Upozornenie: funkcie
s __ pred menom si interné funkcie kompildtora, to znamend, Ze ich implementdcia sa moze li$it od kompildtora

ku kompilatoru, a teda nie je ju moc dobré pouzivat v kéde, ktory bude realne niekde bezaf.

Aja (aja@ksp.sk)
2. Uzimeny vecer (max. 12 b za popis, 8 b za program)

O farbach policok

Policka, ktoré maju mat rovnakt farbu ako policko v Tavom hornom rohu, budeme v tomto vzordku volat
biele a policka, ktoré majt maf opacnt farbu, budeme volat cierne. Ak si o¢islujeme riadky a stipce $achovnice
islami 0 az n — 1 tak, Ze lavy horny roh méa stradnice (0,0) a pravy dolny roh mé siradnice (n — 1,n — 1),
biele policka budt mat parny saéet siradnic a ¢ierne neparny?. Ak teda chceme o nejakom polidku zistit, ¢i je
biele alebo ¢ierne, staéi sa pozriet na stcet jeho sturadnic.

Hruba sila

Nagim cielom bolo najst ¢o najmenej poli¢ok, ktoré treba zmenit na to, aby bola Sachovnica len dvojfarebna.
Moézeme teda vyskusat vSetky moznosti — pre vSetky moZnosti, na ktort farbu nakoniec prefarbime biele po-
licka vysktsame vsetky moznosti, na ktort farbu prefarbime ¢ierne policka. Pre kazda taktuto dvojicu farieb si
prejdeme celt Sachovnicu a spocitame, kolko poli¢ok by sme museli prefarbif. Zapaméitame si t moznost, pre
ktort sme toho museli prefarbit najmene;j.

Moznosti, ktora farbu pouZijeme na biele policka je n?, pre kazdd z nich je n? — 1 moznjch farieb pre ¢ierne.
Sktisame teda n? - (n? — 1) moznosti, ¢o je O(n*). Pre kazdi moZnost prechddzame celt sachovnicu velkosti n?,
¢asové zlozitost algoritmu je teda O(n%). Musime si pamétat celti Sachovnicu a zopar premennych navyse, takze
nasa pamétovd zlozitost je O(n?).

2Pri é&islovani od jednotky to plati tiez.
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Polohruba sila

Aby sme nemuseli pre kazda dvojicu farieb prechadzaf celd Sachovnicu, médzeme si pre kazda z n? farieb
spocitat, kolkokrat sa nachddza na bielom policku a kolkokrat na ¢iernom policku. Ked potom chceme pre nejakt
dvojicu farieb zistit, kolko poli¢ok by sme museli prefarbif, sta¢i ndAm od poétu vsetkych policok (n?) odratat
pocet bielych policok, ktoré uz maju spravnu farbu a pocet ¢iernych polic¢ok, ktoré uz maju spravnu farbu.

Casova, zlozitost sa ndm znizi na O(n*). Pévodni sachovnicu si uz pamitat nepotrebujeme, musime si vsak
pamiitat pocet viskytov na bielych a ¢iernych polickach pre kazda z n? farieb. Pamiitova zloZitost teda ostéva

O(n?).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;
int main ()
{

int n;
cin >> n;

//pocty[x] [0] = kolko krat bola farba x na ’bielom’ policku, pocty[x][1] = na ciernom
vector< vector<int> > pocty (n*n, {0,0});

for (int i=0;i<n;++1)
{
for (int j=0; j<n; ++3)
{
int x,farba = (i+7)%2;

cin >> x;
pocty[x] [farbal ++;

}

int best = nxn-1;

for (int biela=0;biela<n#*n;++biela)

{ for (int cierna=0;cierna<nsn;++cierna)
{

if (biela == cierna)
continue; //nemozeme celu sachovnicu premalovat rovnakou farbou

best = min(best,n*n-pocty[biela] [0]-pocty[cierna] [1]);
}
cout << best << "\n”;

return O;

Vzorové riesenie

Jedna farba

Pozrime sa najprv na jednoduchsi pripad, v ktorom by jedna farba Sachovnice bola uz opravena, napriklad
biela, a my by sme potrebovali opravit ta druht.

Maéame na Sachovnici na ¢iernych polickach rozne farby a chceme vybraf jednu, na ktort potom prefarbime
vSetky ostatné ¢ierne policka. Z toho je zrejmé, Ze ak vyberieme farbu, ktora sa na ¢iernych polickach vyskytuje
najviac, budeme potrebovat najmenej prefarbovania. RieSenim by bolo zrataf pre kazdu farbu, kolkokrat sa na
iernych polickach vyskytuje a nésledne vybrat farbu s maximalnym vyskytom (ale nie t1, ktorou st vyfarbené
biele poli¢ka). Staci potom ostatné policka prefarbit na tiu.

Cela sachovnica

Ak by sme chceli predchadzajuce rieSenie pouzit na cel Sachovnicu, narazime na jeden problém. Mohlo
by sa ndm staf, Ze pre biele aj ¢ierne poli¢ka Sachovnice vyberieme rovnaku farbu. To by ale potom nebola
Sachovnica, lebo by bola cela jednofarebna. Tento problém vyrieSime tak, Ze si pre biele aj Cierne policka
najdeme dve najcastejsie sa vyskytujuce farby. Ak sa ndm potom stane, Ze najcastejsie sa vyskytujiaca farba je
pre oba typy policok rovnaké, pre jeden z nich vyuzijeme druht najcastejsiu farbu.

Maéame pritom dve moznosti: bud vezmeme najlepsiu farbu pre biele poli¢ka a druht najlepsiu pre ¢ierne,
alebo najlepsiu pre ¢ierne a druht najlepsiu pre biele. Vyskasame teda obe z nich a vyberieme si ta lepsiu.

Implementacia

Najprv chceme hladat najéastej$iu farbu pre biele aj ¢ierne policka. Mohli by sme pre kazda farbu prejst celt
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sachovnicu a spocitat, kolkokrat sa vyskytuje na oboch typoch poli¢ok. Ak by ale malo kazdé policku int farbu,
trvalo by nam to az O(n? - n?). Vytvorime si preto pole velkosti n?, v ktorom si budeme pre jednotlivé farby
pamiétat, na kolkych bielych polickach sa vyskytuju. Také isté pole si vytvorime aj pre vyskyty na diernych
polickach. Teraz nam stac¢i jedno prejdenie Sachovnice. Pri kazdom policku sa pozrieme, ¢i je to biela alebo
¢ierna pozicia a potom do vhodného prvku prislusného pola prirdtame jedna. Po prejdeni celej Sachovnice
mame zratané vyskyty vsetkych farieb na oboch typoch pozicii.

Potrebujeme teraz najst dve najvicsie hodnoty v oboch poliach. Mohli by sme nase polia utriedif a potom
pouzif najviésie hodnoty. To by ndm ale trvalo az O(n?logn?). Namiesto toho ndm sta¢i obe nase polia raz
prejst. Pritom si budeme v dvoch premennych pamiitat, aké su dve najcastejsSie farby a pri prechadzani pola to
postupne aktualizovat. Takto ndm n4jdenie najéastejsich farieb bude trvat uz len O(n?).

Potom nadm uZ len sta¢i na zaklade pocetnosti najcastejSich a druhjch najcastejSich farieb vybrat, akou
farbou ofarbime &ierne policka a akou biele. Pocet policok, ktoré treba, prefarbit, zratame ako n? minus pocet
policok (bielych aj ¢iernych), ktoré uz maji spravnu farbu.

V rieSeni najprv nacitame celti Sachovnicu, pricom si ratame pocty farieb na bielych a ¢iernych poziciach.
To nam trva ¢as O(n?). Nésledne hladdme najéastejsie farby jednym prejdenim v dvoch poliach velkosti n? a to
nam bude tiez trvat O(n?). Celkova ¢asové zlozitost bude preto O(n?). Ked sa pozrieme na paméit, pamitame
dve polia pre vyskyty farieb, ktoré majt velkost 2n?. Vyslednd pamitovd zlozitost je teda O(n?).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int main ()

{
int n;
cin >> n;

//pocty[x] [0] = kolko krat bola farba x na ’bielom’ policku, pocty[x][1] = na ciernom
vector< vector<int> > pocty(nxn+l,{0,0});

for (int i=0;i<n;++1)
{
for (int j=0; j<n;++73)
{
int x,farba = (i+j)%2;
cin >> x;
pocty[x] [farbal++;

}
//best [0] [x] = najcastejsie cislo na polickach farby x, best[1][x] = druhe najcastejsie
int best[2][2] = { {n*n,n*n}, {n*n,n*n} };

for (int i=0;i<nxn;i++)
{ for (int farba=0; farba<2;++farba)

{ if (pocty[i] [farbal > pocty[ best[farbal [0] ] [farba]

f best [farba] [1]

best [farba] [0];
best [farba] [0] i

17

}
else if (pocty[i] [farba] > pocty[ best[farba][l] ][farba]l)
{
best [farbal [1] = 1i;
}

}

int usetrim;
if (best[0][0] !'= best[1][0]
usetrim = pocty[best[0][0]][0] + poctylbest[1][0]]1[1];
else
usetrim = max (pocty[best[0][0]][0]+pocty[best[1][1]][1]
pocty[best[0] [1]] [0]+pocty[best[1][0]][1]);
cout << n*n - usetrim << endl;

return 0;

Denis (denis@ksp. sk)
3. Hura na Oravu (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Nasou tlohou bolo ndjst sudet ¢isel vSetkych stanic, na ktorych mohol Andrej skoncit, ak sa riadil pokynmi
na mape, na ktorej boli povodne iba dva typy pohybu — vlavo a vpravo. Vypocitat ¢islo novej stanice bolo
pritom velmi jednoduché. Ak Andrej stal pri stanici s ¢islom k a pohol sa dolava, dostal sa do stanice 2k,
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ak isiel doprava, tak do stanice 2k + 1. V tlohe bol vSak jeden zadrhel. KedZe niektoré pokyny na mape boli
neéitatelné (*), museli sme pri nich brat do tvahy obe moznosti.

Simulacia

Na zacdiatok mozeme skisit odsimulovat Andrejov pohyb po lyziarskom stredisku. Pokyny z mapy budeme
spracovavat jeden po druhom a cely ¢as si budeme pamiitat ¢isla vSetkych stanic, na ktorych sa Andrej mohol
nachddzat. Na zaciatku bol Andrej v stanici ¢islo 1.

Pokyny sa spracovavaju jednoducho. Ak je na mape L, tak prejdeme cez vSetky Cisla a vynasobime ich 2, pri
P k nim okrem zdvojnasobenia pripoc¢itame 1. Jediny problém je znak *, pri ktorom z kazdej stanice vedu dve
moznosti. Preto si zapamétdme obe z nich, ak bol Andrej v stanici k tak po znaku * mohol byt aj v stanici 2k
aj v 2k 4+ 1. Po spracovani vsetkych znakov z mapy jednoducho spocitame vysledné ¢isla stanic, ¢im dostaneme
hladani odpoved.

Problémom je vSak pamitfova a casova zlozitost. Pri kazdom znaku * zdvojndsobujeme pocet ¢isel, ktoré si
musime pamitat. Preto ak by na mape boli samé *, ¢o sa stat moze, tak pamitova aj casova zlozitost je O(2™).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

const int MOD = 1000000007;

int main() {
char vstup;
vector<long long> stanice = {1}; // pociatocna stanica
while (cin >> vstup) {
if(vstup == "L") {
for(int i = 0; i < stanice.size(); i++) {
stanice[i] = (2 * stanice[i]) % MOD;
}
}
else if (vstup == 'P’) {
for(int i = 0; i < stanice.size(); i++) {
stanice[i] = (2 * stanice[i] + 1) % MOD;
}
}
else {
int size = (int)stanice.size(); // vo for cykle menim velkost pola stanice, preto nemozem pouzit .size()
for(int 1 = 0; i < size; i++) {
stanice[i] = (2 * stanice[i]) % MOD;
[

]
stanice.push_back ((stanice[i] + 1) % MOD);

}
}
}
long long int vysledok = 0;
for(int i = 0; i1 < stanice.size(); i++) {

o

vysledok = (vysledok + stanice[i]) % MOD;
}

cout << vysledok << ”\n”;

Optimalizacia

Ked sa snazime zlepsit nejaké rieSenie, vzdy sa oplati zamyslief sa nad tym, ¢i nerobime niedo zbytocne.
Hladanym vysledkom je sticet vSetkych stanic, kde sa Andrej moZe nachadzat. Nepotrebujeme vSak vediet, ktoré
konkrétne stanice to sii. Mozno si ich teda nemusime pamiitat.

Predstavme si, ze Andrej moze byt v staniciach s ¢islami p, ¢, r a s. Ak pdjde dolava (L), tak bude moct byt
v staniciach 2p, 2q, 2r a 2s, ktorych sucet je dvakrat vicsi ako sucet predchadzajucich ¢isel. Ak si teda budeme
pamitat iba jediné éislo — sticet vSetkych moznych stanic — tak ho pri znaku L vieme Tahko upravit.

Pri znaku P maja nové stanice sucet

Cp+ 1D+ Q2¢+1)+@r+1)+25+1)=2(p+q+r+s)+4

Stcet sa opit zdvojnasobil, naviac sa k nemu ale pripoc¢ital podet stanic, v ktorych Andrej mohol byt. Vidime,
ze pamétat si iba stcet nestadi, musime si k nemu zapaméitat aj pocet stanic, v ktorych Andrej moze byt.
Pomocou tychto dvoch éisel uz vieme spracovat aj znak P.

Ostal ndm znak *. Pri iom by bol stcet novych stanic

2p+2¢+2r+2s+2p+ 1)+ (2q+ 1)+ (2r+ 1)+ (2s+1)=4(p+qg+r+s)+4

Stcet sa teda zostvornésobil a naviac sa k nemu pripocital pocet stanic. To vSak nie je problém pomocou nasich
dvoch hodnét vypoéitat. Vieme preto rychlo spracovat aj znak *. Pri fiom v8ak nemo6zeme zabudnif, Ze pocet
stanic, v ktorych Andrej moze byt, sa zdvojnasobi.
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Nasge rieSenie teda opét spracovava mapu znak po znaku, tentokrat si vSak paméta iba dve hodnoty — studet
a pocet stanic, v ktorych sa Andrej moze nachddzat. Ukdzali sme si, Ze pri kazdom znaku vieme tieto dve éisla
jednoduchym spdsobom upravit na novi hodnotu. A aby sme nepracovali s prili§ velkymi ¢islami, tak ich po
kazdej operacii modulujeme c¢islom 1000 000 007.

Pamitova zlozitost naseho riesenia bude konstantna (O(1)), pretoze si pamétame iba dve premenné. Casova
bude linedrna od dizky mapy, teda O(n), pretoze kazdy znak vieme spracovat v konstantnom ¢ase tipravou
najviac dvoch Cisel.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

const int MOD = 1000000007;

int main() {
char vstup;
long long int sucet = 1, pocet = 1;
while (cin >> vstup) {

if(vstup == "L") {
sucet = (2 * sucet) % MOD;
}
else if (vstup == 'P’) {
sucet = (2 * sucet + pocet) % MOD;
}
else {
sucet (4 x sucet + pocet) % MOD;

pocet (2 %= pocet) % MOD;

}
}

cout << sucet << ”\n”;

3 Andrej (ajo@ksp.sk)
4. Atriové problémy (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Ak si odmyslime pribeh, nasou tlohou je nacitfat n ¢isel a potom najst na nejakych tsekoch siéin tychto
¢isel, vzdy modulo nejaké iné ¢islo.

Prvé vec, ktord by programdatorovi mala napadnaf v tlohe, kde sa vyskytuje nejaky typ otazok, je, ¢o si
mozeme predpocditat pred ich samotnym spracovédvanim. Zacnime ale na zaciatok rieSenim hrubou silou, ktoré
si ni¢ nepotrebuje predpocitat.

Bruteforce

Na zaciatku nacitame éisla na vstupe. Potom postupne nacéitavame otazky a kazda z nich hned po nacitani
zodpovieme. Pre kazdd otdzku prejdeme zadany tsek zlava doprava a postupne nasobime ¢isla v tiseku, pri¢om
si medzivysledok priebezne modulujeme.

Takéto rieSenie ma ¢asovu zlozitost na jednu otdzku az O(n), kedZe existuja otazky, ktoré nas donutia prejst
celé pole. Pre ¢ otdzok to teda déva celkovil ¢asovi zlozitost O(n - ¢) a pamitovi O(n), kedZe si pamétame iba
¢isla na vstupe.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int main()

{
// optimalizacia I/0
ios_base::sync_with_stdio (false);

int n, qg;
long long odp;
cin >> n >> qg;

vector<int>cisla (n);

//nacitame si cisla
for (int i=0;i<n;++1i) cin >> cislal[i];

int 1, r, m;

for (int £=0; f<qg; ++£)

{
cin >> 1 >> r >> m;
,,l;

//prechadzame pole, nasobime odp a zaroven modulujeme
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odp = 1;
for (int i=1;i<l+r;++i) odp = (odp*cislali]) % m;

cout << odp << ”\n”;

}

return O;

Toto rieSenie funguje v praxi velmi dobre, ale na ozaj velkl sadu stacit nebude. Na vzorové rieSenie sa eSte
budeme musief zamysliet. Ako sme spomenuli, podozrivé nam modze byt, Ze sme si ni¢ nepredpocitavali pred
samotnym spracovavanim otézok.

Prefixové sty a preco si velké &isla zlé

Ak vdm pojem prefizové sucty nie je znamy, pred ¢itanim zvysku vzordku sa vAm oplati sa s nim zozndmit,
napriklad v kucharke?.

Prefixové stcty riesia pribuzny problém, kde namiesto sti¢inu ¢isel v iseku cheeme zistit ich sti¢et. Uvedomme
si ale, ze tu nefunguje nieco ako “prefixové suciny”. Nevieme si pre kazdé policko z, od 1 po n, vypodcitat
ky - ko - ... k., nakolko takéto ¢islo moze byt naozaj velké.

Co je také zIé na velkych &islach? A aké velké ¢isla by to boli? V poradi i-ty stdin je stéinom prvych i &isel,
kazdé z nich je od 1 do 100. Na jeho uschovanie by sme preto potrebovali az radovo i - log 100 bitov. Vsetky
prefixové sticiny by teda zaberali az O(n?) pamiite, a zaplnenie tejto pamiite by trvalo az O(n?) ¢asu. Navyse,
pri implementécii v C++ by sme si museli implementovat vlastny typ pre velké éisla a aritmetiku na tiom,
nakolko long long nestadi.

Dokonca, problém s nimi nie je len ten, Ze zaberaji vela miesta. Ak by sme chceli s¢itat dve éisla dlzky
i, trvalo by ndm to az O(%) ¢asu. A ich suc¢in by trval este dlhsie. Vidime teda, ze velké &isla sa zlé, pretoze
operacie s nimi trvaja dlho.

V tlohe je velmi délezité, ze nas zaujima zvysok sti¢inu po delenim nejakym relativne malym ¢islom m < 10°.
Ak by nés zaujimal cely suéin, dostali by sme velké ¢islo. Uz len jeho vypis by trval dlho.

Vo zvysku textu sa velkym ¢&islam vyhneme tak, Ze vSetky medzivysledky budeme modulovat m. Nebojte
sa, vzdy, ked tak uéinime, na to upozornime. Priebeznym modulovanim si zaru¢ime, Ze budeme vzdy narabat s
¢islami do 10°. Operacie s nimi teda budt zaberat konstantne vela casu.

Vzorové riesenie

Ked ¢itame tlohu, mdZeme sa snazit najst nieco, ¢o nadm udrie do o¢i, akusi slabinu tlohy. Tu si v§imneme,
7e Cisla na vstupe nie st velké, sit do 100. Toto by sme sndd mohli vyuzif. Ak dostaneme nejaky tsek, zjavne v
fom bude najviac 100 réznych éisel. Ich poéty modzu byt velké, avSak nikdy tychto ¢isel nebude vela réznych.
Predstavme si, ze pozname pocty vyskytov jednotlivych ¢isel. Teda, ze pre kazdy tsek a kazdé ¢islo x vieme
rychlo povedat, kolkokrat sa ¢islo x nachddza v danom tseku. Ako vieme toto vyuzit? Ak méme takito infor-
maéciu, staél ndm vynésobif jednotlivé ¢isla umocnené na pocty ich vyskytov, pricom to berieme modulo m, a
dostaneme nasu odpoved. Ako rychlo vSak vieme umocnit z na i-tu, modulo m?

Zrekapitulujme si to. Mame dva podproblémy, ktoré chceme vediet riesit. Po prvé, chceme vedief pre Tubo-
volny tsek rychlo povedat, kolkokrat sa v tiom ktoré ¢islo nachddza. Po druhé, chceme vediet rychlo umocnit x
na ¢-tu modulo m. Za¢nime rieSenim prvého.

Ako zistif pocet vyskytov jednotlivych éisiel na intervale? Predstavme si, Ze sa pytame na pocet vyskytov
Cisla 42. Kazdé ¢islo v poli bud je 42 a prispeje do vysledku +1, alebo nie je 42 a prispeje 0. Vytvorme si teda
pomocné pole dlzky n, kde si na poziciach, kde boli v pévodnom poli 42-ky, budeme pamétaf jednotky a na
ostatnych pozicidch nuly. Pocet 42-jek v nejakom tseku v pé6vodnom poli je rovny sii¢tu ¢isel v rovnakom tseku
v nasom pomocnom poli. A suéty ¢isel v tisekoch vieme rychlo poéitat pomocou prefixovych suctov.

Nas ale nezaujima odpoved len pre 42, ale pre vSetky ¢isla od 1 po 100. Tak budeme mat 100 pomocnych
poli s prefixovymi sti¢tami — jedno pre kazdé z tychto ¢isel. Predpocitat si ich nam zaberie O(100 - n) = O(n)
dasu. Nésledne vieme v konStantnom case zistit pocet vyskytov nejakého &isla v Tubovolnom tseku.

Vrhnime sa na druhy podproblém: ako sa dé rychlo umocnit z na i-tu, modulo m?

Jednym cyklom by sme to vedeli zaiste v O(i). AvSak, ¢o ak je ¢ naozaj velké, tak ako v nasom pripade? Vy-
uzijeme techniku opakovaného umociiovania na druhi. T4 sa d4 elegantne implementovat za pomoci rekurzie®*.
Ak mame umocnit =% a i je neparne, tak si rekurzivne vypocitame z*~! a vratime tito hodnotu vynasobent z,
modulo m. Rozdiel oproti pomalému umociiovaniu uvidime v pripade, ked ¢ je parne. Vtedy si vieme rekurzivne

vypoéitat 2z. Ak oznac¢ime tuto hodnotu pom, x* dostaneme zadarmo ako pom - pom alebo pom?, modulo m.

Shttps://wuw.ksp.sk/kucharka/prefixove_sumy/
“https://www.ksp.sk/kucharka/rekurzia/#wiki-toc-6-chvostova-rekurzia
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Ak ma toto Casovi zlozitost? Mézme nahliadnut, Ze aspon kazdy druhy krok klesne ¢ na polovicu. Kolko krat
moze takto klesnt? Nanajvys O(logi)-krat, ¢o je aj vysledna ¢asova zlozitost tohto rekurzivneho umoctiovania.
V kontexte nasej tilohy je pocet vyskytov nejakého ¢isla v nejakom tiseku vzdy nanajvys n. Casova zlozitost
bude teda O(logn).

Ak4 je celkova Casova zlozitost nasho algoritmu? Spoéitanie si prefixovych sti¢tov ndm trva O(n). Nésledne,
spracovanie kazdej z ¢ otazok trva O(100 - logn) = O(logn). Dokopy méame ¢asovt zlozitost O(n + ¢ - log(n)).
Toto rieSenie si potrebuje pamitat prefixové stéty poli dizky n, z ¢oho vyplyva pamitova zlozitost O(n).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

// funkcia, ktora umocni ”x” na ”“n”-tu a to modulo ”“mod_m” v case O( log(n) )
long long umocni (long long x, long long n, long long mod_m)
{

// vsetko na 0-tu je 1

if(n == 0)return 1;

// ak je n nepdrne

if( (n%2) == 1) return (x*umocni(x, n-1, mod_m)) % mod_m;
/) ===

// sem sa dostaneme iba ak je n pdrne

/) ===

//ak je n pdrne, zisti hodnotu x"(n/2) a uloz ju do pom
long long pom = umocni (x, n/2, mod_m);
return (pomxpom) % mod_m;

}

int main ()

{
// optimalizacia I/O
ios_base::sync_with_stdio (false);

long long n, g;
cin >> n >> qg;

vector<long long> cisla(n);
for (long long i=0;i<n;++i) cin >> cislal[i];
vector<vector<long long> > prefix (n+l, vector<long long> (101, 0));

for (long long i=1;i<=n;++1i)
{
prefix[i] = prefix[i-1];
++prefix[i] [cisla[i-1]1];

}

long long 1, r, m, odp;
for (long long f=0; f<qg; ++f)
{

cin >> 1 >> r >> m;

--1;

r += 1;
odp = 1;
for (long long i=0;1i<101;++1)
{
if( prefix[r][i] - prefix[1][i] > 0)
{
odp *= umocni (i, prefix[r][i] - prefix[1l][i], m);
odp %= m;

}
}
cout << odp << ”\n”;

}

return 0;

Dévid (davidb@ksp.sk)
5. Zajovo umenie (max. 12 b za popis, 8 b za program)

MiSov program si ndhodne vybera, ktord Stvrtina obrazku bude biela a ktora ¢ierna. NaSou tlohou je zistit,
ako si ma program vyberat tak, aby bol vygenerovany obrazok ¢o najviac podobny obrazku na vstupe.

Mozeme si to predstavit tak, ze nechdme bezaf program a vzdy, ked si mé ndhodne vybrat, podstréime mu
to “spravne” umiestnenie ¢ierneho a bieleho $tvorca. Takymto spésobom vieme jednoducho vytvorit vysledny
obréazok, ktory potrebujeme vypisat na vystup. Ostava nam zistit, ktoré je to “spravne” rozlozenie $tvorcov.
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Ako najst najlepsie rozlozenie?

Aby sme nasli najlepsie rozloZenie $tvorca so stranou n, potrebujeme zistit, kam umiestnit biely a ¢ierny
stvorec. Kolko na to mdme moznosti? Vyberame zo Styroch Stvrtin Stvorca. Jedna mé byt biela, jedna ¢ierna,
a ostatné dve budi vyfarbené rekurzivne, ako keby to boli samostatné obrazky so stranou 3 (ak su vicsie ako
1 Stvorcek). Znamen4 to, Ze vyfarbime jeden zo Styroch $tvorcov na bielu a potom jeden zo zvy$nych troch na
¢iernu, ¢o je spolu 4 - 3 = 12 moznosti. Zvysné dva Stvorce sa vyfarbia rekurzivne.

Pre kazda moznost potrebujeme zistit, ako velmi by sa 1isil vysledny obrazok od zadaného (dalej skére). Aby
sme vedeli rychlo zistit skére jednotlivych Stvrtin, pouZijeme niekolko trikov.

Pre skore bieleho Stvorca potrebujeme vediet, kolko jednotiek sa nachddza v prislusnom Stvorci na zadanom
obrazku. V nasom obrazku st len nuly a jednotky, ¢ize pocet jednotiek vo Stvorci je vlastne stcet vsetkych
¢isel vo Stvorci. S tym ndm pomdzu dvojrozmerné prefixové sucty®. Ich vypodet ndm trva ¢as linedrny od
velkosti obrazku, a potom sme schopni v konStantnom case zodpovedat otazky tvaru: “Aky je stdet cisel v
tomto obdlzniku?”

Pre ¢ierny $tvorec potrebujeme vediet, kolko nil sa nachddza v prislusnom $tvorci. Pocet nil vo §tvorci je
pocet jeho policok minus pocet jednotiek v filom, a obe z tychto hodnot uz vieme vypoditat.

Ostéva nam zistit, aké skére maju Stvorce, ktoré vyplnime rekurzivne. Ak sa tieto Stvorce 1 x 1, skdre je
ked zistujeme skére velkého $tvorca (vyskisame vSetkych 12 moznosti).

Toto riesenie je ale pomalé, dostali by sme za neho 2 body.

Preco je to pomalé?

V prvom kroku mame 12 moznosti ktoré skiisame. Z tychto 12 moznosti je kazdy mensi stvorec 3-krat Cierny,
3-krat biely a 6-krat urcovany rekurzivne. Rekurzivnych volani je teda spolu 24.

V kazdom z tychto rekurzivnych volani sa deje to isté. Na druhej Grovni uz mame 24 - 24 = 576 volani
na 4 -4 = 16 Stvorcov, pre ktoré chceme zistit skére. Ocividne robime nieco zbyto¢ne viac krat. Predideme
tomu jednoducho tak, ze vzdy, ked poprvykrat zratame skére niektorého $tvorca, si jeho skdre zapaméitame.
Neskor, ked budeme chciet zistif jeho skdre, sa iba pozrieme na zapaméitani hodnotu. Aky dopad bude mat tato
mald zmena? Pozrime sa napriklad opif na druht droven. Budeme na nej mat uz len 16 rekurzivnych volani,
a zvysnych 576 — 16 = 560 volani uz vyhodnotime v konstantnom case tak, Ze sa pozrieme na zapaméitant
hodnotu.

Tento postup sa vold memoizacia. Dalsiu ukazku pouzitia memoizacie najdete napriklad v tilohe Optiméalna
Sifrovacka®.

Casova zlozZitost

Pri tlohach, v ktorych je vstup dvojrozmerny (tabulka, mriezka), mame dve moznosti, ako zapisat ¢asovi
zlozitost. Bud ju mozeme uvadzat zlozitost od skutoéného poctu éisel na vstupe (velkosti vstupu) alebo od
dlzky strany $tvorca. My budeme uvéadzat zlozitost v zavislosti od ¢isla N = n - n, teda od velkosti vstupu.

Na zaciatku si predratame prefixové sucéty obrazku na vstupe, pomocou ktorych neskdr budeme zistovat
skére bielych a ¢iernych $tvorcov v konstantnom ¢ase. Na to potrebujeme O(N) ¢asu. Zaujimavejsie je to s
nasou rekurzivnou funkciou.

Vdaka memoizicii sa rekurzivne volanie pre kazdy Stvorec vykond iba raz. Pri kaZdom dalSom volani len
vrati uz ulozené rieSenie. Pocet volani tejto funkcie je teda rovnaky, ako pocet réznych Stvorcov, na ktoré sa
funkcia zavola.

Na zaciatku mame Stvorec velkosti N. V dalsom kroku méme 4 Stvorce velkosti %, potom 16 Stvorcov
velkosti %, a tak dalej az po N Stvorcov s velkostou 1. Dostdvame postupnost 144+ 16 + 64+ ... + N §tvorcov
vsetkych velkosti.

Aby sme ukézali, Ze stcet tejto postupnosti je O(N), porovndme ju s postupnostou 1 +2+4+8+ ...+ N =
2N — 1. Vidime, Ze nasSa postupnost obsahuje len niektoré jej ¢leny a teda nas sucet bude urcite mensi. Z toho
vyplyva, ze celkovy podet §tvorcov, a teda aj pocet volani funkcie, je O(N).

Teraz potrebujeme este zistit, ako dlho trva vypodet jedného volania. Potom to vyndsobime po¢tom volani
a dostaneme zlozitost celého vypocdtu. Aby sme zistili zlozitost iba jedného volania, budeme predpokladat, ze
vSetky volania, ktoré bude potrebovat, st uz vyratané.

Co robi jedno volanie? Zistujeme v fiom skére mensich $tvorcov a podla nich vyberieme najlepsie z 12 moz-
nych rozlozeni. Zistovanie skére pre biely a ¢ierny Stvorec je vdaka prefixovym stuctom v O(1), skére ostatnych
Stvorcov zistime opdtovnym volanim nasej funkcie, ¢o mozeme kvoli rekurzii povazovat za O(1).

Shttps://www.ksp.sk/kucharka/2d_prefixove_sumy
Shttps://www.ksp.sk/ulohy/riesenia/1098/
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Spolu bude teda vypocet celého rozlozenia trvat O(N) - O(1) = O(N).

Na koniec ndm ostéva len skonStruovat obrazok na vystup. Na to stadi priamociara simuldcia Misovho
programu (ked uZ vieme, ktoré stvorce majt byf biele a ktoré Gierne). Pri takejto simulécii iba vypliiame
tabulku velkosti IV, na ¢o potrebujeme opif O(N) ¢asu.

Celkovd Gasova zlozitost je teda O(N). Pamitova tiez, lebo si pamétame obrazok velkosti O(N) a skdre uz
vyratanych Stvorcov, ktorych je O(N).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <unordered_map>

using namespace std;

vector<string> zadanie;
vector<string> riesenie;
vector<vector<int>> prefix_sum;

// memoizdcia, indexujeme stredom Stvorca
vector<vector<int> > mem; //najlepsSie skére pre Stvorec
vector<vector<array<int, 2>>> memk; //ako sme dostali najlepsie skore

int dx[]
int dy/[]

= {0, 0, 1, 1}; //tieto polia ndm neskdér usSetria vela podmienok

= {0, 1, 0, 1};

int diff_zeros(int a, int b, int c, int d)
return prefix_sum[c] [d] + prefix_ sum[a

{
]

[b] - prefix_sum[a] [d] - prefix_sum[c] [b];
}
int diff_ones(int a, int b, int c, int d){
return (c - a) * (d - b) - (prefix_sum[c][d] + prefix_sumla][b] - prefix_sum[a] [d] - prefix_sum[c] [b]);

}

//hlada najlepsie rozlozenie
int diff(int a, int b, int c, int d) {
if(c - a == 1)
return 0;
int sx =a + (¢ -—a) /2 -1,
sy =b + (d-Db) /2 -1;
if (mem[sx] [sy] != -1) //vysledok pre tento Stvorec uZ mame zrdtany
return mem|[sx] [sy];

else(
int 1 = (¢ - a) / 2; //strana mensieho Stvorca
int m = ¢ « d; //najlepsSie skére pre tento Stvorec
array<int, 2> k; //ako dostaneme najlepsie skore
//vyskuSame 12 moznosti

for(int x = 0; x < 4; x++){
for(int y = 0; y < 4; y++){
if(x == y) continue;
int t = diff_zeros(a + dx[x] * 1, b + dy[x] = 1, ¢ - (1 - dx[x]) = 1, d — (1 - dy[x]) = 1) +
diff_ones(a + dx[y] » 1, b + dyly] » 1, ¢ - (1 - dx[y]) = 1, d - (1 - dylyl) = 1);

for(int z = 0; z < 4; z++){
if(x == z || y == z) continue;
t += diff(a + dx[z] * 1, b + dyl[z] = 1, ¢ - (1 - dx[z]) = 1, d - (1 - dylz]) = 1);

if(t < m){
m = t;
k= {x, v};
}
}
}
mem[sx] [sy] = m;
memk [sx] [sy] = k;

return m;
}

void fill_zeros(int a, int b, int c, int d) {

for(int i = a; 1 < c¢; 1i++)
for(int j = b; j < d; Jj++)
riesenie[i][J] = '0";

}

void fill_ones(int a, int b, int c, int d){

for(int i = a; i < c¢c; i++)
for(int j = b; j < d; Jj++)
riesenie[i] [j] = "1’;

}

//konsStruuje vysledok z predrdtaného rozlozZenia memk
void fill(int a, int b, int ¢, int d){
if(c - a > 1){

int sx = a + (¢ - a) / 2 -1,
sy =b + (d-Db) /2 -1;
array<int, 2> kde = memk([sx][sy];
int x = kde[0], y = kde[l];
int 1 = (¢ - a) / 2;
fill zeros(a + dx[x] * 1, b + dy[x] = 1, ¢ - (1 - dx[x]) = 1, d - (1 - dy[x]) * 1);
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fill ones(a + dx[y] = 1, b + dyly] = 1, ¢ - (1 - dx[y]) = 1, d - (1 - dyly]) =
for(int z = 0; z < 4; z++){
if(x == z || y == z) continue;
fill(a + dx[z] » 1, b + dy[z] ~ 1, ¢ - (1 - dx[z]) = 1, d - (1 - dylz])
}
}
}
int main() {
int n;
cin >> n;
zadanie.resize (n);
riesenie.resize (n);
prefix_sum.resize(n + 1);
prefix_sum[0].resize(n + 1, 0);
for(int i = 1; 1 <= n; i++){
prefix_sum[i].resize(n + 1);
prefix_sum[i][0] = O;
cin >> zadaniel[i - 11];
riesenie[i - 1] = zadanie[i - 1];
for(int j = 1; j <=n; Jj++){
prefix_sum[i] [j] = prefix_sum[i - 1][3j] + prefix_sum[i][]j - 1] -
prefix_sum[i - 1][j - 1] + zadanie[i - 1][j - 1] - '0’;

}
}

mem.resize (n, vector<int>(n, -1));
memk.resize (n, vector<array<int, 2>>(n));
int ans = diff (0, 0, n, n);

£i11(0, 0, n, n);
cout << ans << endl;
for(int i = 0; 1 < n; i++){
cout << riesenie[i] << endl;

}

6. Ipefl sa vylieva

1);

* 1);

Emo (siegrift@ksp.sk)
(max. 12 b za popis, 8 b za program)

NaSou tlohou bolo pre dany pldn mesta zistit, kolko poli¢ok ostane nezaplavenych, ked sa Ipel vyleje. Ako

uz byva zvykom, pod tlohami tychto typov sa ukryva grafové rieSenie.

Prvé riesenie

Toto rieSenie je zaloZené na jednoduchej myslienke, Ze pre kazdé policko skiisime nédjst cestu, ktorou by ho
vedel Ipel zaplavif. Ak takdto cesta neexistuje, tak je dane policko nezaplavitelné. Ako overime, ¢i je nejaké
policko zaplavitelné? Jednoducho, spustime z neho DFS (prehladévanie do hibky)”. Poli¢ko je zaplavitelné, ak

sa pocas DFS-ka dostaneme mimo mapu.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
typedef pair<int, int> pii;

inline void magic_optimalization () {ios_base::sync_with_stdio (false);cin.tie(0);cout.tie(0);}

// v programe mozeme pozuivat integery, lebo itak vyriesime iba 1.sadu

int n, m, k;

vector<vector<int>> g;

vector<vector<bool>> vis;

int xp[] = {1, -1, 0, 0}, ypl] = {0, O, -1, 1};

bool isOk (int x, int y) {
try {
g.at (x) .at (y);
return true;
} catch (const out_of_range &error) {
return false;
}
}

void clearVisited() {
vis.resize (n, vector<bool> (m));
for (int i = 0; 1 < n; ++1i) {
for (int j = 0; j < m; ++3j) {
vis[i][J] = false;
}
}
}

bool dfs(int x, int y) {
// ak sme mimo mapy, tak sme nasli vodu
if (!isOk(x, y)) return true;
// ak sme tu boli, alebo policko je budova, vodu sme nenasli
if (vis[x][y] || g[x][y] == 1) return false;
vis[x][y] = true;

"https://www.ksp.sk/kucharka/dfs/
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// preiterujeme susedov, ak existuje cesta mimo mapu z nejakeho
// z nich, tak existuje aj z daneho vrchola
for (int i = 0; 1 < 4; ++1i) {
if (dfs(x+xpli], y+ypl[i])) return true;
}
return false;
}

int main() {
magic_optimalization();
cin >> n >> m >> k;

// nacitame mapu
g.resize(n, vector<int>(m));

for(int i = 0; i < k; 1i++) {
int x, y;
cin >> x >> y;
glxllyl = 1;

// skusime z kadeho policka vyjst mimo mapu
int unflood = 0;

for (int i = 0; 1 < n; ++i) {
for(int j = 0; j < m; ++3) {
if(glil[J] == 0) {
clearVisited();

if (!dfs(i, ]
}
}

) unflood++;

}

cout << unflood << endl;
return 0;

Takéto rieSenie ma vak zlozitost az O(n?-m?), pretoze policok je n x m a DFS ma v tomto pripade zlozitost
O(n-m). (Zamyslite sa, Ze ani pri pouZiti BFS® sa casovd zloZitost nezlepsi.)

Vylepsenie povodného riesenia

Prvé riesenie nebolo zlé, bolo len prilis pomalé. Vieme ho v8ak zrychlit dostatoéne na to, aby sme vyriesili
a7 3 sady vstupov (v danych saddch sa mapa zmesti do pamite).

Treba si uvedomit, Ze je dost zbytocné robit DFS furt z kazdého policka. Ak predsa voda zaleje nejaké
policko, tak zaleje aj vSetkych jeho susedov, a ich susedov... V grafovej terminologii sa tomu hovori komponent
suvislosti. Sta¢i mat jedno pole visited, a pre kazdé volné poli¢ko ndjst cely jeho komponent. Vsetky policka
tohto komponentu si potom oznaéime za spracované a z nich uz dal$ie prehladévanie spustat nebudeme. Ak
sme pocas hladania komponentu vysli mimo mapu, vieme, Ze cely komponent bude nakonci zaliaty vodou.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
typedef pair<int, int> pii;

inline void magic_optimalization() {ios_base::sync_with_stdio(false);cin.tie(0);cout.tie(0);}

// v programe mozeme pozuivat integery, lebo poslednu sadu itak nevyriesime
int n, m, k;

vector<vector<int>> g, vis;

int xp[] = {1, -1, 0, 0}, ypl[] = {0, O, -1, 1};

bool isOk(int x, int y) {
try {
g.at (x).at(y);
return true;
} catch (const out_of_range &error) ({
return false;
}
}

// zistime, ci sme pocas bfs nasli vodu a kolko policok ma dana komponenta
int foundWater, found;
void bfs(int startX, int startY) {

foundWater = found = 0;

queue<pii> g;

g.push ({startX, startY});

while (g.size()) {
pii p = g.front (); g.pop();
int x = p.first, y = p.second;
// ak sme mimo mapy, tak sme nasli vodu
if (!isOk(x, y)) |
foundWater = true;

} else {
// ak sme na policku ktore je navstivene alebo budova, vratme sa na zaciatok cyklu
if (vis[x][y] || glx][y] == 1) continue;

8https://www.ksp.sk/kucharka/bfs/
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// inak si zaznacme, ze sme nasli nove policko, a pridajme susedne policka do radu

vis[x][y] = true;
found++;
for (int 1 = 0; i < 4; ++1i) {

g.push ({x+xp[i], y+ypl[il});
}
}
}
}

int main() {
magic_optimalization();
cin >> n >> m >> k;

// nacitajme mapu
g.resize(n, vector<int>(m));

for(int i = 0; i < k; i++) {
int x, y;
cin >> x >> y;
glxllyl = 1;

}

// spustime bfs na kazdom volnom policku
vis.resize(n, vector<int>(m));
int unflood = 0;

for (int i = 0; i < n; ++1i) {
for(int j = 0; J < m; ++3) {
if(g[i][j] == 0 && !vis[i]l[3]) |

bfs (i, 3);
if (! foundWater) unflood += found;
}
}
}

cout << unflood << endl;
return 0;

Takéto pozorovanie nam vylepsi zlozitost na O(n-m), pretoze kazdé policko mapy spracujeme v DFS najviac
raz.

Piny pocet bodov

Na zisk plného poctu bodov sa musime vysporiadat s tym, Ze mapa sa ndm nezmesti celd do pola. Tu si
velmi nepomozeme a musime vymysliet nie¢o nové. Klu¢om je pozorovanie, ze budov celkom mélo (< 106).

Kazdy riadok mesta, ktory obsahuje nejaké budovy, si rozdelime na intervaly volnych policok, ktoré budu
urc¢ené dvoma budovami. Napriklad, ak mame v riadku budovy na indexoch 0, 13, 72, tak si spravime intervaly
[1,12], [14, 71]. Kazdy interval je bud cely zaplaveny, alebo cely nezaplaveny. Tieto intervaly budeme brat ako
vrcholy a vytvorime si z nich graf. Dva intervaly (vrcholy) st spojené hranou, ak st na dvoch po sebe iducich
riadkoch a maju prienik. Pre smrtelnikov to znamen4, Ze ak sa voda dostane do jedného vrchola, dostane sa aj
do druhého.

Ak st medzi dvoma nasledujiicimi riadkami s budovami nejaké prazdne riadky, celt tato skupinu préazdnych
riadkov budeme reprezentovat jednym vrcholom, ktory bude spojeny so vSetkymi intervalmi z riadku nad nim
a z riadku pod nim.

Okej, uz to skoro mame, teraz staéi spustit prehladavanie zo vSetkych krajnych intervalov. Hmm, ale ako to
spravit tak, aby sme sa nezblaznili? Najjednoduchsie je do kazdého riadka pridat virtudlne budovy na pozicie
—00 a 00. Tym nam na zaciatku a na konci riadka vzniknt intervaly reprezentujice kraj mapy. Z tychto
intervalov a z intervalov v prvom a poslednom zastavanom riadku potom mézeme spustit DFS, ktorym zistime,
ktoré intervaly budu zaplavené a ktoré nie.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
typedef long long 11;

inline void magic_optimalization() {ios_base::sync_with_stdio (false);cin.tie(0);cout.tie(0);}

11 n, m, k;
vector<bool> vis;
vector<vector<int>> g;

struct Node {
11 %, yl, y2;
Node (11 _x, 11 _yl, 11 _y2) {

X = _X;
vl = _yl;
v2 = _y2;

}
Vi

bool intersects (Node nl, Node n2) {
// zmenime otvorene intervaly na zatvorene
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int al = nl.yl + 1, a2 = nl.y2 - 1;
int bl = n2.yl1 + 1, b2 = n2.y2 - 1;
// zistime, ci nemame nahodou neplatny interval
if (al > a2 || bl > b2) return false;
// zistime ci sa intervaly prekryvaju
if (max(al, bl) <= min(a2, b2)) return true;
return false;
}

void dfs (int start) {

stack<int> s; s.push(start); vis[start] = true;
while(s.size()) {
int u = s.top(); s.pop();
for (int v: glul) {
if (!vis[v]) |
s.push (v);
vis[v] = true;
}
}
}
}
int main() {

magic_optimalization();
cin >> n >> m >> k;
// nacitaj a utried zabrany a
// zisti najjuznejsiu a najsvernejsiu budovu
vector<pair<ll, 11>> blocked;
unordered_set<ll> added;
11 north_x = ULONG_MAX, south_x = -1;
for (int i = 0; 1 < k; ++i) {
11 %, y; cin >> x >> y;
blocked.push_back ({x, y});
// pridame specialne budovy, ktore nam vytvoria vrchol od ktoreho zacneme zaplavovat
for (11 j = x-1; J <= x+1; ++3) {
if (!'added.count (Jj)) {
blocked.push_back ({j, -1});
blocked.push_back ({j, m});
added.insert (J);
}
}
north_x = min (north_x, x)
south_x = max (south_x, x)
}
sort (blocked.begin(), blocked.end());

;
7

// vytvor pomocny graf
vector<Node> nodes;
int block = 0;
while (block < blocked.size()) {
11 x = blocked[block].first, y = blocked[block].second;
while (block < blocked.size() && blocked[block].first == x) {
nodes.push_back (Node (x, y, blocked[block].second));
y = blocked[block].second;
block++;
}
}

// vytvor graf
g.resize(nodes.size());

int u =0, v = 0;
while (u < nodes.size()) {
// preiterujeme mensi alebo rovnaky riadok mapy
while (v < nodes.size() && nodes[v].x <= nodes[u].x) v++;

// zaujima iba prvy vacsi riadok a iba pokym je
// medzi prienikom danych intervalov prazdne miesto

while (v < nodes.size() && nodes[u].x + 1 == nodes[v].x) {
//cout << ”T: ”<< u << ” ” << v << endl;
if (intersects(nodes[u], nodes[v])) {

g[u] .push_back (v);
g[v].push_back (u);
}
// bud zvysime v alebo zvysime u
if (nodes[u].y2 < nodes[v].y2) break;
else v++;
}
u++;

}

// spusti dfs z kadeho krajneho intervalu
vis.resize (nodes.size());
for (int i 0; 1 < nodes.size(); ++i) {

if (nodes[i].x == south_x + 1 |
nodes[i].x == north_x - 1 |
nodes[i].yl == -1 |
nodes[i].y2 == m) {
dfs(i);

// spocitaj nezaplavene uzemia
11 unflood = 0;

for (int i = 0; i < nodes.size(); ++i) {
if (!vis[i]) {
// obcas sme zapocitali aj zabranu (x, x)
unflood += max(0LL, nodes[i].y2 - nodes[i].yl - 1);

}
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}
cout << unflood << endl;
return 0;

}

Pocet vrcholov v nasom grafe (intervalov) je priamo timerny poc¢tu budov (nanajvys trikrat vicsi) a da sa
.

ukazat, Ze podet hran tiez. Casova zlozitost nasho algoritmu je teda O(k log k), kedze graf dokdZeme po utriedent
budov zostrojit v linedrnom ¢ase a DFS navstivi kazdy vrchol najviac raz. Pamétova zlozitost je O(k).

Hodobox (hodobox@ksp. sk)
7. Martan a snehova barka (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Stara dobra hruba sila

Ako inak — tloha sa d4 riesit aj hrubou silou. Pre kazdé pristdvacie miesto si pamétame zoznam KSPakov v
jeho vysledku a najlepsi Cas, za ktory tito KSPaci k nemu pribehnt — na zaciatku si tento ¢as inicializujeme na
nekonecno. Potom jednoducho prejdeme cely zoznam KSPakov, ked natrafime na niekoho s rovnakym ¢asom
prichodu ako doterajsi najlepsi, pridame si ho do zoznamu, a ak na niekoho s lepsim ¢asom, ¢as si zmenime
nan, zoznam premazeme a pridadme tam len tohto najnovsieho.

Pre kazdé z ¢ pristavacich miest prejdeme cely zoznam n KSPakov, spravime konsStantne vela operacii a
niekdy premazeme doterajsi zoznam — do tohto zoznamu vsak vzdy priddme nanajvys n KSPakov, teda pre
jedno pristédvacie miesto spravime O(n) operécii, ¢ize dokopy dostdvame ¢asovi zlozitost O(ng). Toto postacuje
na prvé dve sady, s dostatocne rychlym jazykom a implementéiciou aj na tretiu. Paméitame si vSetkych n
KSPékov a otézky vieme riesif po jednej, pricom v ramci jej rieSenia si pamitame zoznam dizky nanajvys n,
¢ize mame pamitova zlozitost O(n).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int main ()

{

int n,qg;
cin >> n >> qg;

vector<pair<int,double> > KSPaci (n);
for (int i=0;i<n;++1)
cin >> KSPaci[i].first >> KSPaci[i].second;

while (g—-)
{
int y;
cin >> y;
vector<int> odpoved;
double najrychlejsi = 2000000000;

for (int i=0;i<n;++1)
{
double cas = abs(KSPaci[i].first-y)/KSPaci[i].second;

if (cas == najrychlejsi)
odpoved.push_back (i+1);
else if (cas < najrychlejsi
{
najrychlejsi = cas;
odpoved = {i+1};

}

cout << odpoved.size();

for (int KSPak:odpoved)
cout << ”_"” << KSPak;

cout << "\n”;

}

return 0;
Viete povedat, ktord cast tejto implementdcie je ‘pomald’?

Poznamka o vystupe

Jedna otdzka, ktord vam mohla po preéitani zadania skrsnif, je ako velky moze vlastne byt vystup. Keby
totiz skoro kazdy KSP4k mohol maf najlep$i ¢éas na skoro kazdom mieste pristatia, museli by sme vypisat az
O(ngq) &isel, o by sme teda vo viicsich saddch nestihli bez ohladu na to, ako by sme hladali odpoved.
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Takéto nieco vSak nemoze nastat vdaka podmienkam v zadani, to jest pristdvacie miesta su navzdjom rozne,
a Denys nikdy nepristane na niektorom KSPdkovi, a dvojice x;,v; si navzdjom rozne. Toto ndm vyplynie z
pozorovania, ktoré spravime popri vymyslani vzorového riesenia.

Jednosmerné rieSenie

Pozrime sa teda na lahsiu verziu tGlohy — naSe riesenie musi mat sice ovela lepsiu ¢asovi zlozitost, nemusime
sa vSak staraf o to, ze KSPaci sa ku kazdému pristatiu hrntt z oboch stran. V momente, ked Denys pristane,
vSetci KSPaci sa jednoducho rozbehnit doprava ako rychlo vladzu.

Ak si vypoéitame poziciu kazdého predbehnutia medzi dvoma KSPakmi, tilohu mozeme riesit jednoduchym
zametacim algoritmom. Postupne pojdeme po pristavacej drdhe zlava doprava a budeme si pritom udrziavat
poradie KSPé4kov, v akom prejdu cez nasu aktualnu poziciu. Na zacdiatku sa nachddzame nalavo od najlavejsicho
KSPéka a naSe poradie je zatial prédzdne (lebo cez naSu poziciu nikdy nijaky KSPé&k neprejde). Vzdy, ked
prechadzame cez Startovaciu poziciu nejakého KSPéka, pridame si ho do nasho poradia, konkrétne na celo
(ked%e na danej pozicii za¢ina, bude tam ako prvy)?. Vidy, ked prejdeme cez poziciu, kde nejaky KSPak
predbehne iného, vymenime si tychto dvoch KSPakov v nasom poradi. Ked prechddzame cez pristévacie miesto,
zapiSeme si ako odpoved KSPaka, ktory je momentalne prvy v poradi (a v pripade, Ze sa na tej istej stradnici
udejt aj nejaké predbehnutia, zapiSeme sem aj ostatnych s rovnakym ¢asom).

(

Problém je vSak v tom 26 predbehnuti medzi KSPzikmi méie byt az m keby boli KSPéci zoradeni zl’ava

dolezita. Ak totiz lubovoIného KSPaka niekto predbehne, mozeme ho uZ uplne ignorovat — predbehol ho nejaky
rychlejsi KSPak, takze uz nikdy vo vedeni nebude. To znamen4, Ze pri simulacii predbehnutia mézeme namiesto
vymenenia dvoch KSPakov v poradi Gplne vyhodit predbehnutého KSPéka z poradia. Pre kazdého KSPéaka
tak budeme simulovat iba prvé predbehnutie, ked bol predbehnuty inym KSPakom. A takychto predbehnuti
je nanajvys n. Tu si vSimnime, Ze okrem KSPéka, ktory bol sam na cele preteku, sa do odpovede na otazku
dostane iny len vtedy, ked prave v tom momente predbehne este nepredbehnutého KSPaka. Kedze takychto
predbehnuti je O(n), celkovy poéet KSPakov v odpovediach je O(n + ¢) (dokonca tesny odhad je préve n + q).

Teraz vsak mame problém, Ze nevieme, kde tieto doélezité predbehnutia nastanti. Nemézeme si ich len tak
vypocditat na zaciatku, lebo nevieme, medzi ktorymi dvojicami KSPékov nastani a skisat vSetky dvojice by
bolo prili§ pomalé. Namiesto toho to budeme robit postupne. Okrem poradia KSPakov si budeme pamiitat
eSte zoznam vsetkych pozicii, kde niektory KSPak z nasho poradia predbehne KSPaka, ktory je momentalne v
poradi tesne pred nim. Ak sa ndm tento zoznam podari udrziavat aktualny, vzdy ked bude treba odsimulovat
nejaké predbehnutie, toto predbehnutie budeme mat v zozname, teda o iom budeme vediet.

Vzdy, ked priddévame KSPéaka na celo poradia, vypocitame si poziciu, kde ho predbehne KSPak, ktory
bol na ¢ele doteraz (ak ho predbehne) a priddme si ju do zoznamu predbehnuti. Ked simulujeme, Ze nejaky
KSPak A predbehol KSPaka B, toto predbehnutie vyhodime zo zoznamu. Okrem toho sa pozrieme, ¢i KSPak
A nepredbehne niekedy neskor aj KSPéka, ktory bol doteraz v poradi tesne pred B (ozna¢me ho C) a ak 4no,
pridame si do zoznamu predbehnuti poziciu, kde ho predbehne. Nakoniec sa este pozrieme, ¢i sme v zozname
nemali, Ze B predbehne C a ak dno, vymaZeme toto predbehnutie zo zoznamu (kedZe uZ nie je aktuélne).

Poziciu, kde nejaky KSPak X predbehne KSPaka Y vypocitame jednoducho ako xy + ‘T}Y( X .oy

Vsimnime si, Ze so zoznamom predbehnuti manipulujeme, iba ked priddavame KSPéka, alebo ked simulujeme
predbehnutie, teda dokopy maximalne 2n krat.

Uz si musime len vybrat vhodné datové Struktiry. Zoberme si poradie KSPakov. Od neho potrebujeme
q krat pristapit k vedicemu KSPakovi, O(n) krat pridat KSPdka na zaiatok poradia a O(n) krat vyriesit
predbehnutie, ktoré zahfiia zmazanie jedného prvku (predbehnutého KSPéka) a néjdenie KSPaka, ktory sa
ocitne tesne pred predbiehajicim KSPakom. Na tato tlohu sa hodi spijany zoznam, ktory vSetky tieto operacie
dokézZe robit v konStantnom case.

Ak sa ndm vsak nechce implementovat spdjany zoznam, mozeme namiesto neho pouzit usporiadanit mnozinu,
ktora je v mnohych jazykoch uz implementovand, napriklad set v C++. Prvky pritom budeme usporiadavat
podla Startovacej pozicie (kedZze v poradi mame iba nepredbehnutych KSPéakov, st usporiadani rovnako, ako
boli na zaciatku). Tato datova Struktara je o logaritmus pomalSia nez spajany zoznam, ¢asovi zlozitost ndam
vSak nepokazi, lebo iné c¢asti algoritmu st pomalsie.

Dalsiu datovt Struktiru si musime zvolit na efektivne zistenie, ktortt udalost mame spracovat dalsiu —
prechod na dalsieho KSPaka, konkrétne predbehnutie, alebo odpovedanie na pristavacie miesto. Tieto udalosti
chceme riesit usporiadané podla pozicie, na ktorej sa udejt, a musime do nej O(n+¢q) krét udalost pridat, a teda
aj O(n + q) krat vybraf a zmazat nasledujicu udalost. Toto vieme vykonat prioritnou frontou (napr. haldou),
ako je priority_queue v C++. V tejto prioritnej fronte teda budeme mat aj nas zoznam predbehnuti. Z tohoto

9z KSPéakov zac¢inajtcich na rovnakej pozicii mézeme vietkych, az na najrychlejsieho, ignorovat
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zoznamu sme vSak ob¢as potrebovali aj mazat (ked nejaké predbehnutie prestalo byt aktuélne), ¢o bezné halda
nepodporuje. To vyriesime nasledujicou fintou: neaktuédlne prvky nebudeme mazaf, ale pri vybere z prioritne;
fronty budeme kontrolovat, ¢i je vyberany prvok este aktudlny. Druhd moznost je pouzif ako prioritnu frontu
usporiadani mnozinu.

Budeme teda O(n + q) krat priddvat/mazat prvok z prioritnej fronty ktord bude mat O(n + ¢) prvkov,
toto ndm zaberie O((n + ¢)log(n + q)) ¢asu a O(n + ¢q) paméte. Taktiez budeme musiet O(n) krat pridévat
a vyhadzovat KSPakov zo spdjaného zoznamu s poradim, ¢o ndm zaberie O(n) ¢asu (alebo, ak pouzijeme
usporiadant mnozinu, O(nlogn) ¢asu) a O(n) paméte. Dokopy teda celé nase riesenie zaberie O((n+ ¢) log(n+
q)) ¢asu a O(n + ¢) pamite.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <set>
#include <queue>
#include <algorithm>

using namespace std;

struct bezec
{
int x,id;
double v;
}i

struct otazka
{
int y,id;
vector<int> odpoved;
i

struct udalost
{

double kde;

int typ; // 1 = novy KSPak, 2 = predbehnutie, 3 = pristatie

int id,id2; // id = id, id2 je id predbehnuteho KSPaka v pripade typ = 2
bi

struct najskor
{
bool operator () (const udalosté&a,const udalost&b) const
{
if(a.kde !'= b.kde)
return a.kde > b.kde; // najlavejsie udalosti najprv

return a.typ < b.typ;
Vi
struct zostupne
{ bool operator () (const bezec a,const bezec b) const

{
}

return a.x > b.x;
}i

void vyries (vector<bezec> &KSPaci,vector<otazka> &pristatia)
{
priority_queue<udalost,vector<udalost>,najskor> udalosti;
set<bezec, zostupne> nepredbehnuti;

//predbehnutych KSPakov vyskrtneme, a uz ich budeme ignorovat
vector<bool> zaujimavi (KSPaci.size(),true);

int posledne_pristatie = -1; //

for (auto KSPak:KSPaci)
udalosti.push ({KSPak.x,1,KSPak.id,-1});

for (auto pristatie:pristatia)
udalosti.push ({pristatie.y,3,pristatie.id,-1});

while (!udalosti.empty())

{
udalost event = udalosti.top();
udalosti.pop();
int id = event.id;

if (event.typ == 1) // novy KSPak
{
// z KSPakov startujucich na rovnakej pozicii chceme len rychlejsieho
if (!nepredbehnuti.empty () && nepredbehnuti.begin()->x == KSPaci[id].x)
{
int id2 = nepredbehnuti.begin()->id;
if (KSPaci[id2].v > KSPaci[id].v)
{
zaujimavi[id] = false;
continue;
}
else
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nepredbehnuti.erase (KSPaci[id2]);
zaujimavi[id2] = false;

}
// ak existuje nepredbehnuty KSPak, je rychlejsi, tak si zapiseme kedy nas predbehne

if (!nepredbehnuti.empty () && nepredbehnuti.begin()->v > KSPaci[id].v)
{
int id2 = nepredbehnuti.begin()->1id;
double predbehne = KSPaci[id].x + (KSPaci[id].x - KSPaci[id2].x) /
(KSPaci[id2].v - KSPaci[id].v) * KSPaci[id].v;
udalosti.push ({predbehne, 2, id2, id});
}

nepredbehnuti.insert (KSPaci[id]);
}
else if (event.typ == 2) // predbehnutie
{

int id2 = event.id2;

if (zaujimavi[id] == false)
continue; //pozostatok KSPaka, ktoreho uz niekto iny predbehol

if (zaujimavi[id2] == false)
continue; //toto sa moze stat v pripade, ze sme mali predbehnut KSPaka
// ktoreho hned na to ’predbehol’ rychlejsi KSPak na rovnakej suradnici
// v tom pripade uz mame zapisane aj predbehnutie s tym rychlejsim, a budeme riesit to

if (posledne_pristatie != -1)
{
// skusime zapisat do odpovede aj tychto KSPakov, ak maju rovnaky cas ako ten najlepsi
double najlepsi = (pristatia[posledne_pristatie].y -
(xnepredbehnuti.begin()).x ) / (*nepredbehnuti.begin()) .v;
double my = (pristatia[posledne_pristatie].y - KSPaci[id].x) / KSPaci[id].v;
if (my == najlepsi)

pristatia[posledne_pristatie].odpoved.push_back (id);
pristatia[posledne_pristatie].odpoved.push_back (id2);

}

// zahodime predbehnuteho KSPaka
zaujimavi[id2] = false;
nepredbehnuti.erase (KSPaci[id2]);

auto it = nepredbehnuti.find (KSPacil[id]);

// tento KSPak je na cele, nema koho predbehnut
if (it == nepredbehnuti.begin()) continue;

it--;

id2 = it->id;
if (KSPaci[id2].v < KSPaci[id].v)
{

double predbehne = KSPaci[id2].x + (KSPaci[id2].x - KSPaci[id].x) /
(KSPaci[id].v — KSPaci[id2].v) * KSPaci[id2].v;
udalosti.push ({predbehne, 2,1id, id2});

}

else

{
posledne_pristatie = id;
if (!nepredbehnuti.empty())
{

}

pristatia[id].odpoved.push_back (nepredbehnuti.begin()->id);

}

int main ()

{

cin.tie(OT;
cout.tie(0);

ios::sync_with_stdio (false);

int n,qg;
cin >> n >> g;

if(n <= 3000 && g <= 3000)

{
//riesenie hrubou silou
return 0;

}

vector<bezec> KSPaci (n);
vector<otazka> pristatia(q);

for (int i=0;i<n;++1)
{
KSPaci[i].id = i;
cin >> KSPaci[i].x >> KSPacil[i].v;

}

for (int i=0;i<qg;++1)
{
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pristatiafi].id = 1i;
cin >> pristatiali].y;

}
vyries (KSPaci,pristatia);

for (auto &pristatie:pristatia)

{
sort (pristatie.odpoved.begin(),pristatie.odpoved.end());
auto it = unique (pristatie.odpoved.begin(),pristatie.odpoved.end());
pristatie.odpoved.resize (distance (pristatie.odpoved.begin(),it));

cout << pristatie.odpoved.size();

for (auto KSPak:pristatie.odpoved)
cout << ”_” << KSPak+1l;

cout << ”\n”;

}

return 0;

A uz len celom vzad

No a ¢o ndm od tohto rieSenia chyba k verzii, ked st KSP4ci hala-bala rozmiestneni medzi pristatiami? Nage
rieSenie si vlastne vie poradif s lubovolnym vstupom, ak by naSa otdzka bola “pre kaZdé pristdvacie miesto
povedz tych KSPdkov, ktori by sa k nemu dostali najrychlejsie, keby vsetci bezali doprava”. Stac¢i nam teda
tlohu vyriesit eSte raz, ale v opacnom smere — teraz vSetci KSPaci budt bezat len dolava, a KSPakov, pristatia
a predbehnutia budeme spracovavat v poradi sprava dolava. ESte poznamendme, Ze o dost prijemnejSie na
implementaciu ako skopirovanie celého kédu a menenie détovych struktir, aby teraz zoradovali udalosti naopak
ako predtym, je napisat si jednosmerné rieSenie ako funkciu, spustit ju raz na danom vstupe a néasledne cely
vstup oto¢it (vietkym KSP4kom zmenime stradnice z z; na 10° — z; a pristdvacim miestam z y; na 109 — y;).
Potom nasu funkciu zavolame eSte raz, a mame vyhraté. Treba len mierne pozmenit zapisovanie odpovede —
ked ideme KSPéaka zapisaf, najprv sa pozrieme, ¢i uz pre dané pristavacie miesto neméame uz nejaki odpoved,
a ak dno, aky ¢as maju KSP4ci, ktori tam boli predtym zapisani.

Casové aj pamitova zlozitost ostava rovnaks — nase rieSenie len pouzijeme dva krat.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <set>
#include <queue>
#include <algorithm>

using namespace std;

struct bezec
{
int x,id;
double v;
}i

struct otazka
{
int y,id;
vector<int> odpoved;
double cas = 100000001;
Vi

struct udalost
{
double kde;
int typ; // 1 novy KSPak, 2 = predbehnutie, 3 = pristatie
int id,id2; // id = id, id2 je id predbehnuteho KSPaka v pripade typ = 2

i

struct najskor
{
bool operator () (const udalosté&a,const udalosté&b) const
{
if(a.kde != b.kde)
return a.kde > b.kde; // najlavejsie udalosti najprv

return a.typ < b.typ;
}i

struct zostupne

{
bool operator () (const bezec a,const bezec b) const
{

return a.x > b.x;
}
bi

void skus_odpovedat (bezec &KSPak,otazka &pristatie)
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double cas = abs (pristatie.y - KSPak.x) / KSPak.v;

if (pristatie.cas > cas)

{
pristatie.odpoved = {KSPak.id};
pristatie.cas = cas;

}

else if (pristatie.cas == cas)
pristatie.odpoved.push_back (KSPak.id) ;

}

void vyries (vector<bezec> &KSPaci,vector<otazka> &pristatia)
{
priority_queue<udalost,vector<udalost>,najskor> udalosti;
set<bezec, zostupne> nepredbehnuti;

//predbehnutych KSPakov vyskrtneme, a uz ich budeme ignorovat
vector<bool> zaujimavi (KSPaci.size(),true);

int posledne_pristatie = -1; //

for (auto KSPak:KSPaci)
udalosti.push ({KSPak.x,1,KSPak.id,-1});

for (auto pristatie:pristatia)
udalosti.push ({pristatie.y,3,pristatie.id,-1});

while (!udalosti.empty())
{
udalost event = udalosti.top();
udalosti.pop();
int id = event.id;
if (event.typ == 1) // novy KSPak
{
// z KSPakov startujucich na rovnakej pozicii chceme len rychlejsieho
if (!nepredbehnuti.empty () && nepredbehnuti.begin()->x == KSPaci[id].x)
{
int id2 = nepredbehnuti.begin()->id;
if (KSPaci[id2].v > KSPaci[id].wv)
{
zaujimavi[id] = false;
continue;
}
else
{
nepredbehnuti.erase (KSPaci[id2]);
zaujimavi[id2] = false;

}

// ak existuje nepredbehnuty KSPak, je rychlejsi, tak si zapiseme kedy nas predbehne
if (!nepredbehnuti.empty () && nepredbehnuti.begin()->v > KSPaci[id].v)
{
int id2 = nepredbehnuti.begin()->id;
double predbehne = KSPaci[id].x + (KSPaci[id].x - KSPaci[id2].x) /
(KSPaci[id2].v - KSPaci[id].v) * KSPaci[id].v;
udalosti.push ({predbehne, 2,id2,1id});
}
nepredbehnuti.insert (KSPaci[id]);

}
else if (event.typ == 2) // predbehnutie
{

int id2 = event.id2;

if (zaujimavi[id] == false)
continue; //pozostatok KSPaka, ktoreho uz niekto iny predbehol

if (zaujimavi[id2] == false)
continue; //toto sa moze stat v pripade, ze sme mali predbehnut KSPaka
// ktoreho hned na to ’predbehol’ rychlejsi KSPak na rovnakej suradnici
// v tom pripade uz mame zapisane aj predbehnutie s tym rychlejsim, a budeme riesit to

if (posledne_pristatie != -1)
// skusime zapisat do odpovede aj tychto KSPakov, ak maju rovnaky cas ako ten najlepsi

skus_odpovedat (KSPaci[id],pristatia[posledne_pristatie]);
skus_odpovedat (KSPaci[id2],pristatia[posledne_pristatie]);
}

// zahodime predbehnuteho KSPaka
zaujimavi[id2] = false;
nepredbehnuti.erase (KSPaci[id2]);

auto it = nepredbehnuti.find (KSPacilid]);

// tento KSPak je na cele, nema koho predbehnut
if (it == nepredbehnuti.begin()) continue;

it--;

id2 = it->id;
if (KSPaci[id2].v < KSPaci[id].v)
{
double predbehne = KSPaci[id2].x + (KSPaci[id2].x - KSPaci[id].x) /
(KSPaci[id] .v - KSPaci[id2].v) =* KSPaci[id2].v;
udalosti.push ({predbehne,2,id, id2});
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else
{
posledne_pristatie = id;
if (!nepredbehnuti.empty())
{
skus_odpovedat (KSPaci [nepredbehnuti.begin()->id],pristatialid]);
}

}

int main ()
{

ios::sync_with_stdio (false);

cin.tie(0);
cout.tie(0);

int n,qg;

cin >> n >> qg;

vector<bezec> KSPaci (n);
vector<otazka> pristatia(q);

for (int i=0;i<n;++1)
{
KSPaci[i].id = i;
cin >> KSPaci[i].x >> KSPacil[i].v;

}

for (int i=0;i<qg;++1)

{
pristatiafi].id = 1i;
cin >> pristatiali].y;

}

// vyriesime pripad, ked KSPaci bezia doprava
vyries (KSPaci,pristatia);

// otocime vstup

for (auto &KSPak:KSPaci)
KSPak.x = 1000000000 - KSPak.x;

for (auto &pristatie:pristatia)
pristatie.y = 1000000000 - pristatie.y;

// vyriesime pripad, ked KSPaci bezia dolava
vyries (KSPaci,pristatia);

for (auto &pristatie:pristatia)

{
sort (pristatie.odpoved.begin(),pristatie.odpoved.end());
auto it = unique (pristatie.odpoved.begin(),pristatie.odpoved.end());
pristatie.odpoved.resize (distance (pristatie.odpoved.begin(),it));

cout << pristatie.odpoved.size();

for (auto KSPak:pristatie.odpoved)
cout << ”_” << KSPak+l;

cout << "\n”;

}

return O;

Samo (samo@ksp. sk)
8. Ako Jemo Etku spoznal (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Potom, ako ste si spolu s Jemom presli strastiplnou cestou na druha stranu kopca, nasli slusné byvanie
a napriek obrovskému hladu stretli jeho vyvolend, ste dostali nelahku tlohu. Mnohym z vas vsak tato tloha
musela prist povedoma. A tak stacilo spomentt si na jej rieSenie a nésledne ho trosku vytunit, aby riesilo aj
tato ulohu.

Knapsack

Ano, tato tloha bola len jemné zovSeobecnenie tlohy, ktora je vo svete znama pod nazvom knapsack prob-
lem!?. Zadanie znie nasledovne: “Mame n kryptomien, pre kazda z nich pozname jej cenu v Tesku a jej hodnotu
na trhu. Akt najvicsiu hodnotu vieme nakupit za p penazi?”

Tato tlohu vyriesime dynamickym programovanim. Vypoéitame si dvojrozmerné pole, kde v D[i][j] je ulo-
7ené najviicsia hodnota, akd vieme nakipit, ak méame k dispozicii j peniazi a mozeme nakupovat len prvych 7
typov kryptomien. Potom odpoved na nasu otazku je uloZend v D[n][p].

Ako vypocditame hodnoty v jednotlivych polickach pola? Predstavme si, Ze mame j penazi a nakupujeme z
prvych ¢ typov kryptomien. Aké st moznosti pre i-tu kryptomenu? Bud ju nekipime a vysledok je rovnaky, ako
ked nakupujeme iba z prvych i — 1 kryptomien. Alebo ju kiipime (samozrejme, iba ak méme na to dost petiazi).

Ohttps://en.wikipedia.org/wiki/Knapsack_problem
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Vtedy checeme kuapit najviacsiu hodnotu z prvych ¢ — 1 kryptomien, pri¢om uz mame k dispozicii len j — cenali]
penazi.
Teda pokial mame dost peniazi na kiupenie i-tej kryptomeny (5 > cenali]), tak plati

DIi][j] = max(D[i — 1][j], D[i — 1][j — cenali]] + hodnotali]).

Inak D[i|[j] = D[i—1][j]. Zékladny pripad je jednoduchy, kedZe za 0 pefiazi a ani z 0 kryptomien si ni¢ nekapis.
Vieme teda, ze DI[0][j] = D[i][0] = 0.

Priamociare vyuzitie

Toto vieme vyuzif v nasej tllohe tak, Ze vzdy, ked pride otdzka, zratame si vysledok knapsacku pre kryptomeny
od | po r a vypiSeme odpoved. Akl to mé celé Casovu zlozitost? Pre kazda otdzku potrebujeme zratat celé
dvojrozmerné pole knapsacku odznova. Toto pole mdZe mat v najhorSom pripade velkost az n x p. Teda celkové
Casové zlozitost je O(q - n - P), kde P je najvicsie p;.

Listing programu (C++)
#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

int n,q,1,r,b;
vector<int> c,h;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio (false);
cin>>n>>q;
c.resize(n);h.resize(n);
for (int i=0;i<n;i++)cin>>c[i]>>h[i];
while (g—-) {
cin>>1>>r>>b;1--;
vector<vector<int> > D(r-1+1, vector<int> (b+1, 0));
for (int i=1;i<=b;i++) {
for (int j=1;j<D.size();Jj++){
//skus kupit j+l-ty typ
D[Jj][1]=D[3-1][1i];
if(i>=c[j+1-1])D[J] [1]=max(D[Jj]1[i], D[Jj-1]1[i-c[Jj+1-1]]+h[j+1-1]);
}
}
cout <<D.back () .back () <<endl;
}

return O;

Vzorové rieSenie

Vsimnime si, ze ked zratame knapsack pre nejaky interval kryptomien (od ! po r), tak musime zratat celi
tabulku D. Zaujimavé je ale to, Ze v i-tom riadku tabulky D vlastne uvazujeme len prvych i kryptomien
(kryptomeny od I po l +1i —1). A teda ked uz mame vyratané D, tak mame odpovede zratané aj pre kazdy
prefix tohto intervalu. Teda pre kazdy interval tvaru (I;1 + i), kde 0 < ¢ < r — [. Pokial zrdtame vSetky tieto
knapsacky odzadu, tak mame dokonca zratany knapsack aj pre kazdy jeho sufix (intervaly tvaru (I + i;7)).

Postavme si teraz nad nasimi kryptomenami strom s rovnakou Struktirou, ako mé intervalovy strom!'! —
teda bindrny strom, kde je kazdému vrcholu priradeny nejaky interval, pricom korenu je priradené celé pole,
kazdému z jeho synov jedna polovica pola, ich synom $tvrtiny pola atd. V kaZdom vrchole nasho stromu zratajme
knapsack na intervale kryptomien, ktory tento vrchol pokryva, v oboch smeroch.

Akt vyhodu ndm to da? Lubovolny interval sa teraz da rozdelif na dve ¢asti (o chvilu si ukdZeme ako),
pri¢om pre obe z nich uz mame knapsack predriatany niekde v naSom strome. Ak by sme vedeli, kolko penazi
mame minif v prvej a kolko v druhej ¢asti, odpoved na otdzku by sme zratali v konStantom c¢ase séitanim
vhodnych dvoch ¢isel, ktoré uz mame predpoéitané. To sice nevieme, ale mozeme vyskusat vSetky moznosti,
ktorych je p + 1. Podme si teda zhrnf nase rieSenie.

Predstavme si, Ze ndm pride otézka, Ze chceme vysledok knapsacku na intervale od | po r. Sklisme ndjst
nejaké intervaly v intervalaci, ktoré ndm v tomto pomdzu. Zac¢nime v koreni. Pokial cely nas hladany interval
lezi len v pravom alebo len v lavom synovi, tak néas vlastne t4 druhé ¢ast intervald¢u nezaujima a mozeme sa
presunut do syna, v ktorom sa nas$ interval nachadza. Toto opakujeme az dojdeme do vrchola, kde toto opakovat
nemézeme. To moze znamenaf, Ze sme v liste, vtedy je hladany interval dizky 1 a odpoved je jednoduché. Bud
si vieme dovolif kupit kryptomenu a odpoved je jej hodnota, alebo je odpoved 0. Ind moznost je, Zze ¢asti nami
hladaného intervalu lezia v oboch synoch. Dokonca vieme, Ze nas hladany interval je vlastne zlepenim nejakého
sufixu lavého syna a nejakého prefixu pravého syna. Toto uz ale mame predpocitané, teda jediné, ¢o ostava, je

https://wuw.ksp.sk/kucharka/intervalovy_strom/
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nakombinovat odpoved z tychto dvoch intervalov. Jediny problém je, Ze nevieme, kolko pemazi chceme mintt
v Tavom synovi a kolko v pravom. Tak to urobime jednoducho—kedze dokopy chceme minit p penazi, tak
vyskisame vSetky moznosti, ako rozdelif tieto peniaze do synov. Potom uz len zoberieme maximum a vypiSeme.

Ako sme teda zlepsili éasovi zlozitost? Najprv si predpoditame cely intervalovy strom. VSimnime si, Ze na
kazdej rovni tohto stromu zratame niekolko knapsackov, dokopy pre n prvkov s tym, Ze minieme maximélne p
pefiazi. Strom mé logn Grovni, a teda zratat cely strom vieme v ¢ase O(n-p-logn). Pri spracovavani konkrétne;
otézky najprv potrebujeme najst vhodny vrchol, pri¢om pri kazdom kroku tohto hladania klesneme v hibke
stromu o 1. Teda vrchol vieme najst v O(logn), a na zaver vyskuSame vSetky moznosti rozdelenia petiazi do
lavého a pravého intervalu, ¢o bude trvat O(p). Celkova ¢asova zloZitost je teda O(n - p-logn + g - (logn + p)).
Co sa tyka paméitovej zlozitosti, tak si musime pamétat cely nas intervalovy strom, ¢o je O(n - p - logn).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int n,q,1,r,b, maxP=2000;
vector<int> c, h;
vector<vector<vector<int> > > D,E;
void calculateKnapsnack (int vrchol, int odkial, int pokial) {
D[vrchol].resize (pokial-odkial+l, vector<int> (maxP+1,0));
E[vrchol].resize (pokial-odkial+l, vector<int> (maxP+1,0));
for (int i=1;i<=maxP;i++) {
for (int j=1; j<D[vrchol].size(); j++) {
D[vrchol] [j][i]=D[vrchol] [j-1]1[i];
if (i>=c[j+odkial-1])D[vrchol] [Jj] [i]=max(D[vrchol] [j][i], D[vrchol] [j-1][i-c[j+odkial-1]]+h[J+odkial-1]);
}
}

for (int i=1;i<=maxP;i++) {

for (int j=1; j<E[vrchol].size(); j++) {
E[vrchol] [j][i]=E[vrchol] [§-1][i];
if (i>=c[pokial-j])E[vrchol] [j][i]l=max (E[vrchol] [j][1i], E[vrchol][j-1][i-c[pokial-j]l]l+h[pokial-jl);

}
}
if (pokial-odkial<2)return;
int stred=(odkial+pokial)/2;
calculateKnapsnack (2xvrchol, odkial, stred);
calculateKnapsnack (2xvrchol+l, stred, pokial);

}

pair<int,int> najdivrchol (int vrchol, int odkial, int pokial) {
int stred=(odkial+pokial)/2;
if (1>stred)return najdivrchol (2«vrchol+l, stred, pokial);
if (r<stred)return najdivrchol (2+vrchol, odkial, stred);
return {vrchol, stred};

}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio (false);
cin>>n>>q;
int listy=1;
while (listy<n) listyx*=2;
D.resize (2x1listy);
E.resize (2+1listy);
c.resize(listy,0);h.resize(listy,0);
for (int i=0;i<n;i++)cin>>c[i]>>h[i];
//ulozene v poli [cislo vrchola v intervalaci] [pocet spracovanych] [pocet penazi]
calculateKnapsnack (1,0, listy);
while (g——) {
cin>>1>>r>>b;1-—;
pair<int,int> interval=najdivrchol(1,0,1listy);
int vsledok=0;
for (int i=0;i<=b;i++) {
vsledok=max (vsledok, D[2xinterval.first+1l] [r—-interval.second] [1]+E[2*«interval.first] [interval.second-1] [b-1]);
}
cout <<vsledok<<endl;
}

return O;
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