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Navody k aloham 2. kola zimnej Casti kategorie T

V kategérii T neuvadzame vzorové rieSenia ale skér ndvody na rieSenie tloh. Ich cielom je prezradif vam
hlavna myslienku rieSenia, aby ste podla navodu mohli rieSenie domysliet sami. Obdéas teda vynechdame niektoré
drobné detaily, neuvadzame implementacie datovych struktar a nerozpisujeme niektoré kroky.

Neuvadzame ani vzorové programy, pretoze chceme, aby ste po precitani navodu naprogramovali tie tlohy,
ktoré ste nespravili pocas trvania série. Ked si tieto rieSenia sami naprogramujete, naucite sa tym ovela viac
ako pozeranim sa na zdrojové kody.

Implementacie vSeobecne znamych algoritmov a détovych Struktir mozete ndjst vo vzorovych rieSeniach
kategorii Z a O starsich roénikov KSP alebo aj na internete.

néavod pisal Zaba
1. Takto sa obsadzuje graf (max. 0 b za popis, 20 b za program)

Ako vzdy, za¢nime sériou pozorovani. Uvedomme si, Ze nasim cielom je iba dobyf vSetky vrcholy a teda
nemusime dobyt vSetky hrany. Dokonca hrany, ktoré dobyjeme ani nemusia vytvarat kostru nasho grafu. Ak
si preto zoberieme nejaké optimélne vysledné riesenie, tak dobyté hrany budu vytvarat niekolko samostatnych
komponentov. Vieme teraz vypocéitat kolko nds takéto dobytie stélo?

Samozrejme, komponenty sa nijak neovplyviuji, kedze figirky medzi nimi nemdzu prechadzat. Kazdy teda
musime zapocditat zvlast. Takisto je jasné, Ze v jednom komponente chceme figirky pridavat iba do jedného
vrcholu. Toho, v ktorom je to najlacnejSie. Cenu pridania jednej figirky do vrcholu v nam urc¢uje hodnota b,,.
Preto chceme ndjst v danom komponente vrchol s najmensou hodnotou b,,. Oznac¢me si tito hodnotu premennou
cena.

A kolko figiirok potrebujeme na to, aby sme dobyli cely tento komponent? Uréite potrebujeme dobyt kazdy
vrchol. Na dobytie vrchola v potrebujeme a, figirok. Zo vsetkych vrcholov v tomto komponente preto najdeme
ten, na ktorého dobytie treba najviac figarok, teda m& najvac¢siu hodnotu a,, a tito hodnotu si oznacime
premennou pocet,,. Je jasné, ze na dobytie vSetkych vrcholov potrebujeme aspon pocet, figarok.

Ani takyto pocet vSak nemusi postacovat, mohli sme sa totiz rozhodnitf v tomto komponente dobyt hranu
e, na ktorej dobytie potrebujeme c, figirok, pri¢om c. > pocet,. V tomto komponente sa teda musime pozriet
aj na vSetky dobyté hrany a najst t11, ktord méa najvicsiu hodnotu c.. Tato hodnotu si oznac¢ime ako pocet,.
Vsimnite si, Ze v tomto komponente mozu byt aj drahsie hrany, ktoré sme sa vSak rozhodli nedobyt a preto nas
nemusia zaujimat.

Teraz si rozmyslite, Ze ak naozaj vytvorime max(pocet,, pocet.) figirok vo vrchole, v ktorom to stoji cena
petiazi, podari sa ndm potom dobyt cely tento komponent, zaplatime za to cena - max(pocet,, pocet.) penazi a
tato hodnota je najmensia mozna.

Dalsie dobré pozorovanie je, 7e sa ndm nikdy neoplati dobyjat hranu z oboch stran — teda tak, Ze na oboch
jej koncoch je nenulovy pocet figirok. Ak by sme totiZz na jednom konci mali = figirok a na druhom y, tak
sa radsej pozrieme, do ktorych vrcholov sme pévodne pridali tieto figurky, vyberieme si ten lacnejsi a pridame
dotiho z + y figirok. Uvedomme si, Ze stéle budeme vediet dobyt ta ista ¢ast grafu a uréite to nebude drahsie.

No a nakoniec, povedzme si, Ze chceme dobyt nejaki hranu e, na ktorej dobytie treba c, figiirok. Ak si v
grafe zoberieme iba hrany, ktorych dobytie je nanajvys také drahé, tak sa ndm opif vytvori viacero suvislych
komponentov. Ak v8ak mame dostatok figiirok na dobytie hrany e, uréite budeme mat dost figiirok na dobytie
kazdej hrany, ktord bola nanajvys takd drahé a je v rovnakom komponente ako hrana e. Ak nas to teda nebude
stat ni¢ naviac, tak sa nam tieto hrany uréite oplati dobyt. Vdaka nim sa totiz vieme dostaf k viacerim vrcholom,
¢o nam déva sancu néajst vrchol s nizkou hodnotou b,,, v ktorom tych ¢, figtirok ktoré potrebujeme, vieme vyrobit.

Myslienka a implementacia

Nepripomina vam to niec¢o? Komponenty, hrany lacnejsie ako nejaka hrana e? Lebo mne to smrdi Kruskalom
— algoritmom na hladanie najlecnejsej kostry. Aj ohladom zlozitosti tento algoritmus sedi, takze to vyzera, Ze
sme na dobrej ceste.

Kruskalov algoritmus zacina tym, zZe si usporiada hrany od najlacnejsej po najdrahsiu a potom ich postupne
pridava do grafu. Pritom si, najCastejSie pomocou union-findu, udrziava mnoZinu savislych komponentov. Pri
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pridavani hrany najskor skontroluje, ¢i dand hrana nevedie medzi dvoma vrcholmi, ktoré uz patria tomu istému
komponentu. Ak dno, takuito hranu ignoruje. V opa¢nom pripade ju v8ak do grafu vloZi a spoji komponenty, do
ktorych patrili koncové vrcholy tejto hrany.

Ako tento algoritmus upravime tak, aby riesil nas problém? Zjavne najdolezitejSia je operacia pridavania
hrany. Uz teda existuju nejaké sivislé komponenty a predpokladajme, ze o kazdom z nich vieme, ako ¢o najlac-
nejsie dobyt vsetky vrcholy v iom. Co sa zmeni pridanim hrany e?

Hrana e moze spajat vrcholy, ktoré patria do toho istého komponentu. Tak ako v klasickom Kruskalovi
vSak tUto hranu mozeme ignorovat. Ak uz vieme ako najlacnejsie dobyt vSetky vrcholy v danom komponente,
pridanie hrany, na ktorej dobytie potrebujeme viac figirok ako na zvysné hrany v tomto komponente, nam
urcite rieSenie nezlepsi.

TakZe sa zamerajme na pripad, ked hrana e vedie medzi dvoma komponentami. Ak sa rozhodneme ttito hranu
dobyt, bude platit nase posledné pozorovanie. Teda nésledne budeme vediet zadarmo dobyt aj zvy$né hrany v
tychto dvoch komponentoch, ¢im ndm vznikne jeden stvisly komponent. A kolko stoji dobytie tohto spolo¢ného
komponentu? Podla prvého pozorovania musime najst hodnoty cena, pocet, a pocet.. Zjavne pocet, = ¢, kedze
aktualne priddvand hrana je drahsSia ako vSetky doteraz pridané hrany. Ostéva teda n&jst vrchol, na ktorého
dobytie potrebujeme najviac figirok a vrchol, v ktorom je pridéavanie figirok najlacnejsie.

Aby sme tieto dve hodnoty vedeli vypocitat rychlo, budeme si pre kazdy komponent naviac pamétat aj
jeho hodnotu cena a pocet,,. Pri spojeni dvoch komponentov potom sta¢i zobrat minimum z ich hodnot cena a
maximum z ich hodnét pocet,. Vdaka tomu dokédZeme v konstantnom case vypocitat, kolko nds stoji dobytie
tohto komponentu.

Obcas sa ndm vSak hranu e nemusi oplatit dobyt. Napriklad preto, lebo mé prili§ velki hodnotu ¢.. M6zeme
sa vSak tvarit, Ze sa tieto dva komponenty spojili aj tak. Stale vieme vypoditat, za kolko najmenej dobyt vSetky
vrcholy tohto komponentu. Jednoducho si zoberieme stéet dobyti jednotlivych komponentov. A do budicna
nam to nié nepokazi, lebo ak sa niekedy v budiicnosti rozhodneme dobyt hranu, ktord bude zasahovat do tohto
komponentu tak budeme vediet zadarmo dobyt aj hranu e (lebo je lacnejsia) a teda sa tvarit, Ze vlastne cely ¢as
boli spolu. (Toto je asi najpodstatnejsia a teda aj najtazsia cast myslienky tohto rieSenie. Odporta¢am precitat
eSte raz a poriadne pozut.)

Samotny algoritmus je potom naozaj len velmi jemnou obmenou Kruskalovho algoritmu. Pre kazdy kom-
ponent si budeme pamitat tri hodnoty — cena (ako najlacnejsie viem vyrabat figurky), pocet, (kolko najviac
figirok potrebujem na dobytie nejakého vrcholu v tomto komponente) a riesenie (najlacnejsia cena dobytia
vSetkych vrcholov tohto komponentu). Na zadiatku tvori kazdy vrchol samostatny komponent a spomenuté tri
hodnoty su nastavené na b,, a, a b, - a,.

Nésledne budeme spracovavat hrany od tej s najmensim c, po t s najviacsim. Pre kazda hranu sa pozrieme,
¢i spaja vrcholy z roznych komponentov. Ak nie, tak tito hranu ignorujeme. Inak si vypocitame, za akt cenu
vieme dobyt vSetky vrcholy v tomto komponente ak dobyjeme hranu e (min(cena, cena’)-max(c., pocet,,, pocet.))
alebo ak ju nedobyjeme (riesenie 4 riesenie’). Vyberieme si ti lacnejs$iu moznost, komponenty spojime dokopy
a prislusne upravime hodnoty cena, pocet, a riesenie pre tento spojeny komponent.

Na konci ndm ostane jeden komponent a jeho hodnota riesenie ndm hovori, ako najlacnejsie dobyt vsetky
vrcholy v celom grafe.

navod pisal Baklazan
2. Trapny vianoc¢ny stromcek (max. 0 b za popis, 20 b za program)

Téato tiloha sa dala riesif réznymi sposobmi, tu si ukdZeme len jeden z nich.

Zacnime s tym, Ze si nas strom zakorenime (napriklad vo vrchole 1). Korenn nésho stromu ozna¢me K.
Nech Ans(W, X, Y, Z) oznacuje odpoved na otdzku pre cesty z W do X az Y do Z. Nech Lea(X,Y) oznacuje
najnizsieho spoloéného predka vrcholov X,Y a nech P(X) oznacuje priameho predka vrcholu X. Potom vieme
otazku Ans(W, X, Y, Z) rozbit nasledovne:

Ans(W, XY, Z) = Ans(W, K, Y, Z)+ Ans(K, X,Y, Z) — Ans(Leca(W, X ), K, Y, Z) — Ans(K, P(Lca(W, X)), Y, Z).

Ked rovnakt inkliziu a exkliziu aplikujeme aj na cestu z Y do Z, rozbijeme nasSu pévodni otdzku na 16
inych, pre ktoré vSak bude platit, Ze obe cesty maju jeden koniec v koreni. Takymto sposobom si teda rozbijeme
vSetky otdzky zo vstupu. Teraz ndm staci uz len vyriesit trochu jednoduchsiu verziu problému, kde v kazdej
otazke obe cesty zacinaja v koreni.

Namiesto toho, aby sme postupne spracovavali jednotlivé otédzky (Iludi pozerajtcich sa na stroméek) a pocitali
k nim odpovede, budeme postupne spracovavat jednotlivé druhy ozddéb a pocitat, ako prispievaji vrcholy s

http://ksp.sk/ strana 2 z 5



danym druhom ozdoby do odpovedi jednotlivych otdzok. Ked spracujeme vsetky druhy ozdob, budeme zaroven
vediet odpovede na jednotlivé otdzky.
Cisla (druhy ozdéb), ktoré sa vyskytuji na stroméeku, rozdelme do dvoch skupin:

e Casté : ¢isla, ktoré sa v strome vyskytujt asponi y/n/logn-krat?.
e Zriedkavé : Cisla, ktoré sa na strome vyskytuju menej ako /n/logn krat.

S kazdou skupinou ¢isel sa vysporiadame inak.

Casté ¢isla

KedZe kazdé Gasté ¢islo sa v strome vyskytuje velakrat, tychto ¢isel bude mélo. Preto moZzeme na kazdom
z nich stravif pomerne vela ¢asu. Pre kazdé casté ¢islo ¢ teda mozeme spravit na nasom strome jedno DFS,
v ktorom si pre kazdy vrchol vypocitame, kolkokrat sa vyskytuje ¢éislo ¢ na ceste z tohto vrchola do korera.
Nésledne uz pre kazda otazku vieme vypocitat, ako do jej odpovede prispeje c: v konStantnom case zistime,
kolko c-¢ok lezi na jednej, a kolko na druhej ceste, a tieto dve ¢isla nam stac¢i vyndsobit. Nakoniec eSte bude
treba odéitat podet c-Gok, ktoré lezali na prieniku ciest (lebo dvojice obsahujice ten isty vrchol dvakrét podla
zadania nemame podéitat).

Kazdé ¢asté ¢islo takto vieme spravocat v ¢ase O(n + q). Kedze ¢astych ¢isel bude najviac n/y/n/logn =
v/nlog n, spracovanie vietkych ¢astych ¢isel bude dokopy trvat O((n + q)v/nlogn).

Zriedkavé cisla

Najprv si prejdeme celym stromom a pre kazdé zriedkavé ¢islo si poznaéime, kde vsade (v ktorych vrcholoch)
sa toto Cislo vyskytuje.

Vrcholy nasho (zakoreneného) stromu si mozeme oéislovat v preorder poradi (teda v poradi, v akom ich
nav§tivi DFS). Toto poradie ma jednu peknd vlastnost: pre kazdy podstrom plati, Ze ¢isla vrcholov tohto
podstromu tvoria savisli postupnost. Inymi slovami, st to vSetky celé ¢isla z nejakého intervalu.

Kazda otdzka je dand Styroma vrcholmi: koncami ciest, na ktoré sa tato otdzka pyta. Kedze vSak dva z tychto
vrcholov st vzdy koreri nasho stromu, reédlne je kazda otédzka urcend iba dvoma vrcholmi. Ak sa na ¢isla tychto
vrcholov (v naSom novom preorder ¢islovani) budeme pozerat ako na stradnice, na kazda otdzku sa moZzeme
pozerat ako na bod v dvojrozmernom priestore.

Nech c je teraz nejaké zriedkavé ¢islo. Pre kazdu dvojicu vrcholov, ktoré v sebe maji ozdobu typu c, sa
pozrieme, ktoré otazky ovplyvnia. Nech U a V je nejakd dvojica vrcholov typu c. Tato dvojica prispieva do
odpovedi prave tych otazok, ktorych jedna cesta kon¢i v podstrome pod U a druha v podstrome pod V. To
znamend, Ze koniec jednej cesty musi mat ¢éislo z intervalu zodpovedajiceho podstromu U a koniec druhej musi
mat &islo z intervalu zodpovedajiceho podstromu V. V nasSej geometrickej predstave tomu zodpovedaji body
leziace vnutri nejakého obdlZnika. Vsetkym otézkam z tohto obdlZnika by sme teda chceli zvysif odpoved o 1.
To vsak neurobime hned. Namiesto toho si iba zapamitame suradnice tohto obdlznika.

Takto prejdeme vSetky dvojice vrcholov, obsahujucich rovnaké zriedkavé c¢islo a pre kazda z nich dosta-
neme jeden obdlznik. T¥chto obdlznikov bude dokopy najviac n1/n/logn, pretoze kazdy vrchol bude v najviac
v/n/logn réznych dvojiciach (kedZe inak by uZ jeho éislo muselo byt ¢asté a nie zriedkavé).

Mame teda zhruba ny/n/logn obdlznikov a ¢ bodov a pre kazdy bod nés zaujima, v kolkych obdlznikoch
lezi. VSetky stradnice st pritom celé ¢isla z rozsahu 1 az n. Takato tloha sa da vyriesit zametanim za pomoci
intervalového stromu (treba strom s lazy propagation), v ¢ase O((g+n+/n/logn)logn) = O(qlogn+n+/nlogn).

Cela tloha sa d& teda vyriesit v ¢ase O((n + q)v/nlogn).

5 navod pisal Hodobox
3. Turnaj Mladych Sachistov (max. 0 b za popis, 20 b za program)

Tato tuloha bola trochu neklasickd v tom, Ze jej obtiaznost nespodivala vo vymysleni rieSenia, ale jeho
implementéacii. Vzordk sa totiz prakticky nachadzal v samotnom zadani:

“{farba} hrac ma sach.”, kde {farba} je “Biely”, resp. “Cierny”, ak je kral tohto hraca v ohrozeni, ale existuje
platny tah niektorou z jeho figirok taky, po ktorom uz v ohrozeni nebude.

Ak zistime, Ze prave jeden kral je v ohrozeni, staéi nam vyskusat kazdy fah tohto hraca, a zakazdym sa
spytat znovu t1 isti1 otdzku — je kral v ohrozeni? Ak je aspoii raz odpoved “nie”, odpoveddme Sach, inak mat.

LAk vés zaujima, ako sme prisli k &slu \/n/logn: toto &islo sme zvolili tak, aby bola vysledna ¢asova zlozitost nasho algoritmu
¢o najmensia. Ak by sme namiesto tejto hranice pouzili hodnotu v/, nemalo by to v praxi urobit velky rozdiel.
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Vzhladom na to Ze hlavnym cielom tlohy je dontutit rieSitela si dopredu premysliet ako tito jednu vetu
naprogramovat ¢o najprehladnejsie a bezbolestnejsie, hlavnym cielom vzoradku bude priblizit ako k takémuto
problému pristupovat, namiesto toho aby sa po vysloveni jednovetového riesenia prilepili strany hotového kédu.

Vzorové rieSenie by teda, po prepisani do pseudokdédu, vyzeralo zatial zhruba takto

string vyries ()
{

nacitaj a spracuj vstup

B
C

je_ohrozeny (biely_kral, sachovnica)
je_ohrozeny (cierny_kral, sachovnica)

if B and C:

return ”“Nemozna.situacia.”
if !B and !C:

return ”“Neutralna.situacia.”

for priatelska_figurka in sachovnica:
for nova_sachovnica in skus_vsetky_tahy(priatelska_figurka, sachovnica):
if !je_ohrozeny (ohrozeny kral,nova_sachovnica) :
return farba + ”“_hrac.ma.sach.”

return farba + ”“_hrac.ma.mat.”

}

main ()
{
t = input ()
while (t--)
print (vyries())

Samozrejme vynechdvam detaily ako naéitanie vstupu a zapamitanie si pozicii krélov a pod. Strukttra je t4
dolezité cast. Toto rieSenie by teda bolo kompletné, ak by boli hotové funkcie je_ohrozeny(kto,kde) , ktora
zisti ¢i figlrka kto na Sachovnici kde je ohrozend nepriatelskymi figlirkami, a skus_vsetky_tahy(kto,kde)
ktora zoberie figirku kto a Sachovnicu kde, a vygeneruje vSetky mozné Sachovnice ktoré vznikna tym, Ze touto
figarkou spravime jeden tah.

A teraz sa zamyslite, ¢ st si tieto funkcie navzajom podobné. Co to vlastne znamend, e figirka je v
ohrozeni? No predsa to, Ze nejakd nepriatelskd figirka m4 taky fah, ktorym sa posunie na poziciu nasej fi-
gurky. Inak povedané, na overenie ohrozenosti vlastne chceme vyskiasat vSetky tahy nepriatelskych figirok.
je_ohrozeny (kto,kde) teda, opit odhliadnuc od detailov, vyzera takto

bool je_ohrozeny (kto, kde)
{
for nepriatel in nepriatelske_figurky:
for nova_sachovnica in skus_vsetky_tahy (nepriatel, kde) :
if nova_sachovnical[pozicia kto] == nepriatel:
return true
return false

Ostava nam teda uz len skus_vsetky_tahy. Mame vlastne dva typy figtrok: tie ktoré maja urcity pocet
pohybov (kori a kral) a tie ktoré maju uréity pocet smerov, v ktorych mozu ist kym nenarazia na prekdzku (okraj
Sachovnice alebo figirku). MoZeme teda napriklad zostrojit dve funkcie, jedna ktord vyskasa dané pohyby (a
pouzijeme ju pre krala a kone), a jednu ktora vyskasa pohyby v danych smeroch. Pesiakov bude jednoduchsie
naprogramovat osobitne. Celé to moZe vyzerat zhruba nasledovne

sachovnica[] niekolko_pohybov (figurka kto, sachovnica kde)
{

sachovnical[] results

for pohyb in kto.pohyby:
if mozem(kto.pozicia + pohyb):
tmp = kdel[kto.pozicia + pohyb]
kde[kto.pozicia] = ’.’

kde [kto.pozicia + pohyb] = kto
results.append (kde)
kde[kto.pozicia] = kto

kde [kto.poziciatpohyb] = tmp

return results

}

sachovnica[] pohyb_v_smere (figurka kto, sachovnica kde)
{

sachovnical[] results

for smer in kto.pohyby:
pohyb = smer
while mozem(kto.pozicia+pohyb) :
tmp = kdel[kto.pozicia + pohyb]
kde[kto.pozicia] = ' .’
kde[kto.pozicia + pohyb] = kto
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results.append (kde)
kde[kto.pozicia] = kto
kde[kto.poziciatpohyb] = tmp
pohyb += smer

return results

}

sachovnica[] skus_vsetky_pohyby (figurka kto, sachovnica kde)

{
if kto == pesiak:
//rie$it samostatne (zvolit spréavny smer podla farby, uGtocit Sikmo...)

if kto == kral or kto == kon:
return niekolko_pohybov (kto, kde)

return pohyb_v_smere (kto, kde)

Pritom mozem(pozicia) vrati true ak je nasa figirka povolena pohnit sa na dané policko (teda nie je mimo
Sachovnice a nie je na nej priatelskd figurka). Ta tu uvddzat hadam nemusim.

Toto je teda kompletna Struktira riesenia. Samozrejme, eSte chyba kopa prace utlacit syntaktické detaily —
napriklad pozicia by asi mala byt dvojica stradnic, kazdej figiirke musime priradit mnozinu pohybov vo forme
dvojic {dx,dy}, ¢o a ako si pamitame o Sachovnici, a tak dalej, sktisenejsim by vSak tato ¢ast uz nemala robit
velké problémy.

Ak by ste si mali z tejto tlohy nieco odniest, tak je to to, Ze rieSenie tlohy nie vzdy konéi vymyslenim algo-
ritmu, naopak, niekedy to len za¢ina. Vtedy je dobré si vSetko pomaly dopredu premysliet — chvilkou rozvazneho
planovania Struktiry vasho programo si ¢asto mozete usetrit hodiny programovania a najmi debugovania, jed-
noduchej myslienky komplikovanym ¢&i zdlhavym sposobom.
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