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David
1. Zavesme tam nieco! (max. 6 b za popis, 4 b za program)

Ako funguje &itanie vstupu? Standardne &itame vstup po slovach — funkcie ako cin a read ndm do premennej
ulozia dalsie slovo (alebo ¢islo) na vstupe.

Kazdy textovy sibor (aj vstup pre naSe programy) sa skladd z mnozstva znakov. Niektoré z nich st takzvané
prdzdne znaky (whitespace characters) — napriklad medzera (' '), tabuldtor ('\t'), znak nového riadku ('\n")
alebo aj znak konca stiboru (EOF, End Of File). Program tieto prdzdne znaky pri ¢itani vstupu pomocou
horeuvedenych funkcii preskakuje. Na to, aby sme vyriesili tto llohu, musime postupovat inak. ..

Vstup musime ¢itat bud po jednotlivych znakoch, kedy nac¢itame naozaj kazdy znak na vstupe samostatne,
alebo naditavat celé riadky naraz — teda nacitat znaky, az kym neprideme k znaku konca riadku.

Ako to ale naprogramovat? Ak ste ni¢ takéto eSte nerobili, na internete rychlo ndjdete odpoved.

Citanie celych riadkov je pre nis o nieco pohodlnejsie. V C++ na to mozeme pouzit funkciu getline(cin,
s), kde s je nazov premennej typu string. Tato funkcia vracia hodnotu typu boolean, ktord je true, ak
sa programu podarilo nie¢o nacitat. Ak pouzivame Pascal, mdzeme pouzit funkciu readln(s). Ak by ste
potrebovali zistif, ¢o presne dané funkcie robia, lahko najdete ich presné popisy na internete v dokumentdcii
danych jazykov, napriklad pre C++ na stranke cplusplus.com.

Ked uz vieme vstup nacitat, musime eSte vymysliet, ako spocitat plochu obrazu. Jedna moznost je pozerat
sa na vyskyt znakov +, ktoré tvoria rdm obrazu. Musime si vSak dat pozor, aby nds nepomylil znak + vo vntri
obrazu. NajelegantnejSie to vyriesime tak, ze si ulozime stiradnice prvého a posledného + na vstupe a z nich
nasledne vypocitame plochu obrazu.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

int main ()
{
string s;
bool prvy = false;
int sx, sy, fx, fy, riadok = 0;
while (getline(cin, s))

{

for (int stlpec = 0; stlpec < s.size(); stlpec++)
{

if(s[stlpec] == "+")

{

if (!prvy)
{

prvy = true;

sx = stlpec;

sy = riadok;
}
fx

fy

stlpec;
riadok;

}
}
riadok++;
}
cout << (fx-sx-1)x*(fy-sy-1) << endl;

Druhou moznostou je zistif pocet riadkov, ktoré nie st prazdne, zistit dfzku jedného z nich po orezani medzier
na okrajoch a velkost dopocitat z tychto dvoch tidajov.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

string trim(string str)

{
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int first = str.find_first_not_of('.");
int last = str.find_last_not_of('.");

if(first == -1) return "”;

return str.substr(first, (last-first+l));
}
int main () {

string s;

int sirka = 0;
int vyska = 0;
while (getline(cin, s)){
s = trim(s);
if(s.length() > 0){
sirka = s.length();
vyska+t+;
}
}

cout << (sirka-2)x(vyska-2) << endl;

Listing programu (Python)
import sys
width, height = 0, 0

for line in sys.stdin:
if len(line.strip()) > 0:
height += 1
width = len(line.strip())

print ((width - 2) % (height - 2)

Zygro
2. Zrychlenie parkoviska (max. 6 b za popis, 4 b za program)

Pre kazdy riadok vstupu (SPZ auta) riesime jednu z dvoch tloh: parkovanie (n&jdi volné miesto) alebo
vyparkovanie (ndjdi miesto, na ktorom auto bolo).

Obe sa daju jednoducho vyriesit napriklad takto: parkovisko si budeme paméitat ako pole, kde parkovisko [i]
bude obsahovat bud SPZ auta, ktoré stoji na mieste i, alebo $pecidlnu hodnotu, ak je miesto prazdne. Na zod-
povedanie otazky prezerame parkovisko miesto po mieste, kym nendjdeme dané auto a potom ho vyparkujeme.
Ak auto nendjdeme, vyhladdme mu volné miesto. Toto rieSenie je ale zjavne velmi pomalé, pretoze pre kazdé
auto musime prehladat prinajhorsom celé parkovisko. Casova zloZitost takéhoto riesenia je potom O(mn).

Malym, ale v niektorych pripadoch vyznamnym, zlepsenim jednoduchého rieSenia je nezacinat hladanie
prazdneho miesta vzdy odznova. Budeme ho hladat od miesta, kam zaparkovalo posledné auto. Tymto zrychlime
hladanie miesta, samozrejme, len pokial sa nezaplni posledné miesto parkoviska. ZvySok vypoctu sa nespomali,
a preto je toto rieSenie lepsie, hlavne ak prichddzajicich dut je malo a parkovisko velké.

Toto ale nestaci. Ak by po zaplneni parkoviska stéle prichadzali autd na miesta s ¢islami m a m/2, pre kazda
otdzku zo vstupu prehladdvame stédle O(m) miest. Chceme teda ndjst bud volné miesto, alebo miesto, kde je
auto zaparkované bez nutnosti prehladat parkovisko. Na to si ukdzeme dva zlepSovaky:

Ked auto zaparkuje, jeho miesto sa uz menif nebude. Preto mozeme vyparkovanie zrychlit na konstantny
pocet operacii tym, ze pre kazdé zaparkované auto si budeme pamiitat miesto, na ktorom stoji a pri vyparkovani
ho uvoInime. Toto dosiahneme napriklad tym, Ze budeme maf pole a v fiom policko pre kazdd mozni SPZ.
Ked auto nie je zaparkované, pamitame si v tomto policku hodnotu —1 (alebo ind, ktorad nie je platné ¢islo
parkovacieho miesta). Ak pride auto zaparkovat a nijdeme mu miesto, do tohto poli¢ka uloZime ¢islo miesta,
kam zaparkovalo. Ked bude odchadzat, staci sa pozriet na toto policko a hned vieme, ktoré miesto treba uvolnit.

Druhym zlepsovdkom chceme zrychlit hfadanie volného miesta. Uvedomte si, Ze je nam jedno, na ktoré volné
miesto prichaddzajice auto zaparkujeme. Dolezité je len, aby sme to robili rychlo. Pamétajme si preto vsetky
volné miesta v jednom poli. Na zaciatku toto pole obsahuje vsetky ¢isla od 1 po m.

Ak pride auto a chceme mu priradit volné miesto, pozrieme sa jednoducho na posledné miesto tohto pola.
Tam sa nachadza nejaké volné miesto, ktoré mu priradime. V tomto momente vSak toto miesto uz nie je volné —
potrebovali by sme ho z tohto pola vySkrtniat a pole skratit. To vieme robit rychlo bud pomocou dynamickych
poli! alebo len pouzijeme jednu premennti posledneVolne, ktord nam hovori, kolko voInych parkovacich miest
méame. Namiesto skracovania pola ndm preto bude stacdit zmensit tto premennt o 1.

Ak auto odchédza, vyssie uvedenym spdsobom zistime, ktoré miesto uvolnilo. Toto volné miesto si zapiSeme

.....

zapiSeme uvolnené parkovacie miesto.

lvector: :pop_back() v C++, list::pop() v Pythone
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Takto mame cely ¢as k dispozicii zoznam volnych miest a nemusime sa preto pozerat na vsetky ostatné (aj
obsadené) parkovacie miesta. Détové Strukttra, do ktorej vieme na koniec vkladat a z jej konca vyberat prvky
sa Casto pouziva a tak dostala aj nadzov — zasobnik, po anglicky stack. V predoslych odsekoch sme si vlastne
popisali, ako taky zdsobnik naprogramovat.

Ked pouzijeme oba zlepSovéaky, na parkovanie alebo vyparkovanie jedného auta potrebujeme iba konstantny
pocet operécii. Obslazit n prichodov alebo odchodov bude teda trvat O(n) operacii.

V pamiiti si musime drzaf volné miesta, ktorjch je nanajvys m a parkovacie miesta pre vietky SPZky?”.
Napriek tomu, Ze v nasej tlohe s tieto hodnoty len do 1000000, nie je slusné povedat, ze pamitova zlozitost
je konstantna. Omnoho viac prezradime, ak si ozna¢ime maximalnu hodnotu SPZ ako napriklad S a potom
mozeme povedat, ze pamitova zlozitost algoritmu je O(m + 5).

Listing programu (C++)

#include <iostream>

#define MAXSPZ 1000042

using namespace std;

int parkovacie_miesto[MAXSPZ]; // -1 ak auto s danou SPZ nie je na parkovisku

int main() {
int n, m;

cin >> m >> n;
int volne[m];

//inicializujeme polia

for (int i1 = 0; i < MAXSPZ; i++) {
parkovacie_miesto[i] = -1;

}

int posledneVolne = m-1;

for (int i1 = 0; 1 < m; i++) {
volne[i] = i;
}
for (int i = 0; 1 < n; 1i++) {
int spz;
cin >> spz;
if (parkovacie_miestol[spz] != -1) { // ak auto je uz zaparkovanie
int praveUvolnene = parkovacie_miesto[spz];
parkovacie_miesto([spz] = -1;
posledneVolne++;
volne [posledneVolne] = praveUvolnene;
cout << praveUvolnene << endl;
} else {
if (posledneVolne == -1) { // ak chcem parkovat ale nie je volne miesto
cout << ”plne” << endl;
} else { // ak parkujem a mam kam
int praveZaplnene = volne[posledneVolne];
posledneVolne-—;
parkovacie_miesto[spz] = praveZaplnene;

cout << praveZaplnene << endl;
}
}

return 0;

Listing programu (Python)

m, n = [int(x) for x in input () .split('.")]
parkovacie_miesto = [-1] %= 1000047 # -1 ak auto s danou SPZ nie je na parkovisku
volne = [x for x in range (0, m)]

for i in range(n):
spz = int (input())
if (parkovacie_miesto[spz] != -1): # ak auto je uz zaparkovane
miesto = parkovacie_miesto[spz]
volne.append (miesto)
parkovacie_miesto[spz] = -1
print (miesto)
else:
if (len(volne) == 0): # ak chcem parkovat ale nie je volne
print (‘plne’)
else: # ak chcem parkovat a mam kam
miesto = volne.pop ()
parkovacie_miesto[spz] = miesto
print (miesto)

2Ak by sme pouzili hashovaciu tabulku, sta¢ilo by nam pamitat si v nej pre kazdé auto jeho miesto a zmestili by sme sa do
pamite O(m + n). V tejto ulohe to vSak nebolo potrebné.
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Mario
3. Znovu zaciname (max. 6 b za popis, 4 b za program)
V tejto tlohe sme na vstupe dostali popis terajsej visledkovky a bolo naSou tlohou zistif, & mohla této
vysledkovka vzniknuf z nejakych vysledkov predoslého kola a ak 4no, mali sme jednu takito predosii vysledkovku
(rieSenie ulohy) vypisaf.

Kedy to nejde?
Uvazujme najprv taky vstup, v ktorom nie stt nulovi riesitelia. Podme skisit ndjst nejaké kritérié, ktoré
musi spliiaf terajsia vysledkovka, ak mala vzniknif z nejakej predosle;:

e Prvy riesitel musi byt plusovy. Ak by bol minusovy, znamenalo by to, #e ho od minulého kola niekto
predbehol ... tento riesitel by teda musel byt v terajSej vysledkovke vyssie ako prvy, ¢o sa ale nemdze
nikdy stat.

e Posledny riesitel musi byt minusovy. Podobne, ak by bol posledny riesitel plusovy, musel sa od
predoslého kola zlepsit a niekoho predbehniit. Ten niekto by mal byt v terajsej vysledkovke pod nim. Pod
poslednym rieSitefom ale uz nie je nikto, a tak posledny nemoze byt plusovy.

Nagli sme dve podmienky, ktoré musime overit. Ak Tubovolné z nich neplati, ziadna predosla vysledkovka
neexistuje. Nevieme vSak, ¢i staci overit len tieto podmienky. Mozno aj po ich splneni rieSenie stale niekedy
existovat nebude. ..

Ako by to mohlo ist?

Napriek tejto neistote sa poktsime najst rieSenie len za predpokladu, Ze st splnené tieto dve podmienky.

KedZe minusovi riesitelia od minulého kola klesli, je pomerne dobry nédpad daf ich ¢o najviac navrch predoslej
vysledkovky (aby mali odkial klesnit) a podobne mozeme skisit dat plusovych riesitelov ¢o najviac na spodok.
Spravime to ale tak, aby sme zachovali relativne poradie plusovych riesitelov navzijom a poradie minusovych
navzajom:

1. zoberieme vsetkych minusovych a v poradi, v akom su v terajsej vysledkovke ich zapiSseme na vrch predoslej
vysledkovky

2. zoberieme vSetkych plusovych riesitelov a v poradi, v akom st v terajsej vysledkovke ich postupne zapiSeme
pod minusovych

Z terajsej vysledkovky teda vytvorime predosla takto:

terajsia predosla
+ peter (=) zygro
+ petka (=) mario
- zygro (+) peter
+ janko (+) petka
- mario (+) janko

Bude to fungovat?

To, %e tento postup bude vzdy(ak st splnené 2 predoslé podmienky) fungovat, si musime dokazat. To ale
bude jednoduché.

Pozrime sa na umiestnenie lubovolného plusového riesitela (napr. Petky) v predoslej (4. miesto) a v terajsej
vysledkovke (2. miesto). Miesto, na ktorom je dany riesitel zavisi len od toho, kolki riesitelia si nad nim vo
vysledkovke. V predoslej vysledkovke st teda pred tymto plusovym rieSitelom vsetci plusovi, ¢o st pred nim aj
v terajSej (Peter) a zaroven aj vSetci minusovi (Zygro a Mario). Kedze ale v terajsej vysledkovke nie st pred
plusovym vSetci minusovi (lebo jeden minusovy je posledny) tak je v terajsej vysledkovke aj nds plusovy riesitel
uréite vyssie, lebo je nad nim menej rieSitelov ako v predoslej.

Pre minusovych riesitelov vieme podobne dokézat, Zze v predoslej vysledkovke boli vysSie, pretoze sme pod
nich umiestnili vSetkych plusovych riesitelov (aj toho plusového, ktory je v terajsej vysledkovke prvy).
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Co s nulovymi riesitelmi?

Je jasné, Ze nulovi riesitelia museli byt v predoslom kole na rovnakom mieste ako sa teraz (lebo sa ani
nezhorsili, ani nezlepsili). Mozeme si teda tilohu zjednodusit a riesit ju akoby bez nich. Jednoducho ich pomy-
selne vyskrtneme z terajSej vysledkovy a tlohu vyrieSime vysSie uvedenym postupom len pre plusovych a
minusovych rieSitelov — nazvime toto rieSenie nenulové.

RieSenie Gilohy aj s nulovymi rieSitelmi ziskame tak, Ze ich najprv umiestnime na ich pdvodné miesta a potom
postupne zaplnime zvy$né miesta nenulovymi riesitelmi v takom poradi, v akom boli v nenulovom rieseni.

Ak nenulové riesenie neexistuje, nebude existovat ani ziadne rieSenie tlohy (predosla vysledkovka aj s nulo-
vymi rieSitelmi). Nutné podmienky vieme totiz prepisat tak, aby platili aj pre rieSenie s nulovymi riesitelmi:

e Prvy nenulovy riesitel’ musi byt plusovy. Ak by bol minusovy, musel ho niekto predbehnit, no pred
nim st len nulovi riesitelia, ktori tu boli aj predtym.

e Posledny nenulovy riesitel musi byt minusovy. Ak by bol plusovy, musel niekoho predbehnit, no
pod nim st len nulovi riesitelia, ktori tam boli aj v predoslom kole.

Ako to naprogramovat?

Hned na zaciatku si vytvorime tri polia refazcov. Pole minusovych riesitelov, plusovych riesitelov a pole,
kam budeme zapisovat rieSenie — predosla vysledkovku.

Ak pri ¢tani vstupu narazime na nulového riesitela, zapiSeme si ho do pola s rieSenim na jeho pévodné
miesto. Meno plusového alebo minusového rieSitela si zapiSeme do plusového alebo minusového pola.

Dalej potrebujeme overif dve podmienky. Na to si sta¢i pocas ¢itania vstupu do premennych zapamiitat,
aké znamienko bolo pri prvom a poslednom nenulovom rieSitelovi. Po doéitani vstupu podmienky overime a
program bud vypiSe FAIL a skon¢i, alebo bude pokracovat.

Na zaver bude stacdit vyplnif zvys$né miesta v rieSeni. Sta¢i ndm teda raz prejst pole s rieSenim a ak je
nejaké miesto volné, priradime sem (alebo rovno vypiSeme) dalsieho minusového alebo (ked sa mintt minusovi)
plusového riesitela.

Listing programu (Python)

n = int (input ())

plusovi, minusovi = list (), list()
riesenie = [”” for x in range (n)]
prvy_nenulovy = "0”
posledny_nenulovy = "0”

for i in range (n):

zmena, meno = input () .split ()
if zmena != "0":
if prvy_nenulovy == "0":
prvy_nenulovy = zmena
posledny_nenulovy = zmena
if zmena == "+":

plusovi.append (meno)
elif zmena == "-":
minusovi.append (meno)

else:
riesenie[i] = meno # nulovych hned pridame na ich povodne miesto
if posledny_nenulovy == ”+” or prvy_nenulovy == "-":
print ("FAIL")
exit (0)
print (”OK”)
nenulovi = minusovi + plusovi
dalsi_nenulovy = 0
for i in range(n): # na zvysne miesta postupne pridame minusovych a plusovych
if riesenie[i] == "":
riesenie[i] = nenulovi[dalsi_nenulovy]

dalsi_nenulovy += 1

print ("\n”. join (riesenie))

Zlozitost

Casova zlozitost algoritmu je O(n) — linedrna od poé¢tu Iudi vo vysledkovke, ked%e staci len raz prejst vstup,
a pripadne raz prejst cez vSetky pozicie vysledkovky.

Pamifova zlozitost tohto algoritmu je tiez O(n) — kazdé z naSich troch poli bude obsahovat najviac n
retazcov.
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Kubo a Mério
4. Zapolenie o cukriky (max. 9 b za popis, 6 b za program)

RieSenie hrubou silou

Ako pri vicSine tloh, aj pri tejto sa d4d vcelku lahko vymysliet riesenie, ktoré vyskiusa vSetky moznosti
zjedenia cukrikov, vypocéita chutnost kazdej podpostupnosti a vypiSe najvicsiu z nich.

Vezmime si prvy cukrik. Ten v naSej vyslednej postupnosti bud bude, alebo nebude. Zratame teda aki
najviacsiu chutnost moze dosiahnut zvysok postupnosti ak tento prvy cukrik vezmeme a ak ho nevezmeme, a
vyberieme z nich td lepS$iu moznost. Spravime si teda rekurzivnu funkciu rek, ktord dostane ako parametre
poziciu momentalne spracovavaného cukrika v postupnosti a typ posledného zjedeného cukrika. Funkcia po-
mocou samej seba (rekurzivne) spoéita dve hodnoty — chutnost zvysku postupnosti podla toho ¢i momentalne
spracovavany cukrik v postupnosti bude alebo nie — a vyberie moznost s najvic¢Sou chutnostou. Maximalnu
chutnost vrati ako vystup. Na vypodet celej tlohy potom sta¢i zavolat rek na prvy cukrik s tym, Ze predtym
nebol zjedeny Ziaden iny a vypisat hodnotu, ktort vrati.

UZ len odhadneme ¢asovi zloZitost takéhoto riesenia. Pre kazdy cukrik mame dve moznosti, ¢o s nim spravit,
zjeme ho alebo ho nezjeme. VSetkych moZnosti, ako vybraf niekolko cukrikov je preto 2", ¢o bude aj Gasova
zlozitost nasho riesenia — O(2").

Za takéto rieSenie bolo mozné ziskat 1 bod.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <cmath>

using namespace std;

vector <int> cukriky;

vector <int> chutnost;

int cena_nova;

int rek (int pozicia_aktualneho, int typ_predosleho) {
// uzZ sme pojedli vsetky cukriky

if (pozicia_aktualneho == cukriky.size()) return 0;

int typ_aktualneho = cukriky[pozicia_aktualneho];
int chutnost_aktualneho = chutnost[typ_aktualneho];

int zobrali_sme_aktualny = rek(pozicia_aktualneho+l, typ_aktualneho);

int nezobrali_sme_aktualny = rek(pozicia_aktualneho+l, typ_predosleho);
if (typ_predosleho == typ_aktualneho) {

return max (nezobrali_sme_aktualny, zobrali_sme_aktualny + chutnost_aktualneho);
} else {

return max (nezobrali_sme_aktualny, zobrali_sme_aktualny + cena_nova);
}
}

int main() {
int n, m;
cin >> n >> m;

cukriky.resize (n);

for (int i=0; i<n; i++) {
cin >> cukriky[i];
cukriky[i]-—;

}

chutnost.resize (m);
for (int i=0; i<m; i++) {
cin >> chutnost[i];

}
cin >> cena_nova;

// zavolame sa na prvy cukrik, predchddzajuci zjedeny je Ziadny
cout << rek(0, -1) << endl;
return 0;

Dynamické programovanie

Podme teda vymysliet nie¢o rychlejsie. Takéto rekurzivne rieSenie totiz zbytoc¢ne velakrat pocita stile tie
isté hodnoty: Vezmime si postupnost cukrikov 1 1 1 1. Uz pri takto malom vstupe trikrdt poc¢itame hodnotu
funkcie rek pre treti cukrik, ak predchadzajtci bol typu 1 — raz pre moznost, kedy zoberieme iba prvy cukrik,
raz ked zoberieme iba druhy a raz ked zoberieme oba.

Hodnota, ktort vrati funkcia rek(2, 1) (2 prislacha tretiemu cukriku, lebo indexujeme od 0) sa vsak
nezmeni bez ohladu na to, ktori z tychto moznosti sme zvolili. Ak by sme sa dokdzali vyhnat tomu, aby sme
pocitali tu istt vec duplicitne, naSe rieSenie by sa urcite zrychlilo.

http://ksp.sk/ strana 6 z 31



Pri rekurzivnych funkcidch existuje sposob ako nieco takéto docielit — vold sa memoizacia. V podstate spociva
v tom, Ze po vypocitani nejakej hodnoty si zapamétiame tento vysledok a nabudice, ked na$ program bude
potrebovat spocitat tto hodnotu, iba si ju najde v pamiti. Viac sa o memoizéicii mozete dozvedief napriklad
v tomto vzorovom rieseni: https://www.ksp.sk/ulohy/riesenia/1098/

Pouzitim memoizéicie na vyssie ukdzanu rekurziu by sme dostali rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(nm), za
ktoré by sme dostali 4 body. Toto riesenie vSak néasledne uz nevieme zlep$it, preto sa na nas problém musime
pozriet z inej strany.

Poktisme sa vyriesit takuto tlohu: Aka najvicsiu chutnost vie mat postupnost konciaca cukrikom na i-tej
pozicii? Tato najvacsiu mozna chutnost si ozna¢me D[i].

KedZe vieme, ktory cukrik zjeme ako posledny (i-ty), mozno mé zmysel pozriet sa na to, ktory sme zjedli ako
predposledny. Ten totiz ovplyvni, ako ndm bude chutif ten na pozicii 7. Nech je predposledny zjedeny cukrik na
pozicii j. Potom na zdklade toho, ¢i st i-ty a j-ty cukrik rovnakého typu vieme povedat, ako velmi ndm chutil
ten na pozicii i.

Vsimnime si vSak, Ze i-ty cukrik, kedZe je posledny, ndm neovplyvni ako ndm chutili predoslé cukriky v
postupnosti. Preto ak chceme mat ¢o najviicsiu chutnost a vieme, Ze na predposlednej pozicii je j-ty cukrik,
najvicsia chutnost postupnosti konc¢iacej j-tym cukrikom je D[j].

Preto plati, ze:

e Ak je i-ty cukrik rovnakého typu ako j-ty, najvicsia moznd chutnost postupnosti, ktora kon¢i tymito
dvoma cukrikmi je D[i] = D[j] 4+ chutnost[typ|i]]

e Ak st dva posledné cukriky roznych typov, chutnost postupnosti je D[i] = D[j] + ¢ (kde ¢ je chutnost
cukrika ak nasleduje po cukriku iného typu)

My sice nevieme, ktory cukrik bol predposledny, teda ¢o je ta pozicia j, ni¢ nam vsak nebrani, aby sme
vyskusali vSetky moznosti medzi 0 az ¢ — 1 a z nich si vybrali t4 najlepsiu. Zapisané ako vzorec:

rovnakypredosly = chutnost[typ[i]] + max{D[j] | j < 0,2,...,7 — 1;typ[i] = typ[j]}
inypredosly = ¢+ max{D[j] | j «- 0,2,...,i — L;typ[i] # typ[j]}
DJi] = max{rovnakypredosly, inypredosly}

Vyrobime si teda pole D[], v ktorom budeme mat pre kazdy cukrik ulozenti najvéésiu chutnost postup-
nosti, akti vieme dosiahnut, ak ho vezmeme ako posledny. KedZe pri vipocte hodnoty D][i] potrebujeme
poznaf vietky hodnoty D[j] pre j < i, budeme hodnoty tohto pola vypliiat zaradom od prvej pozicie. Takyto

Ked vyplnime celé pole, tak vysledok bude maximéalna hodnota v fiom, a t vypiSeme.

Pre spocitanie jednej hodnoty DJi] sa potrebujeme pozrief na predoslych ¢ — 1 policok. Celkovo sa preto
pozrieme na 0+1+2+..4+(n—1) = w poli¢ok, a ¢asova zlozitost tohto algoritmu bude O(n?). Za takéto
rieSenie ste na testovacich vstupoch mohli ziskat 3 body.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <algorithm>
#include <vector>

using namespace std;

int n, m, c;
vector<int> cukriky;
vector<int> chutnosti;

vector<long long> D; // D[pozicia posledneho] —-> cena

int main () {
scanf (”.%d_%d”, &n, &m);
cukriky.resize (n);
chutnosti.resize (m);

for (int i=0; i<n; 1i++){
scanf (”.%d"”, &cukrikyl[i]);
cukriky[i]-—;

}

for (int i=0; i<m; i++)
scanf (”.%d”, &chutnosti[il]);

scanf (”.%d”, &c);

D.resize(n, OLL);
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for (int i=0; i<n; i++){
long long najlepsie = c;
for (int j=0; j<i; Jj++)

if (cukriky[i] == cukriky[]j])
najlepsie = max(najlepsie, D[Jj] + (long long) (chutnosti[cukriky[i]]));
else
najlepsie = max(najlepsie, D[Jj] + (long long) (c));
D[i] = najlepsie;
}
long long maxi = 0;
for (int i=0; i<n; 1i++)
maxi = max(maxi, D[i]);

printf (”$Ld\n”, maxi);

Jemné vylepsenie

V predchadzajicom rieSeni si moézeme v8imnut, Ze pri poc¢itani D[i] prechddzame vSetkych i — 1 poli¢ok pola
D len preto, aby sme spomedzi nich vybrali bud najvicsie D[j], kde cukrik j mé rovnaky typ ako cukrik i alebo
najvicsie D[j] zo vSetkych ostatnych.

Predstavme si, Ze dva cukriky na pozicii a a b st rovnakého typu a mame pre ne vypocitané hodnoty D|a]
a D[b], pri¢om plati D[a] < D[b]. Uvedomme si, Ze pri poéitani dalgich hodndt D[i] sa budeme vzdy pozeraf na
obe tieto pozicie, buda patrit do tej istej skupiny (rovnaky alebo rozny ako i-ty cukrik) a vzdy z nich budeme
vyberat maximum. Hodnotu D[a] teda uz nikdy viac nebudeme potrebovat, lebo hodnota D[b] je proste lepsia.

Bude nam preto stacit, ak si pre kazdy typ cukrika zapamétdme len tG najvécsiu hodnotu D[i], ktora sme
dovtedy videli ak i-ty cukrik bol prislusného typu.

Budeme mat teda pole T[] velkosti m, kde na k-tej pozicii bude uloZend najviésia doteraz videna
chutnost postupnosti, ktora koné¢i cukrikom typu k. Hodnotu D[i] potom budeme poéitat tak, ze bud
zoberiem hodnotu postupnosti konéiacej rovnakym typom cukrika, teda hodnotu T[typ[i]] alebo maximum zo
vsetkych ostatnych.

V nasom programe dokonca vynechavame samotné pole D[], namiesto hodnoty D[i] pouzivame iba lokalnu
premennd najlepsie. VSimnite si tieZ, Ze na zaver nezabudneme hodnotu najlepsie vlozit do pola T[typ[il]
— samozrejme, ak je vicsia ako doterajsia hodnota.

Takéto rieSenie ma zlozitost O(nm) a na testovacich vstupoch dostalo 4 body.

Listing programu (C++)

vector<long long> T; // T[typ] -> najlepsia cena

T.resize(m, -1LL);

for (int i=0; i<n; i++){
long long najlepsie = c;
for (int j=0; Jj<m; Jj++)

if (T[j] == -1LL)
najlepsie = max(najlepsie, (long long) (c));
else if (cukrikyl[i] == j)
najlepsie = max(najlepsie, T[Jj] + (long long) (chutnosti[]j]));
else
najlepsie = max(najlepsie, T[Jj] + (long long) (c));
T[cukriky[i]] = max(T[cukriky[i]], najlepsie);

ESte o rad rychlejsie

Ozna¢me si najviésiu chutnost spomedzi cukrikov inych typov neZ typu k = typ[i] ako:
My, = max{T[1],T[2],...T[k —1],T[k+1],...T[m]}

Hodnotu D[i] sme teda v predoslom rieSeni pocitali ako max{T'[k] + chutnost[k], M} + c}.

Stracali sme ale vela ¢asu tym, Ze sme My, vzdy hladali v éase O(m) — prezeranim vSetkych ostatnych typov.
Takmer vzdy nam ale sta¢i pamétat si len najvicsiu chutnost zo vsetkych, M = max{T[1],T[2],...T[m]}.
Chutnost postupnosti, ktord konéi i-tym cukrikom, ktory mé typ k vieme teda spocitat ako T'[k] = max{T'[k] +
chutnost[k], M + c}.

Hodnota M vSak patri niektorému typu cukrikov. A ak je i-ty cukrik rovnakého typu, tak neplati, Ze
Myprig = M (Myypp;) je maximum z typov ingch ako typli]). V takomto pripade by sme museli spocitat hodnotu
Myypp) @ pouzit ti.
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V skutoc¢nosti ju ale nemusime pocitat, staci si zapamitat typ cukrika, ktorym konéi druha doteraz
najchutnejsia postupnost a pouzit ju namiesto Miyppa-

V nasom rieseni si teda budeme pamitat pole pre chutnosti jednotlivych typov, T[], a dva typy s najvicsimi
chutnostami a a b, pricom T'[a] > T'[b].

e Pri vypocte chutnosti postupnosti, ktord kon¢i i-tym cukrikom sa pozrieme na postupnost, ktord kondcila
rovnakym typom, a jedna moznost vysledku bude T[typli]] + chutnost[typli]].

e Druhd moznost vysledku je takd, Ze zoberieme najchutnejsiu postupnost, ktord kondi ingm typom cukrika
ako typ[i] a potom je moznost vysledku M + ¢, pricom M bude T|a] ak typ[i] # a a T[b] v opa¢nom
pripade.

Z tychto dvoch moznosti vyberieme ako vysledok ti chutnejsiu.
Casové zlozitost riesenia je teda O(n), lebo pre kazdy cukrik overime len par podmienok a upravime dva
najvyhodnejsie typy.

Listing programu (Python)

n, m = [int(x) for x in input () .split ()]
cukriky = [int (x)-1 for x in input () .split ()]
chutnosti = [int (x) for x in input () .split ()]

c = int (input())
T = [-1] * m + [0]

najlepsi_typ = m
druhy_najlepsi_typ = m

for typ_i in cukriky:
if typ_i !'= najlepsi_typ:
M = T[najlepsi_typ]
else:
M = T[druhy_najlepsi_typ]

if T[typ_i] == -1:

Tltyp_i] = M + ¢
else:

Tltyp_i] = max(T[typ_i] + chutnosti[typ_i]l, M + c)
if typ_1i != najlepsi_typ:

if T(typ_i] > Tl[najlepsi_typl:
druhy_najlepsi_typ = najlepsi_typ
najlepsi_typ = typ_1i

elif T[typ_i] > T[druhy_najlepsi_typ]:
druhy_najlepsi_typ = typ_1i

print (max (*T))

Miso
5. Oblepené mesto (max. 9 b za popis, 6 b za program)

V tomto popise vzorového rieSenia budeme pouzivat nasledovné nazvoslovie:
e Nutny obdlznik = obdlznik, ktory musime cely prekryf — uréeny &islami z,y, w, h zo vstupu.

e Postacujici obdlznik = najmensi obdlznik, ktory pokryva nutny obdlinik a zarovei spliia podmienky
zadania — spravna odpoved a teda uréeny ¢islami x,, yp, wp, hyp.

e Pumpovaci obdlznik = rieSenie bude vzdy spoéivaf v tom, Ze zatneme s nutnym obdlZnikom a budeme
ho roztahovaf az kym nedostaneme postacujtici obdlznik. Obdlznik v procese roztahovania budeme volaf
pumpovaci obdlznik.

Pozorovanie

Najdolezitejsie pozorovanie v celej tejto tlohe je toto: k spravnemu rieSeniu sa vzdy dostaneme nasledovnym
sposobom. Za pumpovaci obdlZnik si najprv zoberieme nutny obdlznik. Kym sa pumpovaci obdlznik ¢iastoéne
prekrjva s nejakym plagatom, tak pumpovaci obdlznik roztiahneme tak, aby ten plagat akurat cely prekryval.
Lepsie je to objasnené na nasledujicom obrazku:
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Po roztiahnuti sa moze staf, Ze sa pumpovaci obdiznik za¢ne prekrjvat s nejakym dalsim plagatom. Tento
postup teda opakujeme az kjm sa pumpovaci obdlznik neprekrjva ¢iasto¢ne so ziadnym plagatom. Vtedy sa
pumpovaci obdlznik rovna postacujiicemu obdlzniku.

Pomalé riesenie

Toto rieSenie bude spoéivat v naivnej implementécii spomenutého pozorovania. Najprv si pumpovaci obdlznik
nastavime na nutny. Potom prejdeme cez vsetky plagaty a zistime, ¢i sa nejaky z nich Ciastocne neprekryva s
pumpovacim obdlZnikom. Ak 4no, tak pumpovaci obdlznik roztiahneme tak, aby akurat pokryval dany plagat.
Tento postup opakujeme, kym dochidza k nejakym zmendm. Ked prestane dochddzat k zmendm, nasli sme
spravne riesenie.

Objasnime si, ¢o znamené “roztiahnut obdlznik tak, aby akurat pokryval dany plagat”. Znamena to vytvorit
taky obdlznik, ktory sti¢asne pokrjva povodny obdlznik aj plagat a je zaroveii ¢o najmensi. Vieme ho vypodcitat
takouto funkciou:

Listing programu (Python)

def roztiahni(x1l, yl, wl, hl, x2, y2, w2, h2):

leftl = x1

rightl = x1 + wl
topl = yl

bottoml = y1 + hl
left2 = x2

right2 = x2 + w2
top2 = y2

bottom2 = y2 + h2

left = min(leftl, left2)

right = max(rightl, right2)
top = min(topl, top2)

bottom = max (bottoml, bottom2)

left
top
right - left
bottom - top

ORI X
| I

return x, y, w, h

Funkcia berie ako argumenty dva obdlzniky. Prvy je zadany &islami x1, y1, w1, hy a druhy éslami xo, 4o, wa, ha.
Vysledkom je obdlznik, ktorého Tavy okraj je tam, kde je lavy okraj “lavejsiecho” z obdlznikov, pravy tam kde
je okraj “pravejsiecho” a podobne pre zvysné pripady.

Pozrime sa na ¢asovi a paméitfovi zlozitost tohto rieSenia. Existuju vstupy, v ktorych sa na zaciatku nutny
obdlznik ¢astocne prekrjva len s jednym plagatom. Hned ako ho pokryje, prekryje sa s jednym dalsim a
tak dalej, az kym postupne pokryje vSetky plagaty. V tomto rieSeni potrebujeme s kazdym novym pokrytim
preiterovaf cez vsetky plagaty, aby sme zistili, s ktorym sa pumpovaci obdlznik prekrjva. Kedze postupne
pokryjeme vSetkych n plagitov a pri kazdom potrebujeme preiterovat cez vSetkych n plagitov, ¢asova zlozitost
je O(n?). Pamiftova zlozitost je O(n), kedze si potrebujeme pamiitaf len pozicie a rozmery vietkych obdlznikov.

Rychle rieSenie
Pocet plagatov v tejto tlohe modze byt az 100000 a tak je predchddzajice riesenie prili§ pomalé. Pokisime
sa ho teda zrychlit.
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Najprv si uvedomme, Ze na kazdy plagat narazime bud sprava, zlava, zvrchu, alebo zospodu (teda: najprv sa
pumpovaci obdlznik s danjm plagatom neprekryva, potom sa pumpovaci obdlznik roztiahne dolava, ¢o sposobi,
Ze sa prekryje s nejakym inym plagdtom; v tomto pripade nan narazil sprava).

Dalej je dolezité si uvedomif, v akom poradi budeme na jednotlivé plagity narazaf. Majme nejaké dva
plagaty. Pravy okraj prvého nech je dalej od nutného obdlZnika, ako pravy okraj druhého. Ak na oba tieto
obdlzniky narazime zlava, tak zaruc¢ene musime najprv narazit na druhy, az potom na prvy, lebo je dalej.

Z tohto je zrejmé, v akom poradi budeme na jednotlivé plagity nardzaf. Najprv narazime na tie, ktorych
okraje st blizsie, az potom na tie, ktorych okraje st dalej.

Plagaty si teda usporiadame osobitne podla lavych, pravych, hornych a spodnych okrajov. Nésledne si v
kazdom z tychto usporiadanych poli budeme udrziavat ukazovatel (index), ktory urcuje, kde sa nachddza dany
okraj pumpovacieho obdlznika.

Na zaéiatku budt tieto indexy ukazovat na okraje nutného obdlznika.

Dalej si budeme v kazdom smere udrziavat dalsi ukazovatel, ktory nazvime “natahovaci”. Tieto ukazovatele
budeme postvat vzdy, ked sa pumpovaci obdlznik v niektorom smere ¢iastoéne prekryva s nejakym plagatom.

Ukazovatele pumpovacieho obdiznika budii “dobiehat” nafahovacie ukazovatele. Pri kazdom posunuti uka-
zovatelov pumpovacieho obdlZnika narazime na okraje nejakého nového plagatu. Skontrolujeme teda, ¢i sa s
nim pumpovaci obdlznik ¢iastoéne neprekrjva a ak ano, tak zase posunieme natahovacie indexy.

Takymto spdsobom postupne napumpujeme pumpovaci obdlznik z nutného na postacujici a tak najdeme
spravne riesenie.

Pozrime sa este na éasovi a paméfovi zlozitost tohto riesenia. Na zaciatku si musime zoradit okraje plagatov,
¢o nadm dava Casovu zlozitost najmenej O(nlogn). V nasledujicej fize postupne posivame ukazovatele. Kazdy
okraj nejakého plagatu vsak kazdym ukazovatelom navstivime najviac raz, a tak je Casova zlozitost tejto fazy
O(n). Celkova casova zlozitost je teda O(nlogn). Paméifova zlozitost je O(n), pretoZze aj v tomto rieSeni si
musime len pamétat pozicie a rozmery jednotlivych plagétov a ni¢ navySe.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <algorithm>

using namespace std;
struct rect {

int x1, yl, x2, y2;
bi

rect cover (rect rl, rect r2) {

return {
min(rl.x1l, r2.x1)
min(rl.yl, r2.yl),
max (rl.x2, r2.x2),
max(rl.y2, r2.y2),

bi
}

bool overlap(rect rl, rect r2) {

int left = r2.x2 - rl.x1;

int right = r2.x1 - rl.x2;

int top = r2.y2 - rl.yl;

int bottom = r2.yl - rl.y2;

return ! (left <= 0 || right >= 0 || top <= 0 || bottom >= 0);
}

struct edge {
int pos, rect_index;

bool operator < (const edge &other) const {
return pos < other.pos;
}
Vi

int main() {
int n;
cin >> n;

vector<rect> rects;
vector<edge> x_edges;
vector<edge> y_edges;

for (int 1 = 0; i <= n; i++) {
int x, y, w, h;
cin >> x >> y >> w >> h;

rect r = {x, y, x+w, y+h};
rects.push_back (r);

x_edges.push_back ({r.x1, i});
x_edges.push_back ({r.x2, i});
y_edges.push_back ({r.yl, i});
y_edges.push_back ({r.y2, i});
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}

sort (x_edges.begin(), x_edges.end());
sort (y_edges.begin(), y_edges.end());

rect target = rects.back();
rect bounding_idx = {

- x_edges.begin(
- y_edges.begin (
- x_edges.begin (
- y_edges.begin(

int) (lower_bound (x_edges.begin(), x_edges.end(), edge{target.xl, - )) .,
i ) (Lower_bound (y_edges.begin (), y_edges.end(), edge{target.yl, - )) .,
int) (lower_bound (x_edges.begin(), x_edges.end(), edge{target.x2, - )) .,

) (lower_bound (y_edges.begin(), y_edges.end(), edge{target.y2, - )) .,
for (rect r: rects) {

if (overlap (target, r)) {

target = cover (target, r);
}

}

vector<rect> overlaps;

do {
overlaps.clear();
rect bounding = {
x_edges [bounding_idx.x1].pos,
y_edges [bounding_idx.yl].pos,
x_edges [bounding_idx.x2].pos,
y_edges [bounding_idx.y2] .pos,

if (bounding.xl != target.xl) {
bounding_idx.x1l--;
overlaps.push_back (rects[x_edges[bounding_idx.x1l].rect_index]);

if (bounding.yl != target.yl) {
bounding_idx.yl--;
overlaps.push_back (rects[y_edges[bounding_idx.yl].rect_index]);

if (bounding.x2 != target.x2) {
bounding_idx.x2++;
overlaps.push_back (rects[x_edges [bounding_idx.x2].rect_index]);

if (bounding.y2 != target.y2) {
bounding_idx.y2++;
overlaps.push_back (rects[y_edges [bounding_idx.y2].rect_index]);

}

for (rect &r : overlaps) {
if (overlap(target, r)) {

target = cover (target, r);
}

} while (int (overlaps.size()) > 0); // kym sa target meni

int x = target.xl;

int y = target.yl;

int w = target.x2 - target.xl;

int h = target.y2 - target.yl;

cout << x << L7 <<y << L7 << w << ".” << h << endl;
}

Zajo

6. Obnova bytového parku (max. 12 b za popis, 8 b za program)

V tlohe hladame dva vysledky, ktoré aj vypisujeme — stuvisli oblast velkosti k a najmensiu moznu vysku
najvyssej budovy v takejto oblasti — ozna¢me ju H. Ak ale pozname jeden z tychto dvoch vysledkov, tak ten
druhy sa k nemu dé4 dopoditat celkom lahko.

Ak pozname “idedlnu vysku”, staéi postupne skusat prehladdvat mesto do Sirky alebo do hibky®. Zo vset-
kych (eSte nenavstivenych) poli¢ok postupne spistame prehladavania, kjm nendjdeme oblast velkosti aspon k.
Prehlad4vanie navySe navstevuje len také susedné policka, ktorych budovy st nanajvys tak vysoké ako “idealna
vyska” H.

Naopak, ked poznédme t spravnu oblast, polahky vyratame, akd je v nej t4 najvicsia vyska. Staéi prejst
vSetky policka danej oblasti a zapamitat si vysku toho najvyssieho z nich.

Toto umoziiuje dva pristupy k prikladu: prvy, v ktorom sa snaZime najst t “idedlnu” vysku a druhy, kedy
sa pokisame skonstruovat nejaki spravnu oblast. V tomto vzordku sa budeme zaoberat tym prvym pristupom
a na konci si len kratko spomenieme, ako by sa dalo na rieSenie prist z druhej strany.

3Ak st vam tieto pojmy cudzie, na internete najdete mnozstvo materidlov na témy breadth-first-search a depth-first-search. V
CeStine/slovencine si mozete pozriet napriklad cast kucharky éeského KSP alebo poznamky k prednaske zo sustredenia Prask (od
str. 20).
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Jednoduché hfadanie najmensej vysky

Postupne budeme sktsat pre vSetky mozné vysky h (od najmensej po najvicsiu) nasledovny postup:

1. Vieme najst oblast velkosti aspon k, kde je najvyssia budova vysokd nanajvys h? (Toto vieme zistif préve
spominanymi prehladdvaniami.)

.....

Takymto spdésobom po chvili prideme k tej najmensej vyhovujicej vyske — k vyske H. Na zaver len vypiseme
jej prisluchajicu oblast a mame vyhrané.

Akt m4 toto rieSenie ¢asovu zloZitost? Robime prehladdvanie na mriezke rozmerov r x s pre vysky, az kym
nenajdeme ti spravnu. V najhorSom pripade bude rieSenie potrebovat O(r-s-hpa.) operacii, ¢o je podla zadania
najviac 10% - 10° = 105, Je to sice ovela viac, neZ si v beZznom programe mozeme dovolit, no riesenie zvladne
vyriesit menSie vstupy a aj vstupy, kde je h,,q, malé.

Pamitova zlozitost algoritmu je O(r - s), kedZze si musime pamiitat vysku kazdej budovy a aj to, ktoré policka
sme pri prehladavani navstivili.

Ako toto rieSenie zlepsit? Nasa tloha mé prijemnt vlastnost, ktord sme zatial nepouzili: Pre vietky vysky
mensie ako idedlna vyska H dostatocne velka oblast ndjst nevieme, a naopak, pre vSetky vysky vicdsie ako H
taki oblast urdite najst vieme.

Toto nam tvor{ idedlne podmienky pre pouzitie binarneho vyhladavania.

Binarne hladanie najmensej vysky H
Myslienka bindrneho vyhladévania je velmi jednoducha. Pre nejakti hodnotu vysky h sa pytame otazku:
Vieme najst sivisla oblast velkosti aspoii k, kde je najviiésia budova vysokd nanajvys h?

e Ak 4ano, hladana vyska je < h.
e Ak nie, hladana vyska je > h.

Na zaciatku si teda zvolime interval, v ktorom budeme vyhladévat: (left, right] = (-1, max h]. Jeho
lavd hranica bude oznacovat najvicsiu vysku, o ktorej vieme, Ze sa pre nu nedd najst dostatocne velkd oblast.
Opacne, pravd hranica intervalu bude oznacovat najnizsiu vysku, o ktorej vieme, ze sa pre nu dd néjst dostatoéne
velkd oblast. Nasledne sa opakovane pytame danti otdzku pre vysku h = (right+left)/2 — vysku presne uprostred
intervalu.

e Ak sa d4 najst dostatoéne velk4 oblast, posunieme prav hranicu intervalu na h.

e Ak sa nedd najst dostatocne velka oblast, posunieme lav hranicu intervalu na h.

Prehlad4vanie skon¢ime, ak zostane v intervale len jedind hodnota — jeho prava hranica — vyska H.

To, Ze sme si zvolili prave polootvoreny interval (jeden z jeho hraniénych prvkov v flom nie je) nie je
néhoda. Vdaka takejto volbe sa vieme lahko rozhodnit, kedy kam posunit ktort hranicu — predsa tak aby
zostali zachované definicie left a right. TieZz sa vyhneme roznym chybam, kedZe pivot (prostredny prvok —
h) ndm rozdeli interval opidf na dva polootvorené — (left, h] a (h, right] — také, Ze ich prienik je prazdny
a ich zjednotenim dostaneme prave (left, right]. Vdaka tomu Ziadnu moznost nikdy nebudeme uvazovat
dvakrat a Ziadnu tiez nikdy nevynechdme. Ako bonus dostdvame, Ze dlzka intervalu (left, right] je prave
right-left.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <queue>
#define INF 1000000000
using namespace std;

int zmena_riadkul[4]
int zmena_stlpcal4]

o
o

|
=
o

int cislo_pokusu = 0;

vector<vector<int> > vysky;
vector<vector<int> > naposledy_navstivene;

// pokusime sa zafarbit oblast z policka (zacni_r, zacni_s), pricom navstivene
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// policka musia mat vysku najviac ‘vyska' a oblast bude mat najviac plochu ‘max_plocha

int skus_bfs (int vyska, int zacni_r, int zacni_s, int max_plocha = INF) {
cislo_pokusu++;
queue<int> g;
g.push(zacni_r); g.push(zacni_s);
naposledy_navstivene[zacni_r][zacni_s] = cislo_pokusu;
int najdena_velkost = 1;
while (!g.empty()) {
int riadok = g.front(); g.pop();
int stlpec = g.front(); g.pop();
for (int smer = 0; smer < 4; smer++) {
int vedla_r = riadok + zmena_riadkul[smer];
int vedla_s = stlpec + zmena_stlpcalsmer];
bool prilis_vysoko = (vyskyl[vedla_r] [vedla_s] > vyska);
bool uz_navstivene = (naposledy_navstivene[vedla_r] [vedla_s] == cislo_pokusu);
if (prilis_vysoko || uz_navstivene)
continue;
g.push (vedla_r); g.push(vedla_s);
naposledy_navstivene[vedla_r] [vedla_s] = cislo_pokusu;
najdena_velkost++;
if (najdena_velkost == max_plocha)
return najdena_velkost;
}
}
return najdena_velkost;
}
bool da_sa_vyska (int vyska, int velkost_riesenia, bool presna_velkost = false) {
int prvy_pokus_tejto_vysky = cislo_pokusu + 1;
for (int r = 0; r < vysky.size(); r++) {
for (int s = 0; s < vysky[r].size(); s++) {
bool prilis_vysoko = (vyskyl[r][s] > vyska);
bool uz_navstivene = (naposledy_navstivene[r][s] >= prvy_pokus_tejto_vysky);
if (prilis_vysoko || uz_navstivene)
continue;
int zafarbena_plocha = skus_bfs(vyska, r, s, ((presna_velkost) ? velkost_riesenia
if (zafarbena_plocha >= velkost_riesenia)
return true;
}
}
return false;
}
int main() {

int velkost_riesenia, velkost_r, velkost_s;

cin >> velkost_riesenia >> velkost_r >> velkost_s;

vysky.resize (velkost_r+2, vector<int> (velkost_s+2, INF));
naposledy_navstivene.resize (velkost_r+2, vector<int> (velkost_s+2, 0));

for (int r = 1; r < velkost_r+1l; r++) {
for (int s = 1; s < velkost_s+1; s++) {
cin >> vyskyl[r][s];
}
}

// Riesenie sa nachadza v intervale (left, right>

// left - navyssia vyska o ktorej isto vieme, ze nie je riesenim
// right - najnizsia vyska o ktorej vieme, ze je riesenim

int left = -1, right = INF;

// Binarne vyhladavame najnizsiu vysku
while (right - left > 1) {

int piv = (left + right) / 2;
if (da_sa_vyska(piv, velkost_riesenia)) {
right = piv;
} else {
left = piv;
}
}
int min_vyska = right;

// Oznacime si oblast presne s velkostou velkost_riesenia
da_sa_vyska (min_vyska, velkost_riesenia, true);

// Vypisujeme najdene riesenie
cout << min_vyska << endl;

for (int r = 1; r < velkost_r+1l; r++) {
for (int s = 1; s < velkost_s+1; s++) {
if (naposledy_navstivene[r] [s] == cislo_pokusu) {
cout << "7
} else {

cout << ”.”;
}
}
cout << endl;

}

return O;

INE)) ;
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Casova zlozitost ndm klesla na O(r-s-10g(hmaz)), lebo pri vyhlad4dvani sa vzdy spytame najviac logs (dlzka intervalu)
otézok. Pamifova zlozitost ostava O(r - s), lebo si pamiitame tie isté idaje ako v jednoduchSom rieseni.

Pohlad z opaénej strany

Bez vicsich oméacok si vysvetlime, ako sa na to dalo divat inak. Predstavime si, Ze v meste este nie je
postavend ziadna budova. Preto ich tam zafneme postupne pridédvat od najmensej budovy po najvyssiu. Popri
tom budeme sledovat, ¢i po pridani budovy nevznikla stuvisla oblast budov velkosti aspoii k. Ak vznikla, tvrdime,
Ze tato oblast je samotnym rieSenim problému.

Dokazme si to sporom. Ak by existovala nejakéd ind dostatocne velkd stuvisld oblast, ale najvyssia budova v
nej by bola nizsia, tak to znamend, Ze tito oblast sme museli najst uz skor. Kedze sme ale pridavali budovy od
najnizsej, tak sme museli pridat uz vsetky budovy tvoriace tto oblast. Taktto oblast by sme teda uZ objavili
skor, ¢o je v spor s tvrdenim, Ze pridanim poslednej budovy vznikla dostatoéne velkd oblast prvykrat.

Potrebujeme este vyriesit, ako zistovat, ¢i uz existuje suvisld oblast velkosti aspon k. Na také nieco je ako
stavany algoritmus Union-find, pri ktorom si udrzujeme stvislé oblasti budov. Vzdy ked priddvame novi budovu,
zistime, do ktorej oblasti ju médme pridat a ¢i pripadne nespojila nejaké skupiny dokopy. Pre jednotlivé oblasti
si pamiitame ich velkosti a ak m4 nejaka z nich velkost aspon k, mdZeme nas algoritmus zastavit.

Takéto rieSenie je rovnako dobré ako bindrne vyhladévanie najmensej vysky, kedZe musime usporiadat vset-
kych r - s budov podla velkosti. Samotny algoritmus union-find uz nespotrebuje viac éasu ako toto triedenie a
preto je vysledna ¢asova zlozitost O(r - s -log(r - s)) a pamétova zlozitost ostava O(r - s).

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <vector>
#include <algorithm>
#include <queue>

using namespace std;

int dx[]
int dy[]

int r, c, k;
int id_podla_pozicie(int y, int x) {return yxc + x;}
void pozicia_podla_id(int id, int &y, int &x){y = id / c; x = id % c;}

vector<vector<int> > mapa_vysok;
vector<pair<int, pair<int,int> > > policka_od_najnizsieho;

vector<int> otec, hlbka_komponentu, velkost;

void nacitaj_vstup () {
scanf (”.%d_%d_%d"”, &k, &r, &c);
mapa_vysok.resize (r, vector<int>(c, 0));
otec.resize(r*c, 0);
velkost.resize(r*c, 1);

for (int y=0; y<r; y++){
for (int x=0; x<c; x++){
int vyska;
scanf (”.%d"”, &vyska);
mapa_vysok[y] [x] = vyska;
policka_od_najnizsieho.push_back ({vyska, {y, x}});
int id = id_podla_pozicie(y, x);
otec[id] = id;

int sef (int a) {
if (otec[a]

== a) return a;
return otecla] =

sef (otecla]l);

int spoj(int a, int b)

{
int vacsi = sef(a), mensi = sef (b);
if (vacsi == mensi) return velkost[vacsi];
if (velkost([vacsi] < velkost[mensi]) swap(vacsi, mensi);
otec[mensi] = vacsi;

velkost [vacsi] += velkost[mensi];
return velkost [vacsi];

}

void najnizsi_komponent_velkosti_k (int &id_komponentu, int &vyska) {
for (int i=0; i<rxc; i++){

vyska = policka_od najnizsieho[i].first;

int y = policka_od_najnizsieho[i].second.first;

int x = policka_od_najnizsieho[i].second.second;
x);

int idl = id_podla_pozicie(y,
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for (int j=0; j<4; j++){
int nx = x + dx[]j];
int ny =y + dy[]l;
if (nx < 0 || nx >= ¢ || ny < 0 || ny >= r) continue;

if (mapa_vysok[ny] [nx] > vyska) continue;
int id2 = id_podla_pozicie(ny, nx);

int velkost = spoj(idl, id2);

if (velkost >= k) {
id_komponentu = sef (idl);
return;

}
vector< vector< char > > riesenie;

void BFS_presne_velkosti_k (int id_zaciatku) {
int zaciatok_x, zaciatok_y;
pozicia_podla_id(id_zaciatku, zaciatok_y, zaciatok_x);
queue<int> g;

int pocet_vyfarbenych = 1;
riesenie[zaciatok_y] [zaciatok_x] = "«x’;
g.push(zaciatok_x); g.push(zaciatok_y);

while (!g.empty () && pocet_vyfarbenych < k) {
int x = g.front (); g.pop();
int y = g.front (); g.pop();

for (int j=0; j<4; j++){
int nx = x + dx[]J];
int ny =y + dy[jl;
if (pocet_vyfarbenych == k) break;
if (nx < 0 || nx >= ¢ || ny < 0 || ny >= r) continue;
if (sef(id_podla_pozicie(ny, nx)) != id_zaciatku) continue;
if (riesenie[ny] [nx] == ’%’) continue;

pocet_vyfarbenych++;
riesenie[ny] [nx] = "*';
g.push (nx); qg.push(ny);

int main () {
nacitaj_vstup();

sort (policka_od_najnizsieho.begin(), policka_od _najnizsieho.end());

int komponent, vyska;
najnizsi_komponent_velkosti_k (komponent, vyska);

riesenie.resize(r, vector<char>(c, ".’));
BFS_presne_velkosti_k (komponent) ;

printf (”%d\n”, vyska);
for (int y=0; y<r; y++){
for (int x=0; x<c; x++){
printf (”%c”, rieseniely][x]);
}
printf (”\n”);

Buj
7. Osamely a jednobunkovy (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Povedzme, Ze chceme zodpovedat otdzku uréenti vrcholom v a éislom k — teda chceme néjst pocet k-potomkov
k-predka vrcholu v. To moZno rozdelit na dve podotazky:

e Zadany je vrchol v; a €islo k1. Existuje ki-predok vrcholu v17 Ak ano, ktory vrchol to je?
e Zadany je vrchol vs a ¢islo ky. Kolko ko-potomkov mé vrchol vy?

Pomalé riesenie

Na zodpovedanie prvej podotizky mozeme postupovat nasledovne:

e Ak k =0, tak k-predok vrcholu v je samotny vrchol v.

e V opacnom pripade je to ten isty vrchol, ako (k — 1)-predok otca v — a toho vieme ndjst rekurzivne.

Zistit odpoved pre druhti podotézku vieme takto:
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e Ak k =0, tak je odpoved zrejme 1 — jediny 0-potomok vrcholu v je samotny vrchol v.

e V opac¢nom pripade nech di,ds,...,d; si vsetky deti vrcholu v. Ozna¢me ry, 79, ..

.,T; postupne pocty

(k —1)-potomkov tychto vrcholov. Lahko si mozno rozmysliet, ze v mé prave r1 +ro+. .. +r; k-potomkov.
No a hodnoty r1, 73, ...,7; vieme vypocitat rekurzivne.

Prva faza algoritmu moze mat aZ tolko krokov, kolko je hibka vrcholu v, kedZe postupne zistujeme jeho
1-predka, 2-predka, ... A to moze byt az linearne od n.
Druhé faza algoritmu moéze mat az tolko krokov, kolko je pocdet vrcholov v podstrome vrcholu v — a tych

moze byt az linedrne vela od n.

Casova zlozitost na zodpovedanie jednej otazky je teda O(n), celkovo méme preto ¢asovi zlozitost O(ngq).

Pamitova zlozitost je O(n) — pamétame si iba reprezentéciu stromu.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

struct Problem {

int n, koren; // pocet vrcholov, cislo korenoveho vrchola
vector<int> otec; // otec[i] je rodic vrchola i

vector<vector<int> > synovia; // synovia[i] je zoznam potomkov vrchola i

// nacitame pocet vrcholov, strom
void nacitaj () |
cin >> n;
otec.resize(n);
synovia.resize (n);
for (int 1 = 0; i < n; i++) {
cin >> otec[i];
otec[i]-—;
if (otec[i] == -1) {
koren = 1i;
}
else {
synovial[otec[i]].push_back(i);
}
}
}

// vrati k-predka vrcholu v
int predok (int v, int k) {
if (k == 0) {
return v;
}
if (v == koren) {
return -1;
}
return predok (otec[v], k - 1);

}

// vrati pocet k-potomkov vrcholu v
int prehladaj (int v, int k) {
if (k == 0) {
return 1;
}
int vysledok = 0;

for (int 1 = 0; i < (int) synovial[v].size(); i++) {

int syn = synovial[v][i];
vysledok += prehladaj(syn, k - 1);
}
return vysledok;
}

// vrati odpoved na otazku ”"kolko k-potomkov ma k-predok vrcholu v?”

int zodpovedaj (int v, int k) {
int kPredok = predok (v, k);
if (kPredok == -1) {
return 0;
}
int vysledok = prehladaj(kPredok, k);
return vysledok;

}

// odpovieme na vsetky otazky
void zodpovedajVsetko () {
int q; // pocet otazok
cin >> qg;
for (int otazka = 0; otazka < g; otazka++)
int v, k;
cin >> v >> k;
v--—;
int vysledok = zodpovedaj (v, k);
cout << vysledok << ”\n”;
}
}

{

// spravi vsetko —-- nacita strom a odpovie na otazky
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void spravVsetko () {
nacitaj();
zodpovedajVsetko () ;
}
bi
int main () {
int t;
cin >> t;
for (int test = 0; test < t; test++) {
Problem p;
p.spravVsetko () ;
}

return 0;

Rychlejsie zodpovedanie prvej podotazky
Predstavme si, Ze by sme si nepamétali pre kazdy vrchol iba jeho 1-predka, ale aj jeho 2-predka. Potom by
sme k-predka vrcholu v vedeli najst zhruba dvakrat rychlejsie:

e Ak k > 2, tak sa rekurzivne zavoldme — zrejme hladdme (k — 2)-predka vrcholu z, ktory je 2-predkom
vrcholu v.

e Ak k =1, tak odpovedou je 1-predok vrcholu v.

e V poslednom pripade k = 0, a odpovedou je samotny vrchol v.

Dalej si predstavme, Ze si nepamitdme iba 2-predkov, ale aj dalsich predkov s takymi &islami, ktoré si
mocninami dvojky — 4,8,16,.... Takto si pre kazdy vrchol pamstame raddovo logn ¢&isel. Ziadny vrchol totiz
nem4 viac ako n predkov, a nemé preto zmysel poé¢itat jeho (2¢)-predka pre 2! > n.

Zodpovedanie otdzky mé velmi podobnt formu.

e Ak k > 0, ndjdeme najviicsie ¢islo tvaru 2¢, ktoré je mensie ako k. Ak vrchol v nem4 (2¢)-predka, tak
nemdze mat ani k-predka. V opa¢nom pripade vieme v konstantnom case pozriet, ktory vrchol je (2°)-
predok v. Rekurzivne nijdeme (k — 2")-predka tohto vrcholu.

e Ak k =0, tak odpoved je zrejme v.

Navyse si v§imnime, Ze ak v rekurzivnom volani sko¢ime z v na jeho (2¢)-predka, potom v nasledujiicom
rekurzivnom volani uréite mozeme sko¢it najviac na (2¢~1)-predka.

Ak by sme totiz znovu sko¢ili hore asponi o 2¢, skon¢ili by sme vo vrchole, ktory je aspoit (2¢ + 2¢)-predkom
v — potom uréite 2°t! < k. Ale to by sme vedeli skoéit o 2! uz v prvom volani.

Takze, ak ozna¢ime i najvicsie ¢islo také, Zze v mé (2%)-predka, staci ndm pri hladani k-predka skusaf
2t 2171 2i=2 " 1. Kazdé raz a v tomto poradi. Dostavame tak algoritmus, ktory m4 casovii zlozitost O(logn).

Listing programu (C++)

int n; // pocet vrcholov stromu
vector<vector<int> > predok; // predok[i][j] je (2"3j)-predok vrcholu i
vector<int> hlbka; // hlbka[i] je hlbka vrcholu i

// vrati k-predka vrcholu v alebo -1 ak neexistuje
int kPredok (int v, int k) {
if (k > hlbka(v]) { // taky daleky predok neexistuje
return -1;
}
int kolkyPredok = 1;
for (int i = 1; i < (int) predok[v].size(); i++) {
kolkyPredok %= 2;
}

for (int i = (int) predok([v].size() - 1; i >= 0; i--) {
if (k >= kolkyPredok) {
k —-= kolkyPredok;

v = predok[v][i];
}
kolkyPredok /= 2;
}

return v;

Este sme ale vobec neriesili, ako rychlo vypocitat tychto mocninovych predkov. Predstavme si, Ze chceme
najst (2¢)-predka vrcholu v. To ale nie je ni¢ iné, ako jeho (2¢~1 + 2¢~1)-predok. Takze mozeme postupovat tak,
7e najprv najdeme jeho (2¢~1)-predka — nech to je x. Potom néjdeme (2!~!)-predka vrcholu  — vysledny vrchol
je prave (2%)-predok vrcholu v.
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Na zaciatku pre kazdy vrchol vypoéitame jeho 1-predka (napriklad prehladavanim do hibky). Potom vieme
pre kazdy vrchol vypoditat jeho 2-predka, potom pre kazdy vrchol jeho 4-predka, potom pre kazdy vrchol jeho

8-predka, a tak dalej.

Casova zlozitost tohto predpoéitania je teda O(nlogn), a pamiifova takisto, kedZe si vietkych tychto predkov

musime pamétat.

Listing programu (C++)

int n; // pocet vrcholov stromu
vector<vector<int> > predok; // predok[i][j] je (2"j)-predok vrcholu i
// na zaciatku predok[i] obsahuje jedine otca vrcholu i

// pre kazdy vrchol spocitame jeho 2°i predkov
void predratajPredkov () {
bool este = true;
int i = 0;
while (este) {
este = false;

for (int v = 0; v < n; v++) {
if ((int) predok([v].size() <= i) { // 27i predok vrcholu v neexistuje
continue;

}
int medziPredok = predok[v][i];
if ((int) predok([medziPredok].size() <= i) { // 271 predok medziPredka neexistuje
continue;
}
int koncovyPredok = predok[medziPredok] [i];
predok [v] .push_back (koncovyPredok) ;
este = true; // ma zmysel pokracovat jedine vtedy, ked sme pre nejaky vrchol
// nasli jeho 2°i predka
}
i++;
}
}

Rychlejsie zodpovedanie druhej podotazky

Rozdelme si vSetky vrcholy do vrstiev podla toho, aki maju vzdialenost od koretia stromu. Na prvej vrstve
sa nachadza iba koreii, na druhej st jeho deti, na tretej sa zas ich deti, ... Pre kazdy vrchol v oznac¢me h(v)

¢islo vrstvy, na ktorej sa nachadza.

Zrejme k-potomkov vrcholu v sta¢i hladat medzi vrcholmi na vrstve h(v)+ k. Tych ale stale moze byt rddovo

n.

Po chvili kreslenia stromov a pozorovania roznych k-potomkov roéznych vrcholov v odpozorujeme, ze ti po-
tomkovia akosi vzdy tvoria vo vrstve stvisly tsek. V nasledujicom obrazku st napriklad zobrazeni 2-potomkovia

vrcholu 5:

- S
3
[V A | e
1 ) I 2 0 i 13 i
/ .
Ly L= "'-'i."_—%')"lf

Ten isty strom moze ale vyzerat tplne inak:
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Uvedomime si, ¢o urcuje poradie vrcholov vo vrstve — pre kazdy vrchol mame totiz zoznam jeho synov, ale
tychto synov mozeme zlava doprava nakreslit v Tubovolnom poradi. Zvolme si teda pre kazdy vrchol v nejaké
poradie jeho synov.

Nahliadneme, ze ak a, b st synovia vrcholu v a a je pred b, tak v rdmci kazdej vrstvy je kazdy potomok a v
tej vrstve pred kazdym potomkom b.

Na zéklade tjchto pozorovani vieme poradie vo vrstvach zostrojif jednoduchym prehladédvanim do hibky.
Ked prvykrat navstivime (dalej objavime) vrchol v, tak si pre neho zapamiitame, kolky v poradi objaveny
vrchol to je. Potom postupne navstivime jeho synov v poradi, ktoré sme si zvolili. V ramci kazdej vrstvy st
potom vrcholy usporiadané podla toho, kedy sme ich objavili.

A ked uz vieme, Ze vo vrstve budu vrcholy usporiadané podla ¢asu ich objavenia, tak ich do vrstvy vieme
pridat hned ked ich objavime.

Listing programu (C++)

vector<int> zac, kon; // zac[i] (kon[i]) je zaciatocne (koncove) cislo vrchola 1

vector<vector<int> > synovia; // synovia[i] je zoznam potomkov vrchola i
vector<vector<int> > vrstvy; // vrstvy[i] je zoznam vrcholov, ktore su vzdialene od korena presne i

// spracovanie podstromu vrcholu v, ktory sedi na vrstve s cislom h
void dfs (int v, int h) {

zac[v] = cas;
cas++;
if ((int) vrstvy.size() <= h) {

vrstvy.push_back (vector<int>());

}
vrstvy[h] .push_back (v);

for (int 1 = 0; i < (int) synovial[v].size(); i++) {
int syn = synovial[v][i];
dfs(syn, h + 1);

}

kon[v] = cas;
cas++;

Teraz uz mame vrcholy v kazdej vrstve usporiadané tak, Ze ked hladdme k-potomkov niektorého vrcholu v,
tvoria vo vrstve suvisly tsek. Ako ale zistime, kde ten tsek zacina a kde kondi?

Zoberme si lubovolnt vrstvu, a nech z je niektory vrchol na nej. Rozmyslite si, Ze ak x je potomkom v, tak
sme ho urcite objavili neskor ako sme objavili v.

Pozrime sa na tsek potomkov v na tejto vrstve. Prvy vrchol x; v tomto tseku sme objavili neskér, ako v — a
spomedzi vSetkych takych vrcholov sme ho objavili najskor. Vieme ho teda vo vrstve bindrne vyhladat, nakolko
vrcholy na nej st usporiadané podla ¢asu ich objavenia.

Takto sme nasli za¢iatok tseku, ako ale ndjdeme jeho koniec? Podobne — pre kazdy vrchol si tiez zistime,
kedy sme ho naposledy navstivili (dalej opustili).
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Opit si zoberme Tubovolni vrstvu, a nech z je niektory vrchol na nej. Potom ak z je potomkom v, tak sme
ho urdéite opustili skér, ako sme opustili v.

Rozmyslite si, ze v kazdej vrstve je usporiadanie vrcholov podla ¢asu prvej navstevy rovnaké, ako usporia-
danie podla ¢asu poslednej navstevy.

Pozrime sa teda na tsek potomkov v na tejto vrstve. Posledny vrchol x5 v tomto tiseku bol opusteny skor,
ako sme opustili v — a spomedzi vSetkych takych vrcholov sme ho opustili najneskor. Vieme ho teda vo vrstve
binarne vyhladat.

No a ak prvy vrchol v tiseku je i-ty, a posledny vrchol v tiseku je j-ty, pocet vrcholov vo vnutri tseku je
j—i+1.

Rekapitulacia

Zrekapitulujme si naSe rieSenie. Najprv v ¢ase O(nlogn) predpocitame pre kazdy vrchol jeho 1,2,4,8 ...
predkov. V &ase O(n) prehladame graf do hibky, a pre kazdy vrchol zistime ¢as jeho prvej navstevy a cas
poslednej navstevy. Pritom zostrojujeme zoznamy vrcholov v kazdej vrstve. Celkovo mame ¢as O(nlogn) na
predpocitanie.

Ked odpoveddme na otédzku uréent vrcholom v a ¢islom k, v ¢ase O(logn) ndjdeme k-predka vrcholu v.
Potom vo vrstve h(v) bindrne vyhladdme zaciatok tGseku potomkov k-predka v, a tiez koniec tohto tseku — to
nam tiez zaberie ¢as O(logn). Na otazkach teda minieme O(qlogn) ¢asu.

Celkova ¢asova zlozitost je potom O((n + ¢)logn). Pamétova zlozitost je O(nlogn).

Rychlejsie a GspornejSie

Vratme sa spit k prvej podotézke. V nej sme dostali zadany vrchol v a éislo k, a cheeli sme vediet, ¢i existuje
k-predok vrcholu v a ak ano, ktory vrchol to je. Oznac¢me ho .

Teraz uz ale pre kazdy vrchol vieme, kedy sme ho prvykrat navstivili, a kedy sme ho naposledy navstivili.
A tiez vieme povedat, v ktorej vrstve sa nachadza. To vyuZijeme na vytvorenie lepsieho rieSenia.

Vieme toti, ze = musi spliiaf nasledovné:

e Musi lezat na vrstve s éislom h(v) — k.
e Objavili sme ho skér, ako vrchol v.

e Opustili sme ho neskor, ako v.

Potom vieme x vo vrstve bindrne vyhladat.
Tymto sme si uSetrili nlogn operacii potrebnych na predpocitanie, a s tym spojenych nlogn pamite.
Dostavame tak celkovi ¢asovu zlozitost O(n + glogn), a pamétova zlozitost O(n).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

struct Problem {

int n, koren; // pocet vrcholov, cislo korenoveho vrchola
vector<int> otec; // otec[i] je rodic vrchola i
vector<vector<int> > synovia; // synovia[i] je zoznam potomkov vrchola i

vector<int> zac, kon; // zac[i] (kon[i]) je zaciatocne (koncove) cislo vrchola 1
vector<vector<int> > vrstvy; // vrstvy[i] je zoznam vrcholov, ktore su vzdialene od korena presne i
vector<int> hlbka; // hlbka[i] je hlbka vrcholu i

// nacitame pocet vrcholov, strom a inicializujeme zac, kon
void nacitaj () {

cin >> nj;

otec.resize (n);

synovia.resize (n);

zac.resize (n);

kon.resize(n);

hlbka.resize (n);

for (int i = 0; 1 < n; 1i++) {
cin >> otec[i];
otec[i]—-—;
if (otec[i] == -1) {
koren = 1i;
}
else {

synovia[otec[i]] .push_back (i);
}
}
}
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// tymto prehladame graf do hlbky a spocitame zac, kon,
void dfs (int v, int h, ints& prveVolne) {

zac[v] = prveVolne;

prveVolne++;

hlbkal[v] = h;

if ((int) vrstvy.size() <= h) {
vrstvy.push_back (vector<int>());

}

vrstvy[h] .push_back (v);

for (int i = 0; i < (int) synovial[v].size(); i++) {
int syn = synovialv][i];
dfs(syn, h + 1, prveVolne);

}

kon([v] = prveVolne;

prveVolne++;

}

// tymto spocitame cele zac, kon, vrstvy
void dfs () {

int prvevVolne = 0;

dfs (koren, 0, prveVolne);

}

// vrati najvacsie 1 take, ze zac[vrstva[i]] < limit
int binarneVyhladaj (int limit, vector<int>& vrstva) {

int 1 = -1;
int r = (int) vrstva.size();
while (r - 1 > 1) {
int s = (1 + r) / 2;
if (zac[vrstval[s]] < limit) {
1l = s;
}
else {
r = s;
}
}
return 1;

}

// vrati k-predka vrchola v
int predok (int v, int k) {
int h = hlbka([v] - k;
if (h < 0) {
return -1;
}
int i = binarneVyhladaj(zac[v], vrstvy[h]);
return vrstvy[h][i];

}

// vrati pocet k-potomkov vrchola v
int kPotomkov (int v, int k) {
int h = hlbka[v] + k;
if (h >= (int) vrstvy.size()) {
return 0;
}
int prvy = binarneVyhladaj(zac[v], vrstvy[h]) + 1;
int posledny = binarneVyhladaj(kon([v], vrstvy[h]);
return posledny - prvy + 1;
}

vrstvy,

hlbka

// vrati odpoved na otazku ”“kolko k-potomkov ma k-predok vrcholu v?”

int zodpovedaj (int v, int k) {
int kPredok = predok (v, k);
if (kPredok == -1)
return 0;
}
int vysledok = kPotomkov (kPredok, k);
return vysledok;
}

// odpovieme na vsetky otazky
void zodpovedajVsetko () {
int q; // pocet otazok
cin >> qg;
for (int otazka = 0; otazka < g; otazka+t+) {
int v, k;
cin >> v >> k;
V==
int vysledok = zodpovedaj (v, k);
cout << vysledok << ”\n”;
}
}

// spravi vsetko —-— nacita strom a odpovie na otazky
void spravVsetko () {

nacitaj();

dfs () ;

zodpovedajVsetko () ;
}

i

int main () {
int t;
cin >> t;
for (int test = 0; test < t; test++) {
Problem p;
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p.spravVsetko () ;
}

return O;

}

Zaba
8. Opraseny startup (max. 0 b za popis, 25 b za program)

Dufam, Ze so mnou budete stihlasit v tom, Ze tadto optimalizaénd tiloha bola naozaj zaujimava. Nestava sa
predsa kazdy der, ze piSete program, ktorého vystupom je iny program. Otdzkou vSak je, ako napisat k takejto
tlohe vzorak.

Nakoniec som sa rozhodol, Ze vdm v tomto vzoraku ukéZzem hlavné myslienky, ktorymi sa dalo riadit pri po-
stupnom ziskavani bodov. Najprv si ukédZeme niekolko jednoduchsich pristupov, potom si predstavime pomerne
zaujimavy algoritmus sliziaci na kédovanie znakov a nakoniec to vSetko skombinujeme do vysledného riesenia.
To samozrejme nebude najlepSie mozné, ale kvoli prehladnosti vzorového riesenia nebudeme uplatiiovat prilis
vela optimalizacii.

S nieé¢im zadat treba

Preco teda nespravit prvii a najlahsiu vec, ¢o ndm napadne! Nemame ¢o stratit a naprogramovanie Tahkého
rieSenia ndm zaberie velmi méalo ¢asu. Otestujeme si nim, ¢i sprévne rozumieme prikazom, ktoré Davidkov
procesor pouziva, a ked budeme neskor robif nieco zlozitejsie, budeme si vediet porovnat nase rieSenia a zistit,
ako velmi sme sa zlepsili.

Ak sa pozrieme na prikazy, ktoré pouziva Davidkov procesor, vidime, Ze vypisovat budeme prikazom OUT.
Ten podla zadania zoberie vrchné &islo na zasobniku a vypiSe tolky znak z ASCII tabulky. Ak teda chceme
napriklad vypisat znak ,a", ktory je v ASCII tabulke 97-my, tak najskor musime dostat na zasobnik ¢islo 97,
¢o spravime prikazom PUSH 97. Takto vieme dostat jednoduchy program, ktory vypise znak ,a" a ni¢ iné.

Listing programu (Text)

PUSH 97
oUT

A toto predsa vieme spravif s lubovolnym znakom v texte. Pozrieme sa na to, kolky v poradi je tento znak
v ASCII tabulke, vlozime také ¢islo do zasobnika a potom ho z neho rovno vypiSeme. MdZeme preto napisat
jednoduchy program v C++, ktory nacita text a vytvori z neho program pre Davidkov procesor, ktory dany text
vypise.

Vsimnite si, ako v tomto programe $ikovne vyuzivame fakt, Ze C++ vie s premennou typu char pracovat ako
s ¢islom z ASCII tabulky. Ak preto nechdme vypisaf char ako int, vypiSe sa ziadana hodnota.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
using namespace std;

int main() {
char c;
while (scanf (”%c”, &c) == 1) {
printf ("PUSH.%d\n”, c);
printf ("OUT\n”);

Programovanie v Davidkovom procesore

Ukézali sme si, ako vieme spravit prvé, velmi jednoduché riesenie, ktoré pre kazdy znak na vstupe pouZije
dva prikazy Davidkovho procesora. Dalej potrebujeme prist s nie¢im, ¢o tento pocet prikazov vyrazne zmensi.
To, ze musime pridat na zasobnik konkrétnu hodnotu pre kazdy znak asi neovplyvnime (zatial). Mohli by sme
vSak radSej pouzit ostatné prikazy Dévidkovho procesora na to, aby sme zmensili pocet prikazov potrebnych na
vypisovanie.

Co spravime v C++, ak chceme vypisat obsah nejakého pola (zasobnika)? Pouzijeme for-cyklus. Hladdme
preto sposob, akym naprogramovat for-cyklus v Davidkovom procesore. A kedZe for-cyklus nie je ni¢ iné ako
vracanie sa na tie isté riadky, budeme chciet pouzif prikaz JGZ.

Rozmyslime si najskor slovne, ¢o chceme spravit: “Vypis znak zodpovedajtci vrchnému ¢&islu na zasobniku
a toto ¢islo odstrar. Ak zasobnik nie je prazdny, vraf sa na prikaz vypisu (zadiatok).”
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Hned si vSak vSimneme, %e nevieme zistit, ¢i je zdsobnik prazdny alebo nie. Vieme iba zistovat, ¢i je na vrchu
zasobnika ¢islo vicsie ako 0. A kedZe 0 sa medzi ¢islami na zasobniku nachddzat nebude (lebo to nie je znak,
ktory by sa ndm objavil v texte), moze 0 sluzit ako vhodné zardzka na koniec zdsobnika. Potrebujeme preto
overif, ¢ je na vrchu zasobnika 0 a ak nie je, tak pokracovat vo vypisovani.

Posledny problém, ktory musime vyriesit, je, Ze prikaz JGZ odstrani dve vrchné &isla zo zasobnika. Musime si
preto vytvorit képiu vrchného éisla, ktortt mozeme bez problémov odstranit. Takito képiu vytvorime pomocou
prikazu READ.

Listing programu (Text)

ouT

PUSH -1

READ // nakopiruj ¢islo na pozicii -1 (teda to najvrchnej$ie) na vrch z&sobnika
PUSH -5 // o kolko prikazov sa chcem vratit, ak ¢islo navrchu nie je 0

JGZ // ak druhé ¢éislo zvrchu zésobnika nie je 0, tak program

// sa vrati o 5 inStrukcii spat, c¢o je prave prikaz OUT

To, ¢o sme spravili, je vlastne programovanie pomocou prikazov Davidkovho procesora. Poriadne si pozrite
vy$sie uvedeny program. Nieco podobné eSte parkrat uvidite a v podstate ni¢ zlozitejsie potrebovat nebudeme.

N&s program teda do zasobnika postupne prida jedno ¢islo za kazdy znak textu a potom vykona vysSie
uvedeny kisok programu, ktory znaky vypiSe. Netreba eSte zabudnif na to, Ze ¢isla znakov musime na zdsobnik
pridavat v obratenom poradi, teda prvy znak textu musi byt pridany ako posledny.

Styri v jednom

Kolko prikazov pouzil nas posledny program? Potreboval jeden prikaz za kazdé pismeno na vstupe a potom
eSte pat prikazov na vypisanie. Asi je jasné, ze ak chceme vymyslief este lepSie rieSenie, musime zmensit pocet
¢isel, ktoré na zaciatku vlozime do zasobnika.

To znamena, Ze jedno ¢islo musi zastupovat (kédovat) viacero znakov. Uvedomme si, Ze ¢&isla, ktoré mozeme
vkladat do zisobnika mézu mat velkost az 23! — 1. Nage rieSenia vsak zatial pouzivali iba ¢isla, ktoré nemohli
znakov do jedného ¢isla a samozrejme aj spdsob, ako tento postup obrétit (ako z ¢isla zistit znaky, ktoré kéduje).

Predstavme si, ze chceme zakédovat dva znaky — znak ,a" s ASCII ¢islom 97 a znak ,b" s ASCII ¢islom
98, pricom ,a" mé byt vypisané skér ako ,b". Pouzime na to ¢islo 12641 = 128 - 98 + 97. Dovod, preco je
takéto kédovanie dobré je ten, Ze z ¢isla 12641 vieme Tahko zistit, ktory znak méa byt vypisany prvy. Bude to
predsa zvysSok ¢isla 12 641 po deleni 128. Druhé ¢islo na vypisanie bude celociselny podiel tychto dvoch ¢isel a
na pocitanie podielu a zvysku po deleni mame pre Davidkov procesor prikaz DIV.

Nemusime sa vSak obmedzit tym, Ze do jedného ¢isla zakédujeme len dva znaky. Takéto ¢isla budu totiz
nanajvys velkosti 2'4. Pridajme preto rovnakym sposobom dalie dve ¢isla. Zo $tyroch znakov a, b, ¢ a d (toto
st premenné a nie konkrétne znaky) potom vieme spravit jedno ¢islo mensie ako 228 nasledovne:

a+128-b+128%.¢+128%.4d

Sami si rozmyslite, Ze postupnym delenim tohto ¢isla ¢islom 128 budeme ako zvysky dostavat ¢isla zodpo-
vedajuce znakom a, b, c a d.

Program, ktory kéduje nés text takymto sposobom je o nieco komplikovanejsi. Musime si dat pozor, aby sme
zakddovali ¢isla v sprdvnom poradi a musime vymysliet program pouzivajuci prikazy Dévidkovho procesora,
ktory bude zadané éisla delif 128 a vypisovat ich na vystup. Nie je to vSak az také fazké a nizsie si mozete
pozriet jedno mozné riesenie.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <algorithm>
#include <vector>
using namespace std;

int main() {
vector<char> Text;
char c;
while (scanf (”%c”, &c) == 1) Text.push_back(c);
while (Text.size() % 4 != 0) Text.push_back(0); // doplnim pole Text o nejaké 0, aby mal sprdvnu dIzZku
reverse (Text .begin(), Text.end());
printf("PUSH_O\n"); // zardzZka na spodok zdsobnika
for(int i = 0; 1 < Text.size()/4; i++)

printf ("PUSH.%d\n”,128%128%128*Text [4+1i] + 128%128xText [4+i+1] + 128+Text[4x1+2] + Text[4+i+3]);

printf ("PUSH_128\n");
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printf (”DIV\n”);

printf (”OUT\n”);

printf ("PUSH_-1\n");

printf("READ\n"};

printf ("PUSH_-7\n");

printf (”JGz\n");

// ak sa program dostane aZ sem, znamend to, Ze Cislo
// na vrchu sme vydelili uZ 4 krdt a musime ho zdsobnika vyhodit
printf (”"ADD\n”);

printf ("PUSH_-1\n");

printf ("READ\n");

printf ("PUSH_-12\n");

printf (7JGz\n");

Tok bitov

Poktisime sa eSte viac vylepSit naSe rieSenie. Dobry napad je pozriet sa na jednotlivé texty, ktoré mame
zadané. Mozno nas napadne nejaké lepSie rieSenie, nasité priamo na ne.

A naozaj, ak sa pozrieme na text 1.in, zistime, Ze obsahuje iba pismend ,c" (dokonca neobsahuje ani koniec
riadku). Je zjavne zbyto¢né do zasobnika vkladat vela hodnét, ktoré nam aj tak povedia to, ¢o uz dopredu vieme
— vypi$ pismeno ,c". Namiesto toho by ndm v zdsobniku mohla stacit iba jedna hodnota, ktord hovori, kolko
pismen ,c" eSte mame vypisat. Tato hodnotu budeme postupne zniZzovat az kym neklesne na 0. Vtedy program
ukonéime pomocou prikazu JGZ.

Dostaneme jednoduchy 9-prikazovy program:

Listing programu (Text)

PUSH 9379
PUSH 99
ouT

PUSH -1
ADD

PUSH -1
READ

PUSH -8
JGZ

Pozrime sa teraz na text 2.in. V tiom sa nachddzaju iba dva druhy pismen — £" a ,y". Nasim cielom bude
teda zakdédovat tuto postupnost dvoch druhov pismen ¢o najuspornejsie. Predchadzajice vSeobecné riesenie
pouzivalo na kédovanie ¢isla 102 a 121. To je vSak strasne zbytoc¢né. Na zakédovanie pismena ,f" mozeme
predsa pouzit hodnotu 0 a ako kéd ,y" pouzijeme 1. Zalezi len na nés, ¢i bude nd$ program rozoznévat ,£" ako
102 alebo 0.

N4&$ text sme si teda zmenili na postupnost bitov (zakladna jednotka informaécie, ktora nadobtda iba hodnotu
0 alebo 1) — a v poditadi je aj kazdé ¢islo reprezentované ako postupnost bitov (v naSom pripade 32 bitov).
Namiesto 4 pismen vieme teraz do jedného éisla preto zakédovat az 32 pismen, ¢o je 8-ndsobné zlepsenie.

Napriek tomu, to nebude také jednoduché. Po prvé, potrebujeme do éisla zakédovat nejakym sposobom tito
postupnost bitov. To sice vyzerd priamociaro — nasekdm si bity na 32-tice a jednoducho ich zmenim na ¢&islo —
avSak objavi sa niekolko problémov, ktoré budeme musiet vyriesit. Po prvé, je nebezpeéné pouzivat vsetkych
32 bitov, lebo hoci Dévidkov procesor dokaze pracovat s 232 ¢islami, polovica z nich je zaporna (rozsah &isel v
zésobniku je —23! az 23! — 1). Tu by uZ nasa matematika — delime 2 a pozerdme sa na zvySok — nefungovala
tak akoby sme chceli, a preto sa obmedzime len na prvych 31 bitov, ktoré nam zarudia, ze ¢isla buda kladné.

Navyse vSak dostaneme nasledovny problém. N4§ program bude postupne delit nase ¢islo hodnotou 2. Kedy
mé vSak zastat? Ak sa ¢islo zmenSi na 0, znamena to, Ze uZ som spracoval vSetky bity, alebo eSte nasleduje
niekolko 0-vych bitov? RieSeni tohto problému moZe byt viac. Pri jednom moznom sposobe zopakujeme David-
kovym programom 31 deleni. Mohli by sme 31-krat nakopirovat kus programu ktory vykond delenie alebo na to
budeme musief este vyriesit pripad, kedy niektoré ¢islo nekéduje 31, ale menej bitov.

Riesenie, ktoré si ale ukdzeme my, bude zaloZené na tom, ze si do kazdého cisla spravime znacku. V podstate
si vyhradime najvyssi pouzivany bit (véi¢sinou 31-vy) ako zardzku. Zakazdym bude mat hodnotu 1. Tym padom,
pri deleni dvojkou sa nam raz stane, ze nam v celom ¢isle ostane uz len tento jednotkovy bit, a ¢islo, ktoré
budeme spracovavat bude teda rovné 1. Ak nastane takyto pripad, budeme vediet, Ze uz sme spracovali vSetky
bity, ktoré kddovalo toto ¢islo a mdzeme sa presuntt na to dalsie.

Pozrite si nizsie uvedent implementaciu takéhoto rieSenia. V§imnite si hlavne ¢ast, v ktorej je zadrotovany
Déavidkov program, ktory vydeli ¢islo hodnotou 2 a podla zvySku sko¢i bud do ¢asti, ktord vypisuje pismeno
f" alebo do Casti pre pismeno ,y".
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Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <string>
#include <algorithm>
#include <vector>
#include <cmath>

using namespace std;

vector<char> Text;

int main() {
// naditam text
char c;
while (scanf (”%c”, &c) == 1) Text.push_back (c);

//zmenim text na postupnost 0 a 1

string tok_bitov = "";
for(int i = 0; 1 < Text.size(); i++)
if (Text[1i] == '£f’) tok_bitov += "0";
else tok_bitov += ”1";
reverse (tok_bitov.begin(), tok_bitov.end());
printf ("PUSH_0\n"); // zardZka na spodok zdsobnika

// zakédujem 30 bitov do jedného &isla, ktoré vlozZim na zdsobnik
int kolko = 0, cislo = 1;

for(int i = 0; 1 < tok_bitov.size(); i++) {
cislo x= 2;
cislo += tok_bitov[i] - 70’;
kolko++;
if (kolko == 30 || i == tok_bitov.size()-1) {

printf ("PUSH_%d\n"”, cislo);
cislo = 1; kolko = 0;

}

// skontrolujem, ¢i v Cisle uZ nezostala len 1 a nepotrebujem dalSie cCislo
// potom skontrolujem, &i na vrchu nie je 0 a nemdm uZ skonlit
printf("PUSH_—l\n"L

printf ("READ\n");

printf ("PUSH_-1\n");

printf("ADD\n");

printf ("PUSH_8\n");

printf (”JGz\n");

printf ("MUL\n");

printf ("PUSH_-1\n");

printf ("READ\n"”);

printf ("PUSH.3\n");

printf (”JGz\n");

printf ("PUSH_1\n");

printf("PUSH_1000000\n");

printf (7JGz\n");

// pozriem sa na posledny bit aktudlneho &isla
printf ("PUSH.2\n");
printf (”DIV\n”);

printf ("PUSH_5\n"); // ak je to 1, chcem preskodit 5 prikazov
printf (”JGz\n");
printf ("PUSH_102\n"); // ak som neskon&il, tak tam bola 0

printf ("OUT\n”);

printf ("PUSH_1\n");

printf ("PUSH_-23\n"); // sko& na zaciatok
printf (7JGz\n");

printf ("PUSH.121\n");

printf (”OUT\n”);

printf ("PUSH_1\n");

printf ("PUSH.-28\n"); // sko& na zadiatok
printf (7JGz\n");

Uvedomme si eSte, Ze takéto rieSenie sa d& istym sposobom zovSeobecnif. Na vstupe méme postupnost (tok)
bitov. Nagou tlohou je spracovavat ich jeden po druhom a robif rozhodnutia podla toho, ¢i je aktudlny bit 0
alebo 1. To, ¢o sme si ukazali v tejto Casti, boli éasto len technické pomdcky, ako nieco takéto robif pomocou
prikazov Davidkovho procesora.

Nerovnomerny vyskyt a prefixovy kod

Pozrime sa teraz na text 4.in*. V fiom sa objavuja len tri znaky — ,p", ,q" a ,A".

Prirodzene, prva vec, ktord ndm napadne, je pouzit na kédovanie znakov éisla 0, 1 a 2 (v jednom ¢isle by
sme si pamitali znaky nie ako zvysky po opakovanom delenim dvomi, ale po deleni tromi). Na tom by nebolo
nic zlé, ale predsa len, zaberd to trochu vela miesta — na kazdé ¢islo musime vyuzit takmer 2 bity.

4Text 3.in preskakujem timyselne. Vieme naii sice vymyslief vcelku jednoduché a pomerne dobré riesenie, nijak vSak nestuvisi
so vzorovym rieSenim, a preto ho tu nespomeniem.
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Zostanme ale pri nasej predstave toku bitov s hodnotami 0 alebo 1. Mohli by sme napriklad kazdému znaku
priradit nejaké dva bity (napr.: ,p" by sme zakédovali ako ,00", ,q" ako ,01" a ,A" ako ,10"). Potom by sme
opit dostali tok bitov, akurdt by sa trochu neprijemnejSie spracovaval. Ale to ndm tiez neuSetri pocet bitov,
ktoré pouZzijeme. Skiisme to eSte inak. Pouzime na kédovanie tri, nerovnako dlhé, refazce ,1", ,,00" a ,01".

Ked kazdému pismenu priradime jeden takyto refazec, opit vieme cely text zmenit na postupnost bitov.
Naviac, tdto postupnost bitov sa da jednoducho dekédovat. Postupne prechéddzame bity zlava — ak je prvy
bit 1, vieme, Ze sme narazili na prvé pismeno a mozeme ho vypisat. Ak je prvy bit 0, tak zase vieme, Ze sa
musime pozriet este na druhy bit a az ten ndm rozhodne, ¢o mame vypisat. V kazdom momente sa preto vieme
jednoznacne rozhodnif, ¢o treba spravit. Naviac, na zakédovanie jedného zo znakov pouzijeme iba jeden bit.

To, ¢o modzeme v takomto rieSeni ovplyvnit je, ktorym pismenam priradime ktory retazec. Uz pri letmom
pohlade do textu 4.in by sme si mali v§imnut, Ze znak ,A" sa tam nachadza CastejSie. Je preto logické, Ze prave
jemu chceme priradit retazec ,1", lebo usetrenie jedného bitu (oproti retazcom ,01" a ,,00") bude ¢astejsie. Na
priradeni zvysnych dvoch refazcov nezalezi, lebo maji rovnaku dizku.

Nasledne este musime trochu upravit Dévidkov program, ktory bude tento tok bitov spracovévat. Aj on sa
totiz musi vedief rozhodovat podla toho, ¢i vidi 0 alebo 1 a ak vidi 0 tak sa presuntf na dalsi bit, aby vedel, ¢o
mé vypisat. RieSenie je vSak velmi podobné tomu, ¢o sme uz videli predtym. V§imnite si, Zze Davidkov program
aj pre prehladnost rozdelujem do ¢asti, medzi ktorymi nas program skace a kazd4 ¢ast mé presne urdent tilohu.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <string>
#include <algorithm>
#include <vector>
#include <cmath>
using namespace std;

vector<char> Text;

int main() {
// naditam text
char c;
while (scanf (”"%c”, &c) == 1) Text.push_back(c);

//zmenim text na postupnost 0 a 1

string tok_bitov = "";

for(int i = 0; 1 < Text.size(); i++)
if (Text[i] == 'A’) tok_bitov += "1";
else if (Text[i] == ’'p’) tok_bitov += "”00”;
else tok_bitov += ”01";

reverse (tok_bitov.begin(), tok_bitov.end());

// zardzka na spodok zdsobnika
printf ("PUSH._O0\n");

// zakdédujem 30 bitov do jedného ¢isla, ktoré vlozim na zdsobnik
int kolko = 0, cislo = 1;
for (int i=0; i < tok_bitov.size(); i++) {
cislo *= 2;
cislo += tok_bitov[i]-"0";
kolko++;
if (kolko == 30 || i == tok_bitov.size()-1) {
printf ("PUSH.%d\n”, cislo);
cislo = 1; kolko = 0;

}

// skontrolujem, ¢i v Cisle uZ nezostala len 1 a nepotrebujem dalSie cislo
// potom skontrolujem, ¢i na vrchu nie je 0 a nemdm uZ skonlit
printf ("PUSH_-1\n");

printf "READ\n");

printf ("PUSH_-1\n");

printf (“ADD\n”);

printf ("PUSH_8\n");

printf (7JGz\n");

printf ("MUL\n");

printf ("PUSH_-1\n");

printf ("READ\n");

printf ("PUSH.3\n");

printf (7JGz\n");

printf ("PUSH_1\n");

printf (”"PUSH.1000000\n");

printf (”JGz\n");

// pozriem sa na posledny bit aktudlneho &isla

printf ("PUSH_2\n");

printf ("DIV\n”);

printf ("PUSH_21\n");

printf (7JGz\n");

// posledny bit bola 0, takZe sa musim pozriet na dal$i
// najskér sa pozriem, ¢i som eSte neminul toto ¢islo

printf ("PUSH_-1\n");
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printf ("READ\n”);
printf ("PUSH_-1\n");
printf ("ADD\n”);

printf ("PUSH.1\n");
printf (7JGz\n");

printf ("MUL\n");

// pozriem sa na dal3i bit
printf ("PUSH.2\n");
printf (”DIV\n”);

printf ("PUSH_5\n");
printf (”JGz\n");

// vypisem znak p za 00
printf ("PUSH_112\n");
printf ("OUT\n”);

printf ("PUSH.1\n");
printf ("PUSH_-34\n");
printf (”JGzZ\n");

// vypisem znak q za 01
printf ("PUSH.113\n");
printf (7OUT\n”);

printf ("PUSH_1\n");
printf ("PUSH.-39\n");
printf (7JGz\n");

// vypisem znak A za 1
printf ("PUSH.65\n");
printf (”OUT\n");

printf ("PUSH_1\n");
printf ("PUSH_-44\n");
printf (”JGz\n");

Na tomto rieseni si moézeme vSimnat dve velmi dolezité veci. Prvou je, Ze refazce, ktoré priradujeme ako
kédy znakov nemusia byt rovnako dlhé. Prirodzene sa ndm potom oplati pouzit kratsSie refazce pre cCastejsie
sa vyskytujuce znaky, kedze vdaka tomu viac uSetrime. Takyto postup vyuziva napriklad aj Morseovka. Ak si
pozriete tabulku jej kédovania, zistite, Ze dva najkratsie refazce, bodka a ¢iarka, st priradené pismendm ,E" a
.T", ktoré s (nie zhodou nahod) dve najcastejsie sa vyskytujice pismend anglickej abecedy. Najdlhsie refazce
st naopak priradené znakom, ktoré sa vyskytuja velmi zriedkavo.

To vSak nebola jedina vec, na ktori sme si museli dat pozor. Je potrebné tiez zarucit, ze dekédovanie je
jednoznacéné — teda vzdy mame na zéklade aktualneho bitu iba jedinti moZnost na to, ¢o spravit. V Morseovke
takéto niec¢o neplati, ak sa pri dekédovani objavi ako prvd bodka, nemdZzeme si byt isti, ¢i mame vypisat ,E"
(bodka), alebo precitat dalsi znak, ktory méze byt ¢iarka, ¢o by zodpovedalo pismenu ,A" (bodka, ¢iarka). V
Morseovke sa preto pouziva aj treti symbol — oddelovac.

My vsak oddelova¢ k dispozicii neméme (méme iba znaky 0 a 1), preto budeme pouzivat prefixové kddy.
To znamend, Ze ziaden kdéd nie je prefixom (zac¢iatkom) iného kédu. Ked je splnend tato podmienka, kdéd sa
bude dat vzdy jednoznac¢ne dekddovat.

Huffmanov kéd

Zoberme si teraz Iubovolny text, napriklad jeden z poslednych styroch — anglické a slovenské texty. Nasim
cielom je vytvorit prefixovy kéd, ktory naviac zakéduje nas text na ¢o najmenej bitov. Uvedomte si, ze takyto
kéd chceme nasit priamo na dany text, lebo vyskyty pismen ovplyviuja dizku kédovyich slov. V slovenéine totiz
asi fazko budeme hladat pismena ,q" alebo ,w" a ak sa aj vyskytn(, mozeme im priradit naozaj dlhy kéd. V
angli¢tine st vsak tieto dve pismena ovela CastejSie a naSe rieSenie by to malo zobrat do Gvahy. Hladdme preto
vSeobecny algoritmus, ktory dokaze pre dany text vytvorit prefixovy kéd s optimalnou dizkou.(Kéd je jedno
konkrétne priradenie kédovych slov (v nasom pripade bindrnych refazcov) znakom textu.)

Zoberme si konkrétny text a spocitajme si pismend, ktoré obsahuje. Nech obsahuje m pismen, pricom i-te
pismeno sa v tomto texte vyskytuje p;-krat. Naviac, nech plati pg > p; > --- > p,,,. Predstavme si tiez, ze uz
mame najdeny optimélny prefixovy kéd, ktory tymto znakom priradi binarne kédy wy, ws . . . w,. Naviac, dlzky
tychto kédovych slov si oznacme l1,1s ... L.

7 tohto vyplyva, ze na zakédovanie tohto textu potrebujeme presne ZZI p; - 1; bitov. Podme si povedat, ¢o
musi platit o tychto slovach, ak maju tvorif optimalny kéd. Po prvé, musi platit, ze I; < Iy < --- < I,,. Toto
zodpovedd nédSmu pozorovaniu, Ze dlhsie kédové slovd chceme priradovat menej ¢astym znakom. Teraz si to
vSak vieme aj dokézat. Ak by to totiz pre nejaké i a j neplatilo, vieme vymenit im zodpovedajtce kédové slova,
¢im zmensime hodnotu sumy » ;" | p; - l;. To je viak v spore s tym, Ze priradenie kédovani bolo optimalne, teda
malo tito sumu minimalnu.

Velmi uzitoéné bude tiez vedief, ako si tieto kédové slova reprezentovat. Vhodnou Struktirou bude pis-
menkovy strom. Uvedomme si, Zze z kazdého vrcholu vychadzaji dve hrany — jedna reprezentujica 0 a jedna
reprezentujica 1. V listoch tohto stromu st potom jednotlivé znaky, ktoré kédujeme. Takyto strom je uzitoény
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na dve veci. Po prvé ndm hovori, aky kéd mé prislusny znak — staci prejst od korenia k danému listu a zapisovat
si, po akych hranach prechadzam.

Naviac nam tento strom déva postup, ktorym rozkédovat postupnost zadanych bitov. Za¢neme v koreni a
vzdy sa pohneme po tej hrane, ktori nam urcuje aktualny bit postupnosti. Ak narazime na list, tak vypiSeme
prislusny znak, ktory sme prave rozkédovali, a pokrac¢ujeme opit od korena.

chor | ecoding

111
1011
100
110
1010

= H p 0 O @

Na zaver si eSte uvedomme nasledovné. Kazdy vnatorny vrchol (teda nelist) tohto stromu mé préve dve
hrany, ktoré z neho vychédzaji — 0 a 1. Ak by totiz mal iba jedného syna, moézeme tento vrchol odstranif a
nahradit ho tym jedinym vrcholom pod nim. Tym vSak skratime kédové slovd, ¢o je v spore s optimalnostou.

Z toho vyplyva, ze slovo w,, (s dizkou ,,), ktoré je najdlhsie, ma suseda, ktorého kéd ma rovnaki dizku a
lisi sa iba v poslednom bite. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech je tento sused slovo w,,—; (ak by nebolo, tak ho
vymenime na tto poziciu a ni¢ tym nepokazime).

Teraz si uz vieme popisat algoritmus, ktory vytvori pismenkovy strom kdédujaci vSetky naSe znaky a toto
kédovanie bude navyse optimalne. Myslienka je naozaj jednoduché — zakazdym si zoberieme dva najmenej ¢asto
sa vyskytujice znaky. Tie maji mat, podla naSich ivah, najdlhSie kédové slovd a navyse maja byt v nasom
strome susedné. Vytvorime preto vrchol, z ktorého vychadzaji hrany do dvoch listov, jeden patriaci znaku m —1
a druhy patriaci znaku m. NemodZeme vSak na tieto znaky len tak zabudnif. To ¢o sa vSak stalo je, Ze sme ich
zl4¢ili do jedného spolo¢ného znaku, ktory je teraz reprezentovany novovytvorenym vrcholom. A pocet vyskytov
tohto spolo¢ného znaku je predsa p,,—1 + pm. Uspesne sme preto zredukovali pocet znakov, ktoré potrebujeme
eSte spracovat, o jedna. A na to ¢o ndm zostalo modZeme pouZif iplne rovnaka myslienku.

Predstavit si to modZzeme tak, Ze nas algoritmus mé v kazdom kroku mnozinu aktivnych vrcholov, ktoré este
nemaju priradeného ziadneho otca. Kazdy vrchol mé naviac priradent vahu zodpovedajicu tomu, ako délezity
je tento vrchol (ako ¢asto sa znaky v listoch pod tymto vrcholom vyskytuji v texte). Na zaciatku nas algoritmus
za¢ina s m vrcholmi (listami), kazdy reprezentuje jeden znak a véha prislusného vrchola je uréend podla poctu
vyskytov daného znaku v texte.

Nasledne v kazdom kroku zoberie dva vrcholy s najmensou vahou a vytvori novy vrchol, ktory bude slazit
ako otec tychto dvoch vrcholov. Jeho vaha bude dana stétom vah jeho synov. Nasledne povodné dva vrcholy
prestane nas algoritmus uvazovat, lebo im uz priradil otca. Musi vSak zadat uvazovat novovytvoreny vrchol,
ktory otca eSte nema. V kazdom kroku sa vSak zmensi pocet vrcholov, ktoré este potrebuje spracovat o 1 a
preto po m — 1 krokoch mu ostane iba jediny vrchol — koren celého stromu.

Takéto kédovanie sa nazyva Huffmanovo a skutocne je najlepsie mozné, ktoré vieme dostat pri danych
predpokladoch. Dokaz optimélnosti som sa rozhodol sem neuviest, kedZe je pomerne formélny (aj ked vobec nie
tazky). Ak by véas zaujimal, tak si ho mozete pozriet tu: Uvod do tedrie kédovania (3.3.3).

Jeho implementécia je takisto pomerne jednoduché. Uvedomme si, Ze ndm staéi pouzif jednu haldu, v ktorej
si udrziavame vahu jednotlivych vrcholov, ktoré este potrebujeme spracovat. Z haldy vieme jednoducho vybrat
dva vrcholy s najmensou vdhou a spojit ich. Casova zloZitost takéhoto riesenia bude preto O(nlogn).

Vysledné riesSenie

Vo vzordku sme si postupne ukazali, ako sa d& programovat v Déavidkovom procesore, ukézali sme si, Ze
pomerne dobré rieSenie je zakddovat vSetky znaky ako postupnost bitov, a ti potom postupne dekédovat. Na
to sme potrebovali priradit kazdému znaku urcité kédové slovo a chceli sme aby takéto priradenie vytvorilo ¢o
najkratsi kod.

Ukézali sme si, ze hladdme takzvany prefixovy kéd (kéd ktory vieme jednoznacne dekédovat) taky, zZe
uprednostiiuje castejSie sa vyskytujice znaky tym, ze im priradzuje kratsie kddové slova. Nakoniec sme si
ukézali aj konkrétny takyto algoritmus priradovania — Huffmanov kéd.
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Ostéva ndm uz len spojit vSetky tieto veci dokopy a napisat program, ktory pre dany text vytvori Huff-
manov kéd, a nésledne vypiSe program v jazyku Déavidkovho procesora, ktory bude simulovat rozkédovanie
Huffmanovho kédu.

Prekvapivo to vSak nie je az taky problém. Je nutné si dat pozor na vela technickejSich detailov, mnohé z nich
sme vSak vyrie§ili v priebehu tohto textu. Najdolezitejsie je dat si pozor, aby ste postupnost bitov zakédovali
do ¢isel v spravnom poradi, a aby ste mali vhodné zarazky — na spodku zasobnika alebo na konci ¢isla. Navyse,
v tomto vSeobecnom rieseni musi nas program vediet aj vypoditat, o kolko mé skakat dopredu alebo dozadu na
prikaze JGZ. Ked si to vSak trochu premyslite, mali by ste vediet tento problém vyrieSit.

A kedZe raz vidief je lepsie ako stokrat pocut, tak vam rovno ukdzeme uz hotovy algoritmus, ktory tlohu
riesi. Odporicame sa aspoii zbezne pozriet na ¢ast s Huffmanovym kédovanim.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <string>
#include <algorithm>
#include <vector>
#include <cmath>
#include <queue>
using namespace std;

#define For (i,n) for(int i=0; i< (n); i++)
#define mp (a,b) make_pair((a), (b))
typedef pair<int,int> pii;

struct node {
int znak;

int left, right;
node () {
znak

left

,1;
-1; right = -1;

i

vector<char> Text;
vector<node> Huff_tree;
vector<string> Kody;

// funkcia prechddza stromom a pamidtd si kédy znakov
void prelez (int kde, string kod) {

if (Huff_treel[kde].znak != -1) {
Kody [Huff_treel[kde].znak] = kod;
return;

}
prelez (Huff_treelkde].left, kod+”0”);
prelez (Huff_treelkde].right, kod+”1");

int main() {
// nacditam text
char c;
while (scanf (”"%c”, &c) == 1) Text.push_back(c);

// spoditam vyskyty jednotlivych znakov
vector<int> Vyskyt; Vyskyt.resize(128,0);
For (i, Text.size()) Vyskyt[Text[i]]++;

// vytvor strom Huffmanovho kdédovania

priority_queue<pii> Q;

For(i,128) {
if (Vyskyt[i] == 0) continue;
// vloZim do haldy vyskyty aktudlneho znaku a spravim pren vrchol v strome
// vkladam zdporné hodnoty, aby som mal najmensie ¢isla na vrchu haldy

Q.push (mp (-Vyskyt [i], Huff_tree.size()));
Huff_tree.push_back (node());
Huff_tree[Huff_ tree.size()-1].znak = i;

}
// spdjam dva vrcholy s najmensou védhou
while (Q.size () != 1) {

pii a=Q.top(); Q.pop();

pii b=0.top(); Q.pop();

Q.push (mp(a.first+b.first, Huff_tree.size()));
Huff_tree.push_back (node());
Huff_tree[Huff_tree.size()-1].left = a.second;

Huff_tree[Huff tree.size()-1].right = b.second;
}

// rekurzivnou funkciou prelez () zistim aké kdédy som priradil jednotlivym znakom
Kody.resize (128,"”");
prelez (Huff_tree.size()-1,"");

// vytvorim si postupnost bitov, ktoré chcem zakddovat
string tok_bitov = "";

For (i, Text.size()) tok_bitov += Kody[Text[i]];

reverse (tok_bitov.begin(), tok_bitov.end());

// zardzZka na spodok zasobnika
printf ("PUSH.O0\n");

// zakédujem 30 bitov do jedného &isla, ktoré vloZim na zasobnik
int kolko=0, cislo=1;
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For (i, t
cisl
kolk
if(k

}

// spoc&i

// pre jednotlivé vrcholy Huffmanovho kdédu.

ok_bitov.size()) |

o *= 2; cislo += tok_bitov[i]-"0";

o++;

olko == 30 || i == tok_bitov.size()-1) {

printf ("PUSH_%d\n"”,cislo);

cislo=1; kolko=0;

tam si, na ktorych riadkoch budi zacinat jednotlivé kusy kdédu
Vdaka tomu budem pocitat,

// kam sa mdm presunut pri prikaze JGZ

vector<i.

nt> Riadky;

Riadky.resize (Huff_tree.size()+1,14);

For (i, Hu

// 14 a 5 st polty prikazov v jednotlivych cCastiach vysledného kédu (vid nizZsie)
if (Huff_tree[i].znak == -1)

else
}

for (int i=Huff_tree.size()-1;

//skontrolujem,

printf (”
printf (”
printf (”
printf (”
printf (”
printf (”
printf (”
printf (”
printf (”
printf (”
printf (”
printf (”
printf (”
printf (”

// Kazdy vrchol Huffmanovho stromu ma priradent ast programu,
// spracovava o sa v Hom ma stat. Bud vypisat znak a skoCit na zaliatok

ff_tree.size()) {

Riadky[i] = 5;

PUSH_-1\n");
READ\n”) ;
PUSH_-1\n");
ADD\n”) ;
PUSH._8\n");
JGZ\n") ;
MUL\n"”) ;
PUSH_-1\n");
READ\n”) ;
PUSH.3\n");
JGZ\n") ;
PUSH.1\n");
PUSH.1000000\n") ;
JGZ\n") ;

i>=0;

Riadky[1i]

i)

= 14;

Riadky[i]+=Riadky[i+1];

¢i na vrchu zasobnika nie je 0 a nemam uz skoncit

// alebo sa rozhodnut podla zvysku po deleni 2.

for (int i=Huff_tree.size()-1;
-1) |

if(H

else

uff_tree[i].znak ==

i>=0;

i)

{

//&ast programu rie$iaca vnutorny vrchol stromu

printf ("PUSH_-1\n");
printf("READ\n");
printf ("PUSH_-1\n");
printf (”ADD\n”);
printf("PUSH_l\n");
printf ("JGZ\n") ;
printf ("MUL\n");
printf("PUSH_Z\n");
printf ("DIV\n”);

printf("PUSH_%d\n",Riadky[Huffitree[i].right+l]fRiadky[i]+3);

printf (”JGZ\n");
printf ("PUSH.1\n");

printf("PUSH_%d\n",Riadky[Huff_tree[i].left+1]fRiadky[i]);

printf (”JGZ\n");

{

//East programu riesiaca list stromu
printf("PUSH_%d\n”,Huff_tree[i].znak);

printf (”OUT\n”);
printf("PUSH_l\n");

printf ("PUSH_%d\n”,-5-Riadky[i+1]);

printf (”JGZ\n");

ktora
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