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Navody k aloham 1. kola letnej Casti kategorie T

V kategérii T neuvadzame vzorové rieSenia ale skér ndvody na rieSenie tloh. Ich cielom je prezradif vam
hlavna myslienku rieSenia, aby ste podla navodu mohli rieSenie domysliet sami. Obdéas teda vynechdme niektoré
drobné detaily, neuvadzame implementécie datovych struktar a nerozpisujeme niektoré kroky.

Neuvadzame ani vzorové programy, pretoze chceme, aby ste po precitani navodu naprogramovali tie tlohy,
ktoré ste nespravili podas trvania série. Ked si tieto rieSenia sami naprogramujete, naucite sa tym ovela viac
ako pozeranim sa na zdrojové kody.

Implementacie vSeobecne znamych algoritmov a détovych Struktir mozete ndjst vo vzorovych rieSeniach
kategorii Z a O starsich roénikov KSP alebo aj na internete.

navod pisal Mério
1. TusSim sme uz raz ochranovali pred povodiiami (max. 0 b za popis, 20 b za program)

V tejto tlohe ndm pomdze to, ¢o ste viaceri skusali uz pri rieseni pévodnej KSP tlohy Ochrana pred
povodiiami — prehladévanie, pri¢om sa pomocou union-findu snazime detekovat, kedy sme uzavreli nejaké vicsie
postavime v uz chranenom tzemi.

Predstavme si, ze ktsky mura st vrcholy grafu spojené hranami s okolitymi najviac 4 kiiskami mura. Mézeme
uzavrieme mur — ked spojime jeden mirovy komponent sdm so sebou. Zistovanie, v akom stvislom komponente je
policko, a spdjanie dvoch komponentov v ¢ase (dokonca mensom ako) O(logn) vieme implementovat struktirou
union-find.

Ked uzavrieme oblast, staéi ndm spustit prehladdvanie z policka, na ktoré sme prave pridali muar. Toto
prehlad4avanie musi zistif, ktorymi smermi sa z tohto poli¢ka d& dostaf na kraj (teda st vonku/nechranené) a
ktrorymi smermi zostaneme vovnutri chranenej oblasti. Néasledne sta¢i oznaéif vnatro oblasti ako ochranené.
Ako ale zistit, ¢o je vonku a ¢o vnutri?

Pridanim IubovoIného kiiska miiru vieme rozdelit plochu na 1-4 tizemia. To, na kolko Gizemi plochu rozdelime
vSak vieme zistit len z tdajov o tom, v ktorych komponentoch stuvislosti st miry na susednych 8 polickach.
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Vo vyssie uvedenych prikladoch reprezentuje . prazdne policko a 1-4 policka, na ktorych st mury, pricom
tieto mury patria do komponentov 1-4. Pridanim mira na policko X rozdelime plochu na 2, 1 (teda ni¢ nero-
zelime), 1 a 4 tzemia. Zistit pocet roznych tzemi (a pre kazdé tizemie prazdne policka, ktoré su jeho sti¢astou)
vam prenechdvame ako implementaéni vyzvu. Neodportcéame hardcodovat vietky moZnosti.

Vieme teda, na kolko tizemi je rozdelené okolie poli¢ka X. Niektoré z tizemi budt vnutorné a niektoré von-
kajsie. Pokial sme mir nepostavili v uz ochranenej ploche, vdzy bude aspon jedno tzemie vonkajsie (dokazte!).
Pokial vSetku vodu okolo ostrova pokladdme za jednu oblast, vzdy bude dokonca préve jedno z oddelenych
uzemi vonkajsie (dokazte!) a 0-3 vnttorné — ochranené.

Ak by sme pustili prehladdvania postupne do vSetkych ploch, mohlo by sa ndm stat, Ze na vodu narazime,
az ked prehladdme vicsinu mapy. Ak by sme ale pustili prehladévania paralelne ...

Nech plochu rozdelime na 2 tizemia. Pustime 2 prehladdvania, do kazdého izemia jedno. Prehlad4vat budeme
tak, ze vzdy preskiimame jedno policko v jednom tizemi a jedno v druhom. V kazdom ¢ase budeme mat teda
prehladané rovnako velké Casti oboch tizemi. Zastaneme, ked narazime na vodu — vtedy staéi prehladat druhé
tzemie, alebo ked vyplnime nejakt celt oblast — vtedy uz nemusime prehladévat druhé tzemie, lebo vieme, ze
je vonkajsie.

Ak sme postavenim mira ochranili oblast velkosti s, prehladame tak najviac 2s policok. Uvahy sa dajt
zovSeobecnit aj pre pripady, ked rozdelime plochu na viac oblasti (spustame najviac 4 paralelné prehladévania
do najviac 4 tzemi a kazdé prehladdvanie zastavime, ak sme v om narazili na vodu alebo ak sme uz vyplnili
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v8etky ostatné tizemia). Rozmyslite si, ze ak pridanim mtra plochu rozdelime iba na 1 oblast, tak si nemozeme
dovolit pustat prehladavanie. To ale nevadi, nakolko tato jedina oblast musi byt vonkajsia.

Kazdé policko oznadime najviac raz ako ochranené — pocas nejakého prehladévania. Celkovo teda prehladéame
najviac 2 - w - h poli¢ok. Nage online rieSenie méa teda celkovii ¢asovi zlozitost O(w - h + q).

néavod pisal Jano
2. Tedria relativity (max. 0 b za popis, 20 b za program)

Toto bola jedna z lahsich tloh.

Vsimnime si, Ze sa posun o k d4 vZdy spravit na tri obratenia intervalu. Najprv obratime knihy na pozicidch
1 az k, potom knihy k£ + 1 az n a napokon 1 az n.

Ostéva teda zistit, kedy sa to d4 na menej, ¢ize kedy je odpoved 0, 1 alebo 2. Odpoved je 0 préve vtedy, ked
k je 0. Pokial k je 1 alebo n — 1 alebo oboje, tak prvé, druhé alebo oboje obratenia nemusime robif a odpoved
je 1 alebo 2.

Dokaz toho, Ze sa to v tychto pripadoch ned4 spravit na menej obrateni, prenechdvame ako jednoduché
cvidenie pre Citatela.

Casova zlozitost riesenia je konstantna.

néavod pisal Jano
3. Troska cokolady (max. 0 b za popis, 20 b za program)

Klaucova cast rieSenia je, dokézat rjchlo odpovedat na taktto otdzku: “ak by sme zacali ¢okoladu rozdéavat
od i-teho dietata aZ po j-te dietfa vystaci ndm cokolada?”

Totiz, ak by sme to vedeli, vieme tilohu riesit takzvanou technikou dvoch bezcov. Zoberieme dvoch bezcov
a oboch posadime na zaciatok kruhu. Bezci sa budi volat Ivan a JoZo a budil na pozicidch i a j. Vzdy, ked
dokézeme nakimit deti od pozicie i po poziciu j, pohne sa Jozo na dalsie policko v kruhu. V opa¢nom pripade
sa pohne Ivan. Vsimnime si, Ze Ivan nikdy nepredbehne Joza, pretoze nula deti dokdZeme nakfmit. Algoritmus
skondi, ked JoZo dvakrat obehne cely kruh a rieSenie tilohy bude najvicsia mozné vzdialenost beZcov podas behu
algoritmu. Rozmyslite si, preco je tomu tak.

Obaja beici spravia najviac 2¢ krokov, kde ¢ je velkost kruhu (diZka refazca Z), vdaka ¢omu je algoritmus
podstatne rychlejsi, ako keby sme skusali vietkych O(¢?) dvojic (i, 7).

Ako teda zistit, ¢i sa nejaky tsek deti d4 nakfmit?

Najskor si otoéime ¢okoladu, tak aby bola aspoii takd vysokd ako Sirokd. Tuto vlastnost potom vieme
zachovaf pocas celej konzumécie — chlapec vzdy zje stipec a ¢okoladu ztzi. Dievéa ak dostane ¢okoladu, ktora
je vyssia ako irSia, zje riadok. Ak vSak dievéa zje ¢okoladu, ktora je rovnako vysoka ako Siroka, zje stipec.

Pozrime sa na tsek deti od i po j. Predstavme si, Ze i-te diefa bolo prvé ¢o jedlo ¢okolddu. Oznacme si ¢
pocet chlapcov v tomto tseku, d pocet dievéat a e pocet dievéat, ktoré zjedli stipec ¢okolady. Potom, ¢okolada
rozmerov r X s, kde (r < s) vystac¢i pre deti od ¢ po j, pokial e + ¢ < s a zérovenn d — e < r. To je inak to isté,
ako overovat e +c<sac+d <r+s.

Zistit ¢ a d pre nejaky tsek kruhu je Tahké. Jedina fazka cast tejto tlohy bolo efektivne zistif e.

Vsimnime si, ze ked diev¢a je ¢okolddu po chlapcovi, tak sa uréite nezapoc¢ita do e. Podobne, ak méme 8
dievéat po 8 chlapcoch. Intuitivne, na to, aby bolo velké e, potrebujeme, aby vela dievéat jedlo ¢okolddu bez
toho aby pred nimi jedlo ¢okolddu vela chlapcov. Presnejsie, zoberme postupnosti deti od pozicie i, po vSetky
mozné pozicie k, k < j, v kazdej postupnosti spocitame dievcata a chlapcov, a oznac¢me f najvicsi z rozdielov
po¢tu dievéat minus pocet chlapcov. Potom e = maz(0, (s — r + f +1)//2). (Rozmyslite si, preco.)

Cize uz len potrebujeme zistif, ako spocitat f. To sa da spravif, tak, ze dokopy na vypocet vietkych f
spotrebujeme O(¢) ¢asu, stadi vSak jednoduchsie rieSenie pomocou intervalového stromu v ¢ase O({ log ¢), pripade
pomocou multimnoZiny s rovnakou zloZitostou.

Najskor si do samostatného pola uloZime na kazdu poziciu rozdiel poétu dievéat a chlapcov od zadiatku
kruhu po dant poziciu. Ked budeme chciet zistit f, potrebujeme vedief maximum intervalu od ¢ po j v tomto
poli, a od toho odpoéitat hodnotu na pozicii 7 — 1.

navod pisal Buj
4. Traba, Stvoroka kyklopka (max. 0 b za popis, 20 b za program)

Budeme pocitat pocet tych stvoric bodov, ktoré netvoria konvexny $tvoruholnik. Taktto Stvoricu budeme
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nazyvat nekonveznd. Ak pocdet nekonvexnych Stvoric je p, potom odpoved na zadany problém je (2) —p (kedze
vietkych stvoric bodov je (7)).

Zoberme si nekonvexnu Stvoricu bodov takd, Ze jej body nelezia vSetky na jednej priamke. Potom tejto
Stvorici vieme prirodzene priradif stred a tri ramend — stred je ten vrchol spomedzi tej Stvorice, ktory lezi
vo vnutri trojuholnika tvoreného ostatnymi tromi vrcholmi. Ramend st zvysné tri vrcholy. V nasledujtcich
obrazkoch je stred vyznaceny cervenou farbou, ramend bielou:

Ak tie $tyri body lezia na jednej priamke, tak jej vieme stred a ramena priradit dvomi spdsobmi.

o—=e @O

Vsimnime si, ze neexistuje priamka vedica cez stred taka, ze vSetky tri ramend lezia na jednej strane tejto
priamky. Zoberme si teraz nejakého kandidata na stred A, a troch kandidatov na ramend B,C,D. Potom
[ABCD netvori konvexny $tvoruholnik a A je stredom $tvorice A, B, C, D] plati prave vtedy, ked neexistuje
priamka vediica cez A taka, ze B,C aj D st na jednej strane tejto priamky. (Ak takato priamka existuje, tak
sice ABC'D mdze netvorit konvexny Stvoruholnik, ale A uz nebude stredom tejto Stvorice.)

Nas algoritmus bude pracovat nasledovne: vyskuSame kazdy bod ako stred. Pre aktuélne zvoleného kandidata
na stred A zistime, kolko trojic ostatnych bodov spliia: neexistuje priamka vedica cez A taka, Ze tie tri body
sa na jednej strane od tej priamky. Takto ale zaratame dvakrat Stvorice bodov také, Ze lezia na jednej priamke.
Preto este od¢itame podet takych $tvoric bodov, a dostaneme tak vytizené p (pocet nekonvexnych Stvoric
bodov).

Pocet stvoric bodov leziacich na jednej priamke vieme vypoéitat lahko — pre kazdy bod A spoéitame, kolko
trojic bodov B, C, D je takych, ze A, B,C, D lezia na jednej priamke a pritom A je krajny bod tejto Stvorice
(teda na priamke lezia v poradi A, a potom ostatné body). Usporiadame si vSetky body X primarne podla
toho, aky orientovany uhol zviera polpriamka H s vodorovnou osou, a sekundéarne podla dizky |AX]|. Dalej to
zvladnete aj sami. ..

Zaujimavejsia cast je pre aktudlneho kandidata na stred A zistif podet vyhovujicich trojic. Opét si pomdzeme
tym, Ze budeme namiesto vyhovujtcich trojic poéitat nevyhovujice — teda trojice bodov B,C, D také, ze
existuje priamka ¢ taka, ze B, C aj D lezia na jednej strane q.

Vsimnime si, ze kazdej vyhovujicej trojici bodov vieme prirodzene priradif jeden $pecificky bod — ten, ktory
je v smere hodinovych ruéi¢iek “prvy”. Nech to je napriklad B. Ten m4 navySe ti vlastnost, Ze priamka AB (tj.
spojnica stredu A a tohto vyzna¢ného bodu B) skoro mé pozadovani vlastnost — C' aj D leZia na jednej strane
od tejto priamky, a B lezi na nej. Nakolko iba jeden z bodov B, C, D na nej lezi, vieme priamku o méli¢ko otocit
tak, ze vSetky tri body budi na jednej strane od tej priamky.

V nasledujiicom obrazku je stred oznaceny modrou, “prvy” bod oznaceny zelenou.
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Na zéklade tychto pozorovani vieme pre konkrétny stred spoditat podet nevyhovujucich trojic nasledovne:
najprv utriedime vsetky body okrem stredu .S polarne. Nasledne si zvolime pociato¢ného kandidata X na “prvy”
bod. Potom najdeme prvy bod v smere hodinovych ruci¢iek taky, ze nelezi napravo od polpriamky SX. Pritom
si poéitame, kolko bodov sme vysku$ali — o nich vieme, Ze s to vSetky body leziace napravo od SX. Ak ich
pocet oznacime k, vieme, Ze pre aktudlne zvoleny “prvy” bod mame (g) moznosti vybrat zvysné dva body tak,
aby lezali napravo od S—X> .

V nasledujiicom obrazku je stred oznaceny modrou a “prvy” bod zelenou. Prvy bod v smere hodinovych
ruciciek, ktory nie je napravo od SX, je Ciernou.

O O
@) O O O
o O O @)
o @ o o
O O @ O O O
O O
O O

Postupne v smere hodinovych rudidiek vysktasame vsetky body ako “prvé”. Pritom si vSimneme, Ze ked “prvy”
bod posunieme v smere hodinovych ruciciek, tak prvy nevyhovujtaci bod sa tiez pohne v smere hodinovych
ruciciek. A Tahko odtial vidno, Ze ked vyskusame vSetky body ako “prvé”, prvy nevyhovujici bod sa posunie
najviac tolkokrat, kolko je vSetkych bodov.

Nasledujuci obrazok pekne demonstruje tento proces “posuvania”.
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navod pisal Buj
5. Tarantulu za klobasu a tri dukaty (max. 0 b za popis, 20 b za program)

Nez sa pustite to ¢itania, odporiuc¢am si nastudovat silno stvislé komponenty.

Prevedme teda nasu tlohu do grafovej terminolégie. Zadany je ohodnoteny orientovany graf taky, Ze kazdy
sled zac¢inajici a konéiaci v tom istom vrchole mé celkové ohodnotenie 0. (Sled je, neformélne povedané, Tu-
bovolna prechadzka v grafe.) Ulohou je najst najviicsie ¢islo také, Ze v grafe existuje sled s takym celkovym

strana 5 z 7 http://ksp.sk/


https://en.wikipedia.org/wiki/Strongly_connected_component

ohodnotenim.

Zrejme nam staci v grafe hladat cestu s najvicsim celkovym ohodnotenim — ak sme totiZ nejaky vrchol
navstivili dvakrat, ti cast sledu moZeme vynechat, nakolko méa celkové ohodnotenie 0. (Cesta je sled, v ktorom
kazdy vrchol navstivime najviac raz.)

Jednym z moZnych rieSeni je Floyd-Warshallov algoritmus. Ten mozeme pouzit, nakolko graf neobsahuje
cykly s kladnym celkovym ohodnotenim. Je ale pomalé a zbytocne silné — nehlad4 totizto len dizku najdlhsej
cesty, ale hlada dlzky najdlhsich ciest medzi kazdou dvojicou vrcholov.

vy s

Dalej sa budeme snazit zredukovaf zadany problém na hladanie cesty z najviacsim ohodnotenim v acyk-
lickom grafe. Tento problém sa totizto d4 jednoducho riesit pomocou rekurzie s memoizaciou, alebo pomocou
dynamického programovania.

Vsimneme si nasledovné pozorovanie: nech existuje cesta z A do B, a tiez nech existuje cesta z B do A s
celkovym ohodnotenim ¢. Potom kazda cesta z A do B m4 rovnaké celkové ohodnotenie rovné —q.

Z predchédzajiceho pozorovania vyplyva: nech A, B, C patria do toho istého silno suvislého komponentu.
Potom namiesto toho, aby sme uvazovali cestu z A do C, ndm sta¢i uvazovat cestu z A do B a cestu z B
do C - tie maju dokopy rovnaké ohodnotenie, ako povodne zamyslana cesta z A do C. Naskyta sa ndm tak
nasledujtica tivaha: z kazdého silno stvislého komponentu {41, ..., A,} vyberieme jedného reprezentanta. Nech
to je A;. Pre vSetky ostatné vrcholy A; vypocitame ohodnotenie cesty z A; do A;. Nech je to ohodnotenie
rovné q. Vytvorime hranu s hodnotou ¢ vedtacu z A; do A;, a hranu s hodnotou —¢q z A; do A;. Pévodné hrany
suvislého komponentu zmazeme.

O

wy¥

Lahko nahliadneme, Ze odpoved pre takto zostrojeny graf je rovnaké, ako odpoved pre povodny graf. Tento
graf ale eSte nie je acyklicky — na to si eSte vSimneme, Ze nikdy nepotrebujeme navstivit reprezentanta dvakrat.
Rozdelime teda kazdy vrchol A silno stuvislého komponentu, ktory nie je reprezentant, na dve — vstupny vrchol
A;pn a vystupny vrchol Agy;. Zo vstupného vrcholu vedie jedind hrana z A;, do reprezentanta, a veda doriho
rovnaké hrany, ako viedli do pévodného vrcholu A. Do vystupného vrcholu vedie jedind hrana z reprezentanta
do A,ut, a vychadzaju z neho rovnaké hrany, ako vychadzali z povodného vrcholu A.
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9 O
Toto spravime pre kazdy silno stvisly komponent. Silno stivislé komponenty vieme néjst napriklad pomocou

Tajranovho algoritmu na hladanie silno stvislych komponentov. Vzniknuty graf je zrejme acyklicky, tak na fiom
spustime riesenie pre acyklické grafy.
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