KoreSpondenény seminar z programovania

000 XXXIX. ro&nik, 2021/22
Katedra zakladov a vyucovania informatiky FMFI UK,
Miynska Dolina, 842 48 Bratislava

Vzorové riesenia 1. kola letnej Casti

1. Narodné toaletné centrum 12 b za popis, 8 b za program

Co bolo nasou ulohou

Nasou tlohou bolo prejst kazdy riadok vstupu a vypisat z neho k-te pismeno. Bolo treba ignorovat medzery,
a ak bol riadok bez medzier kratsi ako nase k, vypisat prazdny riadok.

Ako sme to urobili

Mohli sme zvolit viacero postupov. Tym najprimitivnejsim bolo prechadzat kazdy znak z riadku, zapamétat
si kolko nemedzerovych znakov sme uz presli, a ked sa tento pocet rovnal k, vypisat aktudlny znak. Ak sme
sa dostali na koniec riadku a nasSe pocitadlo bolo mensie ako k, vypiSeme prazdny riadok. Mohli sme taktiez
vyuzit vstavané funkcie na nahradenie znakov medzery v riadku “ni¢im” a skontrolovat, ¢i je riadok dlhsi ako
k. Ak éno vypisat jeho k-ty znak.

Casové zlozitost rieSenia je O(n - k). Pamétové zlozitost je priamo timerné dizke riadku(), teda O(1).

Listing programu (Python)

numberOfLines ,k=map (int, input().split())
out = "'
for i in range(numberOfLines):

data = input ()

data = data.replace(' ', '')

if len(data)>k:

print (datal[k])
else: print ()

Listing programu (C++)

/7

// Created by filip on 5/12/22.
/7

#include <cstdio>

#include <string>

#include <iostream>

using namespace std;

void kCharacter () {
string input;
int numberOfLines = O0;
int k = 0;
cin >> numberOfLines >> k;
getline(cin, input);
for (int j = 0; j < numberOfLines; j++) {
getline(cin, input);

int ¢ = -1;
for (int i = 0; i < input.length(); ++i) {
if (inputl[i] !'= ' ') {
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c++;
}
if (¢ == k) {

cout << inputl[il;

break;

cout << endl;

3

int main() {
kCharacter () ;
}

2. Architektonicky problém 12 b za popis, 8 b za program

Na vyriesenie tejto tlohy nebolo treba vymyslat ziadne komplikované postupy. Stac¢i ndm iba postupne
hladat zachodové misy, kontrolovat ¢i sa v ich vnutri ni¢ nenachadza a spodcitat ich.

To urobime nasledovne: Budeme prechadzat nacitany nakres po riadkoch a hladat dvojice znakov 0 medzi
ktorymi su iba znaky . (bodka), a Zziadne iné . V pripade, Ze k niektorému znaku 0 nendjdeme jeho dvojicu,
zachod nie je spravne zakresleny a teda aj cely nakres je nespravny.

Kazdéa najdena dvojica znakov 0 je potencidlne zidchodovou misou, ktorej velkost k vieme urcit zo vzdialenosti
tychto znakov. Vdaka tomu vieme vypocitat, kde sa ma nachadzat spodny vrchol trojuholnika reprezentujiceho
misu. Nésledne si uz len overime, ¢i sa na jeho mieste naozaj nachadza znak 0.

Predtym, ako vyhlasime Ze je tato zachodova misa zakreslend spravne, musime este skontrolovat, ¢i sa v jej
vnutri naozaj ni¢ nenachadza. Stac¢i ndm jednoduchym cyklom skontrolovat plochu trojuholnika na nasledujtcich
k riadkoch. Ak najdeme iny znak ako ., zachod sa s nie¢im kryje a nékres je nespravny.

Aby sme sa pri hladani dalsich mis nepomylili, preznac¢ime si spodny vrchol na nejaky iny znak (napriklad
#), ktory budeme pri hladani Tavého horného vrcholu ignorovat. Nebudeme ho ale ignorovat pri kontrole vnutra
trojuholnika, vdaka ¢omu zistime pripadné prekryvanie s uz skontrolovanym zachodom.

Listing programu (Python)

w, h = [int(x) for x in input().split()]
m = [list(input()) for _ in range(h)]

def check(r, c, s):
global m
if s <= 1:
return False

k=8 // 2
if m[r+k][c+k] != '0':
return False

mlr][c] = '."
mlr] [c+s] = '."
mlr+k] [c+k] = '#'

for y in range(r, r+k):
for x in range(c+y, c+s-y):
if m[yl[x] '= '.':
return False

return True

http://ksp.sk/ strana 2 z 31




def abort():
print ('Zly nakres')
exit O)

start, cnt = None, O
for r, row in enumerate(m):
for c, char in enumerate (row):

if start is None and char == '0':
start = ¢
elif char == '0':
if check(r, start, c-start):
cnt += 1
start = None
else:
abort ()

if start is not None:
abort ()

print (cnt)

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;
typedef vector<vector<char>> vv;

bool check(vv &v, int r, int c, int s) {
if (s <= 1) return false;

int k = s / 2;
if (v[r+k][c+k] '= '0') return false;

virllcl = '.';
v[r][c+s] = '.';

vIir+k] [c+k] = '#';

for (int y = r; y < r+k; y++) {

for (int x = c+y; x < c+s-y; x++) {
if (v[yl[x] != '.') return false;
}
}
return true;
}
int 9O {
cout << "Zly nakres\n";
return O;
}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false);
cin.tie(NULL) ;
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int w, h;
cin >> w >> h;
vv v(h, vector<char>(w));

for (int i = 0; i < h; i++) {
for (int j = 0; j < w; j++) {
cin >> vI[il[j];
}

int start = -1, cnt = 0;
for (int i = 0; i < h; i++) {
for (int j = 0; j < w; j++) {
if (start == -1 && vI[il[j]
start = j;

= 00 |

} else if (v[il[j] == '0") {
if (check(v, i, start, j-start)) {
cnt++;
start = -1;
} else {
return q();
}
}
}
if (start != -1) {
return qQ);
}

cout << cnt << "\n";

return O;

Horné vrcholy trojuholnikov budeme hladat v celom nakrese, ¢ize postupne prejdeme vsetkych r - s policok.
Pri kontrole vnutier trojuholnikov skontrolujeme urcite menej ako r - s policok, kedze plocha pod zachodmi je
urcite mensia ako cely nakres, a pri prvom zistenom prekryvani program konc¢i. Vysledna casova zlozitost teda
bude O(rs).

Pamiétovd zlozitost bude rovnako O(rs) - pamétame si cely ndkres a zopar dalsich premennych.

3. Zahrabana Kika 12 b za popis, 8 b za program

Riesenie tejto tlohy nie je vobec zlozité. Jediné, Co nam staci spravit, je prejst celd miestnost a zistit pre
kazdého vediceho, kam vidi. Ukézeme si dva sposoby ako to spravit.

Prechadzanie vedcich

Budeme sa postupne posuvat po polickach a pozerat sa na to, ¢i na danom policku stoji vedici. V pripade,
ze stoji, oznacime si vSetky policka na ktoré vidi nad a pod nim, vlavo a vpravo od neho ako “ohrozené”. Teda
vSetky, ktoré nie st uz za nejakou prekazkou alebo inym vedicim.

Ked toto spravime pre vSetkych vedicich, tak ndm na planiku ostanti neoznacené len miesta, na ktoré nevidi
ani jeden veduci. Staci ich uz len zratat a dostaneme pocet miest, na ktoré sa moze Kika bezpecne skryt.

Casova a pamatova zlozitost
KedZze rozmery nasho planiku zo vstupu, ktory si musime zapamaétat, si m x n a prechddzame iba tento

planik, tak aj ¢asovd zlozitost bude O(m - n). Teraz sa mozno zd4, Ze to nevychddza, lebo vzdy, ked prideme
na vediceho, musime oznacit wvsetky policka v stlpci a riadku, na ktoré vidi a tych moze byt az n + m — 1.
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Treba si vSak uvedomit, ze ak takto oznacime napriklad velkd cast jedného riadu, tak to znamend zZe na tom
useku nebol ziadny vedici a teda ho nasledne prejdeme rychlo. D& sa teda povedat, ze na kazdé policko sa
“pozerame” najviac 5 krat. Raz ked kontrolujeme ¢i je tam vedici a potom najviac raz z kazdého smeru, podla
toho ¢i na to policko z daného smeru vidi vedici. Z toho vychadza ¢asova zlozitost O(5 - m - n), ale kedze 5 je
len konstanta, tak O(m - n).

Paméitova zlozitost je O(m - n), lebo si pamétame iba planik, ktory v priebehu prepisujeme.

Listing programu (Python)

n, m map (int, input().split())

pole [list (input ()) for i in range(n)]
for r in range(n):
for s in range(m):
if polel[r][s] != "V":
continue
# doprava
for i in range(r + 1, n):
if pole[i][s] == "#" or polel[i][s] == "V":
break
pole[i][s] = "8"
# dolava
for i in range(r - 1, -1, -1):
if pole[i][s] == "#" or polel[i][s] == "V":
break
pole[i][s] = "S"
# dole
for j in range(s + 1, m):
if polel[r][j] == "#" or polel[r][j] == "V":
break
pole[r][j] = "s8"
# hore
for j in range(s - 1, -1, -1):
if polelr][j] == "#" or polel[r][j] == "V":
break
pole[r][j] = "s"

ans = 0
for i in range(n):
for j in range(m):
if pole[il[j] == ".":
ans += 1

print (ans)

Druhy sposob - zametanie

Zametanie je pristup, ktory spoéiva v tom, Ze cez nejaki plochu (pole) prechddzame v jednom smere a
tahdme so sebou nejaku informéciu — ako ked metla taha Spinu. My budeme zametat postupne vo vSetkych 4
smeroch: zhora, zdola, zlava a sprava, aby sme si v planiku zaznagcili, ktoré policka st videné nejakym vedicim.
Blizsie si popiSeme jeden z nich.

Ideme zametaf zlava doprava. Mozeme si teda predstavit ze kazdy vedici sa pozerd iba doprava a chceme
oznacit videné policka. Po takomto zjednoduSeni mézeme prechddzat riadok po riadku a pamétat si len ¢i sa
niekto pozerd, alebo nie.

Nakoniec opét prejdeme planik a zistime, ktoré policka su “neohrozené”.
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Casova a pamitova zloZitost
Na tomto rieseni este jasnejsie vidiet, zZe 4 krat prejdeme celé pole a nerobime pri tom ni¢ ¢asovo naroc¢nejsie,
ako Ze sa pozrieme na cely planik, teda ¢asovd aj paméitova zlozitost je opat O(m - n).

Listing programu (Python)

n, m map (int, input().split())

pole [list (input ()) for i in range(n)]
# z lava doprava
for i in range(n):
pozera = False
for j in range(m):
if pole[il[j] == "#":
pozera = False
if pole[il[j] == ".":
if pozera:
pole[il[j] = "s"
if pole[i][j] == "V":
pozera = True

# 2z prava ldoava
for i in range(n):

pozera = False
for j in range(m - 1, -1, -1):
if polel[i]l[j] == "#":
pozera = False

if pole[il[j] == ".":
if pozera:
pole[i]l[j1 = "8"
if pole([i][j] == "vV":
pozera = True

# z hora dole
for j in range(m):
pozera = False
for i in range(n):
if polel[il[j]l == "#":
pozera = False
if pole[il[j] == ".":
if pozera:
polel[i][j] = "8"
if pole[il[j]l == "V":
pozera = True

# z dola hore
for j in range(m):

pozera = False
for i in range(n - 1, -1, -1):
if polel[il[j]l == "#":
pozera = False

if pole[i]l[j] == ".":
if pozera:
pole[il[j]l = "sS"
if pole[il[j]l == "V":
pozera = True
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ans = 0
for i in range(n):
for j in range(m):
if pole[il[j] == ".":
ans += 1

print (ans)

Gardener
4. Ako sa to rata? (max. 12b za popis, 8 b za program)

Nase riesenie si rozdelime na dve casti — v prvej sa pokiisime spracovat vstup a v druhej zistit, ¢i sa da dany
vyraz vypocitat.

Nacitanie vstupu

Bezné aritmetické vyrazy je vhodné v pocitaci reprezentovat tzv. aritmetickym stromom. Aritmeticky strom
je bindrny strom, kde v listoch sa nachddzaji operandy (¢isla) a v ostatnych vrcholoch sa nachadzaji operacie.
Aritmeticky strom pre vyraz 2 * (3 + 4) by vyzeral takto:

Prijemna vlastnost takéhoto stromu je, Ze z neho vieme pomerne jednoducho vycitat vyrazy v réznych zapi-
soch. Nés ale bude zaujimat prefixovy zapis, ktory z takéhoto stromu dostaneme napriklad tymto jednoduchym
rekurzivnym algoritmom: pre kazdy vrchol vypiseme svoju hodnotu a nasledne rekurzivne pokracujeme do la-
vého a pravého potomka. Mdzes sa doma zamysliet, ako by sme z takéhoto stromu ziskali infixovy a postfixovy
Zapis.

Ked uz toto vieme, staci sa ndm zamysliet, ako vieme takyto strom zostrojit zo zapisu.

Spracovanie vstupu

Ked uz méme aritmeticky strom vytvoreny, potrebujeme z neho zistit, ¢i ho Julka dokéze vyratat na svojej
kalkulacke. Pozrime sa najprv na vyrazy zo zadania. Vyraz + + 1 2 3 vieme prepisat na infixovy zapis (1 +
2) + 3avyraz+ + 1 2 + 3 4zasna (1 + 2) + (3 + 4). Mozes si vSimniit, ze sme v zédpise naschval nechali
zatvorky, ktoré tam implicitne z prefixového zapisu si. Takyto vyraz na nasej kalkulacke vypocitat nevieme
— Julka ma zakazané robit upravy vyrazu na vstupe, takze ani tieto zatvorky nemoze dat pre¢. Z toho si uz
vieme vsimnut, ze Julka nevie vypocitat také vyrazy, v ktorych si zatvorky na oboch stranich operécie.

Ako takéto situdcie ndjdeme v nasom aritmetickom strome? Postupne prejdeme stromom (napriklad algo-
ritmom DFS!) a ak nastane situdcia, 7ze mame aj v lavom aj v pravom potomkovi operéciu, vieme, Ze sa dany
vyraz vypocitat nedd. Za takéto riesenie bolo mozné ziskat dva body.

Nie vSetky operacie st rovnaké

Na plny pocet bodov bolo potrebné si este uvedomif jednu vlastnost tejto kalkulacky. Vyraz 4 * (2 +
3) vieme vypocitat. Ak ste niekedy vlastnili takato najlacnejsiu formu kalkulacky, pravdepodobne viete, Ze
zadanim 4 * 2 + 3 = nedostaneme spravny vysledok (lebo vyrazy vyhodnocuje zlava doprava bez ohladu na
prioritu operacif). BezZne by ste si proste vypocitali najprv 2 + 3 a potom vysledok vynasobili ¢islom 4. Vysledok
2 + 3 si budete musiet bud pamétat, alebo si vo vyraze prehodite poradie operandov: (2 + 3) * 4. Toto uz
viete bez problémov vypocitat zadanim 2 + 3 * 4 =,

Toto ale nefunguje pre vsetky operacie. Nésobenie a sucet vieme takto upravit, ale delenie a rozdiel nie.
4 - (2 + 3) si uz nevieme prehodit tak, aby sa to dalo na takejto kalkulacke vypocitat. Vieme takyto vyraz

Ihttps://www.ksp.sk/kucharka/dfs/
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upravit ale to, ako sme si uz spomenuli vyssie, nie je dovolené. Rovnako to plati aj pre delenie. Preto si musime
do nésho riesenia pridat este tito situdciu: ak je vo vrchole delenie/rozdiel a jeho pravy potomok je opericia,
nepdjde to.

Casové zlozitost riesenia je O(n), kedze vytvorenie stromu nadm zaberie O(n) ¢asu a prejdenie vetkych jeho
vrcholov tiez O(n). Pamétova zlozitost je O(n), kedZe si pamétdme len vrcholy stromu, ktorych pocet je rovny
n.

Listing programu (Python)

n = int(input ())
vstup = input () .split()

OpS= [|+|, |_|’ I/l, l*l]
class Vrchol:
def __init__(self, value=None):
self.value = value

self.L = None
self .R = None

def __str__(self):

s = self.value
if self.L:
s += f" {self.L}"
if self.R:
s += f" {self.R}"
return s
root = Vrchol(vstup[0])
root.L = Vrchol ()
root.R = Vrchol ()

stack = [root.R, root.L]

if root.value not in ops:
print ("ANO")
raise SystemExit (0)

for v in vstup[1l:]:
m = stack.pop()
m.value = v

if v in ops:
m.L = Vrchol()
m.R = Vrchol()
stack.append(m.R)
stack.append(m.L)

c_on_right = root.value in ["-", "/"]
Vv = root
while v:
op = None
nxt = None
if v.L:
if v.L.value in ops:
op = v.L.value
else:
nxt = v.L
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if v.R:
if v.R.value in ops:
if op or c_on_right:
print ("NIE")
raise SystemExit (0)
op = v.R.value
else:
nxt = v.R

v = nxt
c_on_right = op im ["-", "/"]

print ("ANO")

5. Cyklus v potrubi 12 b za popis, 8 b za program

Zacnime tym, ze si formélnejsie pomenujeme, ¢o presne je zadanim tejto tlohy. Na vstupe mame systém
potrubi, ktory spolu tvori graf. Vieme, ze potrubie je trochu iné ako bezne pozndme — voda cez potrubie vie
tiect iba jednym smerom. To znamend, ze graf, ktory reprezentuje potrubie je orientovany. Niektoré potrubia
su Specidlne, kedZe sa na ich stene nachadza KSP logo.

Nasou tlohou je zistit, ¢i v potrubi existuje takd postupnost potrubi (ktord zac¢ina na spojeni ¢&islo 0), ktora
obsahuje logo KSP a zaroven po nej voda vie chodit donekonec¢na. To znamend, ze mame zistit, ¢i graf obsahuje
cyklus, ktory obsahuje hranu, ktora ma na sebe KSP logo. Tento cyklus ale musi byt dosiahnutelny z vrcholu
0.

Existuje cyklus, ktory prechadza cez tato hranu?

Predstavme si, ze mame zistit, ¢i v grafe existuje cyklus, ktory obsahuje nejaki konkrétnu hranu. Povedzme,
ze tato hrana vedie z vrcholu uw do vrcholu v. To, ¢o nam staci urobif je, ze spustime nejaké nase oblibené
prehladdvanie z vrcholu v (z konca hrany), a budeme zistovat, Ze ¢i sa pocas prehladdvania dostaneme do
vrcholu u, teda na zacCiatok hrany. Ak sa dostaneme, tak to znamenad, Ze sa z vrcholu u vieme dostat do vrcholu
v, odkial sa nasou hranou vieme dostat zase do vrcholu u, a teda v grafe existuje cyklus, ktory obsahuje tito
hranu.

To je uz takmer to, ¢o potrebujeme zistif. Jedina drobnost ktora chyba, je overif, ze ¢i sa vieme k tomuto
cyklu dostat z vrcholu 0. To vieme tiez urobif tak, ze spustime nase obltibené prehladdvanie z vrcholu 0. Ak sa
ndm tymto prehladdvanim podari dosiahnut vrchol u (alebo v), tak je cely cyklus dosiahnutelny z vrcholu 0.

Tymto uz mame vsetky ingrediencie na prvé riesenie. Tym rieSenim je, Ze prejdeme cez vsetky hrany s KSP
logom. Pre kazdu z nich zistime, ¢i sa z koncového vrcholu tejto hrany vieme dostat do pociatoéného. Ak ano,
tak zistime, Ze ¢i je tento cyklus dosiahnutelny z vrcholu 0. V pripade, Ze toto plati aspon pre jednu hranu zo
vstupu, tak je odpoved obsahuje, inak je odpoved NEobsahuje.

Kedze hran s KSP logom moze byt najviac m, a pre kazdd z nich v najhorsom pripade prehladame cely
graf (v zlozitosti O(n + m)), tak celkova zlozitost je najviac O(m(n + m)). Paméatat si okrem vstupného grafu
nemusime ni¢, takze pamétové zloZitost zostéva O(n + m).

Detekcia cyklov s nejakymi Specialnymi hranami, to mi znie nejako povedome...

Dalsie rieSenie je zaloZené na nasledujiicej myslienke: V pripade, Ze ste niekedy poculi o Dijkstrovom ale-
bo Floyd-Warshallovom algoritme, tak ste mozno poculi o problémoch, ktoré nastavaji ak v grafe v ktorom
zistujeme vzdialenosti s medzi vrcholmi zéporné hrany (hrany so zapornou dizkou).

Konkrétnejsie, teraz nas bude zaujimat to, ze obcas sa ndm moze stat, ze v grafe existuje zaporny cyklus
(cyklus so zadpornou diikou). Ten moze sposobit, ze najkratsia cesta medzi vrcholom a a b obsahuje tento cyklus,
a teda dizka najkratsej cesty je rovnd —oo (kedZe najkratsia cesta obsahuje nekone¢no prejdeni zdporného cyklu).

Takéto nieCo je ale velmi podobné tomu, ¢o mame zistit. Chceli by sme vediet, Ze ¢i na ceste z vrcholu 0
do nejakého iného vrcholu existuje cyklus, ktory obsahuje Specidlnu hranu (zdpornd hranu, resp. hranu s KSP
logom).

To, ¢o teda vieme urobit je, ze zo vstupného grafu urobime ohodnoteny graf. To urobime tak, ze hrany,
ktoré neobsahuji KSP logo ohodnotime nejakym malym kladnym ¢islom — napriklad 1. Hrany, ktoré obsahuji
KSP logo ohodnotime —oo, resp. dostatoc¢ne velkym zapornym ¢islom.
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Potom spustime nejaké prehladdvanie z vrcholu 0, a ak nadjdeme nejaky zaporny cyklus, tak moézeme vyhlasit,
ze potrubie obsahuje cyklus s napisom KSP.

Zaporné cykly vieme napriklad detegovat Floyd-Warshallovovym algoritmom, a to tak, ze najprv spustime
tento algoritmus, ktory najde najkratsie vzdialenosti medzi kazdou dvojicou vrcholov. Zaporny cyklus sa ndm na
vyslednych vzdialenostiach prejavi tak, ze najkratsia vzdialenost z vrcholu do samého seba je zdporna. Néasledne
zistime, ¢i je nejaky z vrcholov, cez ktory prechadza zaporny cyklus dosiahnutelny z vrcholu 0.

Floyd-Warshallov algoritmus m4 ¢asovt zlozitost O(n?) a ndsledne este potrebujeme prejst cely graf, aby sme
zistili, ktoré vrcholy st dosiahnutené z vrcholu 0. Vyslednd ¢asova zloZitost je teda rovnd O(n®+n+m) = O(n?).
Pamiétat si okrem celého grafu potrebujeme este maticu vzdialenosti medzi vrcholmi (ktord sice moze byt
porovnatelne velkd s po¢tom hrén, ale pre korektnost ju spominame). To znamend, ze paméatova zlozitost je
O(n +m+n?).

Listing programu (Python)

import sys
from math import inf

def dfs(v):
for u in range(len(G[v])):
if G[v][u]'=inf:
if not visited[u]:
visited[u] = True
dfs (u)
return False

n, m = map(int, input().split())
G = [ [ inf for i in range(n) ] for j in range(mn) ]
visited = [ False for _ in range(n) ]
for i in range(n):
G[il[il = ©O;

for i in range(m):
v, u, sympaticka = input().split()

v = int(v)
u = int (u)
if sympaticka=='KSP':
G[v] [u]l] = -inf
else:
GLv][ul =1

for k in range(n):
for i in range(n):
for j in range(n):
GLil[j] = min(G[il[j], GLil[kI+G[kI[jI1)

dfs (0)

for i in range(n):
if G[i][i]<o0:
if visited[i]:
print ("obsahuje")
sys.exit (0)
print ("NEobsahuje")

Vzorové riesenie

Ako na vidsinu takychto dloh, vzorové rieSenie je pouzit prehladévanie do hibky. Ako prvé si je treba
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uvedomit, ako pri prehladévani do hibky vieme detegovat cykly.

Najprv si uvedomme, ze pocas prehladavania grafu mézu byt vrcholy v trochu réznych “stavoch”: nenavsti-
vené, otvorené a zatvorené. Ako nenavstivené oznacujeme také vrcholy, Ze v nich sme eSte neboli (nas algoritmus
ich nenavstivil), a este ¢akaji na svoje objavenie. Otvorenymi, nazvime také vrcholy, Ze algoritmus aktudlne
prehladava niektoré vrcholy v ich podstrome, teda ze sme uz tieto vrcholy objavili, ale este sme neprezreli vSetky
hrany, ktoré z nich vedi. Tretim druhom st wzavreté vrcholy. To st také, ze sme uz prezreli vSetky hrany, ktoré
z nich vedu a odisli sme z nich prehladdvat nieco iné (a uz sa sem nikdy nevratime).

Nésledne, podla toho, do ktorého vrcholu smeruje hrana, DFS pocas prehladavania stromu nachédza 3 druhy
hrén:

 dopredné/stromové. Tento druh hran sa vyskytne vtedy, ked prejdenim po tejto hrane prideme do este
neobjaveného vrcholu.

e spatné. Tento druh hran sa vyskytne vtedy, ked hrana smeruje do otvoreného vrcholu. Moézete si rozmys-
liet, Ze tento vrchol musi byt nejaky predok (v DFS strome) daného vrcholu..

o priecne/kolmé. Tento druh hrén smeruje do uz uzatvorenych vrcholov. Mézete si rozmysliet, Ze tento
vrchol nie je predok (v DFS strome) daného vrcholu.

V pripade, ze by sa v grafe nevyskytovali ziadne cykly, tak by graf obsahoval iba dopredné a prie¢ne hrany
(opét si premyslite prec¢o). T4 vec, ktord nds teda pri hladani cyklov bude zaujimat je, ze ¢i v grafe existuji
spatné hrany. V pripade, ze v grafe existuje nejaka spatna hrana, tak v grafe existuje aj cyklus.

Otazka je, ze ako zistif, Ze ¢i sa niekde na tomto cykle vyskytla hrana s napisom KSP. Mohli by sme
samozrejme nejako prejst celtl postupnost hran, a zistovat, Ze ¢i tam taka hrana nebola, ale ide to aj vyrazne
jednoduchsie. Sta¢i ndm zaznamendavat si pocet hran s ndpisom KSP, ktoré sme doteraz videli po ceste z vrcholu
0. V pripade, ze ndjdeme spéatnt hranu, tak ndm staci zistit, kolko hran s ndpisom sme videli po ceste do vrcholu,
kde aktudlne sme, a kolko ich bolo vo vrchole, kam vedie spatnd hrana. Ak sa tento pocet lisi (alebo ma samotna
spatnd hrana ndpis), tak sa niekde na cykle musela vyskytnit spitnd hrana.

Takéto riesenie okrem bezného DF'S robi pre kazdy vrchol iba konstantne viac operacii, a teda cely algoritmus
bezi v zlozitosti ako bezné DFS, teda O(n+ m). Pamétat si potrebujeme iba cely vstupny graf, a teda zlozitost
je O(n+ m).

Listing programu (Python)

import sys
from math import inf

sys.setrecursionlimit (10000)

def dfs(v):
doteraz_sympatickych = sympaticke[v]
visited[v] = None

for u, sympaticka in G[v]:
if visited[u] is False:
sympaticke[u] = doteraz_sympatickych+int(sympaticka)
if dfs(u):
return True
elif visited[u]l==None and sympaticke[u] < doteraz_sympatickych+int (
— sympaticka):
return True
visited[v] = True
return False

n, m = map(int, input().split())

G = [ [l for j in range(n) ]

visited = [ False for _ in range(n) ]
sympaticke = [ 0 for _ in range(n) ]

for i in range(m):
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v, u, sympaticka = input().split()
v = int(v)

u = int(u)

sympaticka = sympaticka=='KSP'
G[v].append ((u, sympaticka))

visited [0] = Nomne
sympaticke [0] = 0O
if dfs(0):

print ("obsahuje")
else:

print ("NEobsahuje")

Listing programu (C++)

#include<iostream>
#include<vector>
#include<string>

# define NOT_VISITED O
# define OPEN 1
# define CLOSED 2

using namespace std;

vector<vector<pair<long long, long long> > > G;
vector<long long> sympaticke;
vector<int> visited;

bool dfs(long long v){
visited([v] = OPEN;
long long doteraz_sympatickych = sympatickel[v];
for(auto & i : G[v]){
long long u = i.first;
bool sympaticka = i.second;
if (visited [u]l==NOT_VISITED){
sympaticke[u] = doteraz_sympatickych + sympaticka;
if (dfs (u))
return true;
} else if(visited[u]l==0PEN && sympaticke[ul<doteraz_sympatickych+
— sympaticka){
return true;
}
¥
visited[v] = CLOSED;
return false;

}

int main(){
long long n, m;
cin>>n>>m;

G.resize(n);
sympaticke.resize(n, 0);
visited.resize(n, NOT_VISITED);

for(long long i=0;i<m;i++){
long long u, v;
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string sympaticka;
cin>>u>>v>>sympaticka;

G[ul] . push_back({v, "KSP"==sympatickal);
}

sympaticke [0] = O0;

if (dfs (0))
cout<<"obsahuje"<<endl;

else
cout<<"NEobsahuje"<<endl;

return O;
}
danza
6. Hlapa chata (max. 12b za popis, 8 b za program)
Ked sutazna programéatorka pocuje “pocet moznosti”, okamzite by jej malo napadnif slovo “dynamika”.
Hruba sila

Par bodov sa dalo ziskat za rieSenie hrubou silou. Mohli sme napriklad vyskusat vSetky mozné Zrebovania
a zratat vyhovujuce.

Obmedzenia v sadach

Niektoré sady mali malé obmedzenia na n, alebo k. Tieto sady sa pravdepodobne dali riesit odvodenim
vhodnych matematickych vzorcov.

Takmer vzorové rieSenie

Nuz, ako by sme sa na tato tlohu mohli pozerat? Ako funkcny sa ukdze pristup, kde postupne skisime
vsetky moznosti pre pocet navstev zachoda najviackrat vyzrebovaného tucastnika.

Ked vieme, kolkokrat bol vyzrebovany najstastnejsi ucastnik, nech je to w, potrebujeme zodpovedat na
nasledovnt otazku. Kolkymi spésobmi mozno rozdelif k — w névstev toalety medzi zvysnych n — 1 ticastniciek
tak, Ze kazdé ziska nanajvys w — 1 ndvstev?. Pre Ucastnicku, ktord bola vyzrebovana w krat je n moznosti,
preto odpoved na nasu otazku potrebujeme prendsobit n. Odpoved na celi tlohu potom bude stcet cez vsetky
mozné maximéalne pocty vyzrebovani najuspesnejsieho ucastnika.

Budeme teda potrebovat zratat dynamiku dp[x] [y] [z], ktorda bude hovorit, kolkymi moznostami mozno
rozdelif x vyzrebovani medzi y Gcastniciek tak, ze kazda bude vyzrebovana nanajvys z krat. Trividlne pripady,
kde aspon jedno z x, y, z je 0, vieme urcit jednoducho. Ako nésledne zratame dp [x] [y] [z]? Skusime vsetky
moznosti pre to, kolkokrat bol vyzrebovany posledny tcastnik. Bude teda platit:

dplz][y][z] = Z dple — ][y —1][2]

Priamociary pohlad na toto rieSenie hovori, ze jeho ¢asové zlozitost bude O(nk?). Pamitova zlozitost je
O(nk?). Kedze ndm vzdy stacia posledné dva riadky tabulky dp, vieme ttto zlozitost zlepsit na O(nk).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
const int mod = 1000000007;

int main() {

strana 13 z 31 http://ksp.sk/




int TC, n, k;
cin >> TC;
while (TC--) {
cin >> n >> k;

if(n == 1) {
cout << 1 << '\n';
continue;

}

// Inicializujeme dp: kolkymi sposobmi vieme rozdelit “total’
// bodov medzi “people” ludi zatialco kazdy z nich dostane nanajvys
— mz_points  bodov
long long dpl[k + 1][n + 1]1[k + 1]1; // total, people, mz_points
for(int total = 0; total <= k; total++)
for(int people = 0; people <= n; people++)
for (int mx_points = 0; mx_points <= k; mx_points++)
dp[total] [people] [mx_points] = !total;

// Vypocitame netrivialne pripady dp
for(int total = 1; total <= k; total++) {
for(int people = 1; people <= n; people++) {
for(int mx_points = 1; mx_points <= k; mx_points++) {
dp[total] [people] [mx_points] = O0;
// Skusime vsetky moznosti pre pocet bodov ziskanych
— poslednou ucastnickou
for(int last = 0; last <= mx_points && total - last >= 0;
— last++) {
dp[total] [people] [mx_points] += dp[total - last][people
— - 1] [mx_points];
if (dp[total] [people] [mx_points] >= mod)
dpltotal] [people] [mx_points] -= mod;

}

// Skusime vsetky moznosti pre pocet bodov ziskanych vitazom
long long ans = 0;

for(int winner_points = 1; winner_points <= k; winner_points++) {
ans += dplk - winner_points][n - 1] [winner_points - 1];
if (ans >= mod)
ans —-= mod;
}

cout << (ans * n) % mod << '\n';

return O;

Listing programu (Python)

mod = 1000000007

TC = int(input())
for _ in range(TC):
n, k = map(int, input().split())
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if n == 1:
print (1)
continue

dp = []
for total in range(k + 1):
dp.append ([])
for people in range(n + 1):
dp[-1].append ([1)
for mx_points in range(k + 1):
dp[-1]1[-1].append(1 if total == 0 else 0)

for total in range(l, k + 1):
for people in range(l, n + 1):
for mx_points in range(l, k + 1):
dp[totall [people] [mx_points] = 0
for last in range(mx_points + 1):
if total - last < O:
break
dpltotal] [people] [mx_points] += dpl[total - last][people -
< 1] [mx_points]
if dp[total][people] [mx_points] >= mod:

dp[total] [people] [mx_points] -= mod
ans = 0
for winner_points in range(l, k + 1):
ans += dplk - winner_points][n - 1] [winner_points - 1]

if ans >= mod:
ans —-= mod

print ((ans * n) % mod)

Vzorové riesSenie

Ako pri dynamikich byva, aj predchddzajtce riesenie sa dé zoptimalizovat. Takato optimalizicia ¢asto
spocCiva v tom, Ze sa zbavime jedného rozmeru a mozno pri tom nejak pomieSame zvysSné rozmery tak, aby sme

treti rozmer nepotrebovali.

Mozeme iterovat cez maximéalny povoleny pocet vyzrebovani jedného tcastnika. Pocas toho budeme pocitat

dynamiku iba so zvy$nymi dvoma rozmermi.
Casové zlozitost rieSenia po takejto optimalizacii bude O(nk?). Pamitova zlozitost je O(nk).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
const int mod = 1000000007;

int main() {
int TC, n, k;
cin >> TC;
while (TC--) {
cin >> n >> k;

if(n == 1) {
cout << 1 << '\n';
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continue;

}

long long dplnl]([k]; // people, total
long long ans = O;
for(int mx_points = 0; mx_points < k; mx_points++) {
long long k_limit = k - mx_points - 1;
for(int people = 0; people < n; people++)
for(int total = 0; total <= k_limit; total++)
dp [people] [total]l = !total;

for(int people = 1; people < n; people++) {
for(int total = 1; total <= k_limit; total++) {

long long &current = dpl[people] [totall;

current +=
dp [people] [total - 1] +
dp[people - 1][totall -
(total > mx_points ? dpl[people - 1][total - mx_points -

< 1] - mod : 0);
current -= mod * (current >= mod);
current -= mod * (current >= mod);

}
ans += dp[n - 1]1([k_limit];
ans -= mod * (ans >= mod);

}

cout << (ans * n) % mod << '\n';

Listing programu (Python)

mod = 1000000007

TC = int(input())
for _ in range(TC):
n, k = list(map(int, input().split()))

if n == 1:
print (1)
continue

dp = [[-1 for j in range(k)] for i in range(n)]
ans = 0
for mx_points in range(k):
k_limit = k - mx_points - 1
for people in range(n):
for total in range(k_limit + 1):
dp[people] [total] = 1 if total == 0 else O
for people in range(l, n):
for total in range(l, k_limit + 1):
dp[people] [total] += dplpeople][total - 1] + dpl[people - 1]1[
— total] - (dpl[people - 1][total - mx_points - 1] if total >
— mx_points else 0)
for i in range(2):
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dp [people] [total] -= mod * (1 if dp[people][total] >= mod
— else 0)
ans += dpln - 1][k_limit]
ans -= mod * (1 if ans >= mod else 0)
print ((ans * n) % mod)

Paulinka
7. Otoc sa! (max. 12b za popis, 8 b za program)

Ked je kaktus stromom

Pozrime sa najskor na to, ako vyriesit tretiu sadu: ked zadany graf je strom.
Ukaze sa, ze stromy vieme orientovaf vzdy nasledovnym algoritmom:

e Zakorefime strom a pre kazdy vrchol spoéitame jeho hibku (vzdialenost od vrchola).
e Vsetky hrany orientujeme tak, aby isli z neparnej hlbky do parnej hlbky

Kazdy vrchol po tomto orientovani ma bud vsetky hrany idice do neho, alebo z neho. Takto neexistuje
cesta (po orientovanych hrandch) s dlzkou dva (alebo viac). Taktiez sa nevyskutuje cyklus, kedZe stromy ziadne
cykly nemaja.

—_— 1

Tento algoritumus vieme implementovat v ¢ase aj paméti O(n) , napriklad pomocou prehladdvania do hibky.

Co s cyklami?

Najskor sa zamyslime, ¢o sa deje, ak je zadany kaktus cyklom.

Vsimnime si, ze akondhle mame cyklus velkosti viac ako 3, nemozeme mat cestu dizky dva, teda hranu z a
to b a zaroven hrany z b do c. Je to preto, Zze potom by sme museli mat aj hranu z a do c¢. Lenze, ak uz hrana
z a do b lezi na viacsom cykle, nemédze lezat na dalsom cykle (a — b — ¢), kedZe zadany graf je kaktus. Takze,
kazdy vrchol leziaci v cykle dizky vadSej nez 3 mé bud vietky hrany idice z neho, alebo do neho.

Ked je dlzka cyklu pdrna, potom vieme orientovat hrany na striedacku: kazdy druhy vrchol mé vietky jeho
hrany idtce z neho, a ostatné vrcholy v cykle maji vSetky hrany idice z nich, ako mézme vidiet na obrazku.
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Co ak je cyklus neparnej dizky? Potom tento isty postup nemozeme spravit. Vsimnime si navyse, ze akondhle
orientujeme jednu hranu v cykle, orienticia ostatnych hran v cykle je dana - tak, aby sme nespravili cyklus.
Problém je, Ze orientcia hran “na striedacku” v neparnom cykle nefunguje (skuste si to). Takze akondhle mame
neparny cyklus dfiky vacsej ako tri, nevieme ho orientovat.

Z toho vyplyva, ze ked graf obsahuje neparny cyklus dlhsi nez tri, nejde ho zorientovat.

Co s cyklami dizky tri? Viimnime si, Ze ich hrany vieme orientovat hocijako. Bez ohladu na ich orientovanie,
vzdy ostane jeden vrchol do ktorého hrany prichadzaji, jeden z ktorého odchadzaju a jeden, do ktorého jedna
hrana prichdda a druhd odchadza. Rozmyslite si, preco st tak vSetky podmienky zo zadania splnené.

Vsetko dokopy

Vyssie v texte sme si vSimli, Ze ak graf obsahuje neparny cyklus velkosti 5 alebo viac, potom hrany orientovat
nejde. Ide to inak vzdy? Nie, ukdze sa, Ze je este jeden pripad, v ktorom to nejde. Predstavme si, ze graf
obsahuje cyklus dizky tri, taky, Ze z kazdého vrchola tohto cyklu ide aspori jedna dalsia hrana. Lenze, ako sme
pozorovali vyssie, akokolvek orientujeme hrany v trojcykle, bude mat presne jeden vrchol, ktory je v strede
cesty dlzky dva (teda jedna hrana troj-cyklu ide dotiho, a dalsia z neho). Problém je s hranami v tomto vrchole,
ktoré nie su hrany trojcyklu. KedZe zadany graf je kaktus, hrany trojcyklu nelezia na ziadnom dalSom cykle.
Z toho nam vyjde, Ze tieto dalsie hrny orientovat nevieme (rozmyslite si to).
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Ukéaze sa, ze toto je naozaj posledny pripad kedy to nejde. Na algoritmus nadm dalej poslizi nasledovné
pozorovanie: ked zoberieme dobre-orientovany graf(spiﬁajﬁci podmienky v zadani), a oto¢ime wvsetky hrany,
dostaneme taktiez dobre-orientovany graf. Teda nezédlezi na tom, ako zorientujeme prvu hranu.

Algoritmus bude podobny ako pre stromy: zvolime si Tubovolne orientdciu prvej hrany, a takto sa nam
jednoznacne zadd orientécia (takmer) vSetkych ostatnych hran. Jediné, kde mozeme mat volbu st troj-cykly.
V nich treba vybrat ktory vrchol bude mat jednu prichodziu a jednu odchadzajicu hranu, a tento vrchol musi
mat stupen presne 2. Jediné, na co si treba davat pozor s trojuholniky - tam treba vybrat orientdciu hran,
(teda aby z neho isli len grafy trojcyklu).

o Najskor skontrolujme (napriklad prehladdavanim do hibky)7 ¢i v grafe neexistuje neparny cyklus diiky
aspon 5, alebo troj-cyklus, ktory neobsahuje vrchol stupna dva.

e Prehladavame do hibky: pre vrcholy vo vrstvach dfs-stromu alternujeme, ¢i idu hrany z nich, ¢i do nich.
Treba si davat pozor na trojuholniky, tie oSetrime Specidlne: vyberieme jeden — ak ich je viac, z jeho
vrcholov ktory ma stupen dva, jednu hranu orientujeme donho, a druhi z neho.

Vsetko sa da spravit napriklad dvoma prehladdvaniami do thky, v Casovej aj pamétovej zlozitosti O(n).

Listing programu (C++)

#include<bits/stdc++.h>
using namespace std;

#define FOR(i,n) for(int i=0;i<(int)n;i++)
#define FOB(i,n) for(int i=n;i>=1;i--)
#define MP(x,y) make_pair ((x),(y))

#define ii pair<imnt, int>

#define 11i long long int

#define 1d long double

#define ulli unsigned long long int

#define 1ili pair<11li, 11i>

#ifdef EBUG

#define DBG if (1)
#else
#define DBG if (0)
#endif

#define SIZE(x) int(x.size())
const int infinity = 2000000999 / 2;
const long long int inff = 4000000000000000999;

typedef complex<long double> point;
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template<class T>
T get() {
T a;
cin >> a;
return a;

template <class T, class U>

ostream& operator<<(ostream& out, const pair<T, U> &par) {
out << "[" << par.first << ";" << par.second << "]";
return out;

template <class T>
ostream& operator<<(ostream& out, const set<T> &cont) {
out << u{n;
for (const auto &x:cont) out << x << ", ";
out << "}";
return out;

template <class T, class U>

ostream& operator<<(ostream& out, const map<T,U> &cont) {
out << ll{ll ;
for (const auto &x:cont) out << x << ", ";

out << "1}"; return out;

template <class T>
ostream& operator<<(ostream& out, const vector<T>& v) {
FOR(i, v.size()){
if (i) out << " ",
out << vl[il;
}
out << endl;
return out;

3

bool ccw(point p, point a, point b) {
if ((conj(a - p) * (b - p)).imag() <= 0) return false;
else return true;

3

pair<ii, bool> treeify(int v, int f, int h, vector<int> &H, vector<ii> &parcyc,

— vector<vector<int> > &hrany) {
H(v] = h;
DBG cout << "In " << v << " with height " << h << endl;

for (int w : hranyl[v]) {
if (w == f) continue;
if (Hlw] != -1) {
if (H[w] > H[v]) continue;
int cycle = h - H[w] + 1;

DBG cout << "Cycle detected in " << v << " backedge to

— of len " << cycle << endl;
if (cycle > 3 && (cycle % 2) == 1) return {{v, w},

0};

<K w <<
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parcyclv] = {v, w};

}
else {
auto res = treeify(w, v, h + 1, H, parcyc, hrany);
if (!'res.second) return {res.first, 0};
// if f-v is in the cycle
if (res.first.first != v && res.first.second !'= v && res.first.first
— >= 0) {
parcyclv] = res.first;
}
}

}
return {parcycl(v], 1};

}

bool otoc(int v, int f, bool into, vector<int> &H, vector<ii> &parcyc, vector<
< vector<int> > &hrany, set<ii> &oriented) {
int cycle_len = (parcycl[v].first >= 0 ? H[parcyc[v].first] - Hlparcyclv].
<~ second] + 1 : 1);

DBG cout << "In " << v << " pointing into 7 " << into << " and cycle len "
— << cycle_len << endl;

if (cycle_len != 3 || hranyl[v].size() > 2) {
for (int w : hranyl[v]) {
if (w == £) {

DBG cout << "vf 7 " << oriented.count({v,w}) << " and fv " <<
<~ oriented.count ({w, v}) << endl;
if (into && oriented.count({v, w})) return O;
if ((!into) & oriented.count({w, v})) return O;
continue; // sorted
}
if (into) {
if (oriented.count ({v, w})) {
DBG cout << "Problem: {" << v << ", " <K< y << "} in oriented
— " << endl;
return O;

}
oriented.insert ({w, v});
}
else {
if (oriented.count ({w, v})) {
DBG cout << "Problem: {" << w << ", " << v << "} in oriented
— " << endl;
return O;
}
oriented.insert ({v, w});
}
}
for (int w : hranyl[v]) {
if (parcycl[v] == MP(v, w) || w == f) continue;
if (parcyclw] !'= MP(w, v)) { // o/w 4it's taken care of
DBG cout << v << "-> " <K< y << endl;
if (lotoc(w, v, !into, H, parcyc, hrany, oriented)) {
DBG cout << "From " << w << " reported failure " << endl;
return O;
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}
}
}
else {
DBG cout << "in 3-cycle " << endl;
int wl = hrany[v][0], w2 = hranyl[v][1];
if (oriented.count ({wl, v1})) {
if (oriented.count ({w2, v}) + oriented.count({v, w2})) {
DBG cout << "SEEN BOTH NEIGBOURS" << endl;
return 1; // both were seen
}
oriented.insert ({v, w2});
if (lotoc(w2, v, 1, H, parcyc, hrany, oriented)) return O;
}
else if (oriented.count({v, wi1l})) {
if (oriented.count({w2, v}) + oriented.count({v, w2})) return 1; //
— both were seen
oriented.insert ({w2, v});
if (lotoc(w2, v, 0, H, parcyc, hrany, oriented)) return O;
}
else if (oriented.count ({w2, v})) {
oriented.insert ({v, wi});
if (lotoc(wl, v, 1, H, parcyc, hrany, oriented)) return O;
}
else if (oriemnted.count ({v, w2})) {
oriented.insert ({wl, v});
if (lotoc(wl, v, 0, H, parcyc, hrany, oriented)) returmn O;
}
else {
// first seen, must be a 3-cycle
DBG cout << "FIRST SEEN" << endl;
oriented.insert ({v, w2});
oriented.insert ({wl, v});
oriented.insert ({wl, w2});
return 1;
}
}

return 1;
¥

int main() {
cin.sync_with_stdio(false);
cout.sync_with_stdio(false);
int n = get<int>();
int m = get<int>();

vector<vector<int> > hrany(n);
FOR(i, m) {
int a = get<int>() - 1;
int b get<int>() - 1;
hrany[a].push_back(b);
hrany [b] . push_back(a) ;

}
int vO = 0;
FOR(i, n) {
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if (hrany[i].size() > 2) {

v = 1i;
break;
}
}
DBG cout << "v0 = " << v0 << endl;
vector<int> H(n, -1);
vector<ii> parcyc(n, {-1, -1});

auto res = treeify(v0, -1, 0, H, parcyc, hrany);
if (!'res.second) {

cout << "mnie" << endl;

return O;

DBG cout << "H: " << H << "parcyc: " << parcyc;

set<ii> oriented;
if (lotoc(v0, -1, 1, H, parcyc, hrany, oriented)) {
cout << "nie" << endl;

}
else {
cout << "ano" << endl;
for (ii e : oriented) cout << e.first + 1 << " " << e.second + 1 << endl
—
}
}
Mato
8. Dezo (max. 12b za popis, 8 b za program)
V tejto tlohe bolo treba najst pocet spdsobov, ktorymi sa vie Dezo dostat stopom z Trnavy do Nitry.
Hruba sila

Mozeme vyskusat vsetky mozné podmnoziny dut. Zostava zistit pre danti podmnozinu ¢i funguje.

Prvéa vec ¢o potrebujeme zistit je, v akom poradi tieto autd pouzijeme. Cas, v ktorom i-te auto prejde
nejakym bodom x, vieme vypocéitat ako t; + x — a;. To znamend, zZe z i-teho auta vieme prestupit do j-teho iba
ak t; +x —a; <tj +x — aj, teda t; — a; < t; — a;. Na zaciatku si teda mozeme vSetky autd usporiadat podla
t; — a; a potom vieme, ze autd moézeme pouzit iba v poradi v akom st v tomto zozname.

Ked uz mame urcené poradie pre danii podmnoznu, musime eSte skontrolovat, ¢i ndhodou nemame t; —a; ==
t; — a; pre nejaké dve po sebe idice autd. To by znamenalo, Ze autd id naraz a teda nestihame presttpit.

Ak nam to casovo sedi, treba este zistit ¢i to sedi aj priestorovo. Prejdeme autd a pamétame si interval
(I;;7;) v ktorom vieme skoncit po pouziti prvych i dut. Prvé auto musi mat a; = 0 aby sme vedeli nastipit a
potom l; = ay a r; = by. Do auta i + 1 vieme prestipit prave vtedy, ak a;41 <=71; Abjy1 > ;. Ak a;41 <=1;,
vieme prestpit a potom aj vystiupit v nejakom bode za [;. Ak a;+1 > [;, vieme prestipit najskoér v bode a;11 a
teda vystipit v nejakom bode neskor ako a;1 (lebo sa musime viezt nenulovy ¢as). Teda l;11 = max(l;, a;41).
Najneskor vieme vystupit vzdy v b;11, teda 7,41 = b;+1. Ak sa ndm podari prist az do konca a r,, = s, je dand
mnozina aut pouzitelna.

Casové zlozitost tohoto riesenia je O(n - 2" 4 nlog(n)). Pamitova zlozitost je O(n).

Listing programu (C++)
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#include <bits/stdc++.h>
#define MOD 1000000007

using namespace std;

struct Car

{
int a, b;
int t;

};

int main()
{
int n, s;
cin >> n >> s;
vector<Car> v(n);
for (int i = 0; i < n; i++)
cin >> v[i]l.a >> v[i]l.b >> v[i].t;
sort(v.begin(), v.end(), []J(Car a, Car b)
{ return (a.t - a.a) < (b.t - b.a); });

int result
for (int i

{

0;
0; i < (1 << n); i++)

int 1 = 0, r = 0;
bool fail = false;
int t = -1;
for (int j = 0; j < n; j++)
{
if (1 (i & (1 << 3)))
continue;
Car ¢ = v[jl;
if (¢c.t - c.a <=1t || c.a>r ||] c.b <= 1)
{
fail = true;
break;

= c.b;
max(l, c.a);
= c.t - c.a;

R W
I

}
if ('fail && r == s)
result++;

3

cout << result << "\n";

Dynamika

Pre kazd neprazdnu podmnozinu dut, ak ich vieme postupne vsetky pouzif, vieme definovat interval v kto-
rom mozeme skoncit po tejto ceste. Bude to polootvoreny interval v tvare (I;r).

Pre kazdu trojicu k,I,r si spocitame, kolko existuje podmnozin z prvych k dut (méme ich usporiadané
v poradi v akom idi), ktorych cesta konéi v intervale (I;7). Tuto hodnotu si oznac¢ime D(k,l,r). O¢ividne
D(k,l,r)=0akl>=r.

Povedzme, ze to mame spocitané pre vSetky k& < i a ideme to pocitat pre k& = i. To vypocitame ako
D(i,l,r) =D(i—1,l,r) + d(i,1,7), kde d(i,1,7) je poCet novych ciest, ktoré pouziju aj auto i.

Kazda cesta konéiaca autom i konéi najneskér v bode b;, teda pre vsetky I, r kde r # b; mame d(i,1,r) = 0.
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Tak isto pre | < a; nevieme pouzit i-te auto, kedze z neho vieme vystupit iba neskor ako a;, teda pre ne tiez
d(i,l,r) =0.

Nech j je posledné auto ktoré ide ostro skor ako ¢ (teda sa z neho d& prestipit). Zvys$né hodnoty teraz vieme
vypocitat ako:

® d(laaubl) = Z?;O j:ai D(j,l,?"), +1 ak a; = 0
o d(i, b)) =320 1 D(j,lr); prea; <1 <b;

Ked a; = 0, mdzeme auto i pouzit aj ako tplne prvé. Takéto cesta konci v intervale (a;; b;), preto pripo¢itame
1k d(l, a;, bl)

Vypocet zacneme tym, ze D(0,1,r) = 0 a potom postupne pocitame D(i,l,r) prei=1,2,3....

Ked priddme nové auto, nové hodnoty vieme vypoéitat v éase O(s?), teda celkova ¢asova zlozitost je O(n-s?).
Pamétovd zlozitost je tiez O(n - s2).

Pamiétova zloZitost sa zlepsit na O(s?). Sta¢i si pamitat hodnoty D(i,l,r) pre predchadzajice i a k tomu
este hodnoty D(4,1,7) pre posledné auto j, ktoré ide ostro skér. Dalsie hodnoty budi vzdy zavisiet iba od
tychto dvoch.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
#define MOD 1000000007

using namespace std;

struct Car

{
int a, b;
int t;

}s

int main()
{
int n, s;
cin >> n >> s;
vector<Car> v(n);
for (int i = 0; i < n; i++)
cin >> v[il.a >> v[il.b >> v[i].t;
sort(v.begin(), v.end(), []J(Car a, Car b)
{ return (a.t - a.a) < (b.t - b.a); });

vector<vector<long long>> dyn;
for (int i = 0; i <= s; i++)
dyn.push_back(vector<long long>(i));

for (int i = 0; i < n3;)

{
auto last = dyn;
int t = v[il.t - v[i].a;
vector<Car> cars;

while (i < n && v[i]l.t - v[i]l.a == t)
cars.push_back(v[i++]);

for (Car c¢ : cars)

{
if (c.a == 0)
{

dynl[c.b]l[c.al++;
dynlc.bl[c.al %= MOD;
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}

for (int b = 0; b <= s; b++)
for (int a = 0; a < b; a++)
{
if (c.a > b || c.b <= a)
continue;

dyn[c.b] [max(a, c.a)] += last[b]l[al;
dynl[c.b] [max(a, c.a)] %= MOD;

long long result = 0;

for (int i = 0; 1 < s; i++)
result += dynl[s][i];

result %= MOD;

cout << result << "\n";

Intervalac

Lepsie riesenie vieme dosiahnuf tym, ze si hodnoty budeme pamétat v sictovom intervalovom strome. Ked
vypocitame hodnoty pre ¢, budeme ich mat zapisané v s intervalacoch: jeden intervala¢ pre kazdé [, v ktorom
budeme mat hodnoty D(i,l,r) pre 0 < r < s. Tieto intervalde budeme upravovat pritom ako spracivame
dalsie auta.

Vzdy naraz spracujeme vSetky autd ktoré idi naraz (podla ¢ — a). Nech st to autd i + 1 az j. Vieme,
ze D(j,l,7) = D@, l,r) +d@ + 1,1,r) +d(@ + 1,1,7)...d(j,1,7). Najprv teda vypocitame vsetky d(z,l,7)
(xe{i+1,...,7}) a potom v intervaldéi pri¢itame tieto hodnoty.

Nemusime poéitat tie d(z, [, ), o ktorych vieme, ze sa vzdy rovnaji 0, teda staci vzdy vypocitat iba d(x, 1, b;)
pre a; <! < b,. Hodnotu d(z,a,,b,) vieme vypocitat pomocou s otdzok na intervala¢ v O(slogs) a kazdd
z d(z,1,by) pre a, <1 < b, vypocitame jednou otdzkou v O(log s).

Casova zlozitost tohto rieSenia bude O(nslog s + s?), pricom s? je kvoli skonstruovaniu intervalacéa. Tohoto
¢lena sa vieme zbavif tym, Ze intervala¢ budeme konstruovat dynamicky pocas kazdej query. Paméatova zlozitost
je O(s?) alebo O(nslogs) pri dynamickom interval4éi.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
#define MOD 1000000007

using namespace std;

struct Car

{
int a, b;
int t;

};

struct Inter
{
long long val = O0;
int 1, r;
Inter *L = nullptr;
Inter *R = nullptr;
Inter(int 1, int r) : 1(1), r(r) {}
long long get(int 11, int rr)
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int

if (11 >=r || rr <= 1)
return O;
if (11 <= 1 && rr >= r)
return val;
lazy_propagate () ;
return (L->get(1ll, rr) + R->get(1ll, rr)) % MOD;

}
void add(int p, long long v)
{
if (p > r || p < 1)
return;
val += v;
val %= MOD;
if (r > 1 + 1)
{
lazy_propagate();
L->add(p, v);
R->add(p, v);
}
}
void lazy_propagate ()
{
if (L == nullptr)
L = new Inter(l, (1 + r) / 2);
if (R == nullptr)
R = new Inter((1 + r) / 2, r);
}
main ()

int n, s;
cin >> n >> s;
vector<Car> v(n);
for (int i = 0; i < n; i++)
cin >> v[il.a >> v[il.b >> v[i].t;
sort(v.begin(), v.end(), [](Car a, Car b)
{ return (a.t - a.a) < (b.t - b.a); });

vector<Inter> dyn;
for (int i = 0; i < s; i++)
dyn.push_back(Inter (0, s + 1));

for (int i = 0; i < n;j;)
{
int t = v[i].t - v[i].a;
vector<Car> cars;
while (i < n && v[i]l.t - v[i].a == t)
cars.push_back(v[i++]);
vector<vector<long long>> add;

for (Car ¢ : cars)
{
add.push_back(vector<long long>(s));
if (c.a == 0)
add.back () [c.al++;
for (int a = 0; a < c.b; a++)

add.back () [max(a, c.a)] += dyn[al.get(c.a, s + 1);
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}

for (int ci = 0; ci < cars.size(); ci++)
for (int a = 0; a < s; a++)
{

add[cil[a]l %= MOD;
dyn([a].add(cars[ci].b, addlcillal);

long long result = 0;

for (long long i = 0; i < s; i++)
result += dyn[i].get(s, s + 1);

result %= MOD;

cout << result << "\n";

Optimalne rieSenie

V optimélnom rieseni budeme pouzivat iba dva intervalace. Prvy L(l) bude obsahovat pocty ciest, ktorych
interval za¢ina v bode [, teda L(l) = >.>_, D(i,l,r) (vzdy pre nejaké konkrétne ) a druhy R(r) bude obsahovat
pocéty ciest, ktorych interval konéi v bode r, teda R(r) = ZZSZO D(i,l,r). Sucty intervalov budeme oznacovat
L(a,b) = 27_, L(i) a R(a,b) = 3[_, R(i)

Ked priddvame nejaké nové auto i, potrebujeme vypocitat pocet ciest z ktorych sa nanho da prestupit. To
budi také cesty, ktorych interval sa prekryva s intervalom (a;;b;). To vieme vypocitat ako R(a;,s) — L(b;, s).
Tolko bude novych ciest, ktoré pouziju toto auto. Kedze interval kazdej z nich konéi v bode b;, intrvalacu R
staci k R(b;) pri¢itat tito hodnotu.

Aktualizovat intervalda¢ L bude o nieCo komplikovanejsie, lebo zaciatky intervalov ciest si rdzne. Ak na
auto 7 prestipime z cesty, ktorej interval zacina skor ako a;, interval novej cesty bude zacinat v bode a;. Pocet
takychto ciest vieme vypocitat ako R(a;,s) — L(a;, s). Teda k L(a;) musime pri¢itat tito hodnotu.

Zostavaju intervaly ktoré zacinaju v a; a neskor. Takéto intervaly maji prekryv prave vtedy, ak zacinaju
skor ako b;. Ak takyto interval zacina v [, novy interval bude tiez zaCinat v [. To znamend, Ze pre vsetky
a; <1 < b; musime spravit L(l)+ = L(l), alebo teda L(I) *= 2. Takiito operaciu “plus svoja hodnota” vieme
robit lazy intervalacom.

Vzdy si najprv niekde zapiseme aké operacie chceme na intervalacoch spravit a potom ich vykoname, aby
sme si pocas vypocCtu neprepisali staré hodnoty novymi. Ak mame niekolko dut, ktoré idd naraz, zapiSeme si
najprv operacie pre vsetky auta a az potom ich vykondme. Treba si pri tom dat pozor ako vyhodnotime operacie
typu “plus svoja hodnota”. Ak viacero dut chce aplikovat ttto operaciu na rovnakej pozicii, vo vysledku musime
na tejto pozicii spravit x3. Ak by sme iba postupne dvakrat aplikovali tito operaciu, dostali by sme x4. Toto
vieme vyriesit tym, ze si v zvlast datovej Struktire udrziavame akym cislom treba ktoré pozicie vynasobit a
potom na konci to aplikovat.

Na to mézeme pouzit napriklad mapu (M) a ked ndm pride nejaké auto 4, spravime M|a;] += 1, M[b;] -= 1.
Ked chceme zistit, akym ¢islom treba vyndsobit poziciu z, vieme to vypoéitat ako Y . M[i]. Na konci teda
iba preiterujeme tuto mapu, pricom si pamétame doterajsi sicet a vzdy tymto ¢islo vynasobime interval medzi
dvoma po sebe idicimi kIiémi tejto mapy. Ak mame takto k& dut, tychto intervalov bude najviac 2k a teda len
tolko operacii musime na intervalaci vykonat.

Ked prejdeme vsetky autd, odpoved zistime jednoducho ako R(s).

Pre kazdé auto spravime iba konstantne vela operacii s intervald¢om. teda Casova zlozitost je O(nlogs).
Paméitova zlozitost je tiez O(nlogs). Obe zlozitosti su za predpokladu, ze pouzivame dynamické intervaldce.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
#define MOD 1000000007

using namespace std;

struct Car

{
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int a, b;
int t;
};

struct Inter
{
long long val = O;
int 1, r;
long long lazy_mul = 1;
Inter *L = nullptr;
Inter *R = nullptr;
Inter(int 1, int r) : 1(1), r(r) {}
long long get(int 11, int rr)

{
if (11 >=r || rr <= 1)
return O;
if (11 <=1 && rr >= r)
return val;
lazy_propagate () ;
return (L->get(ll, rr) + R->get(ll, rr)) I MOD;
}
void add(int p, long long v)
{
if (p>r |l p<D
return;
val += v;
val %= MOD;
if (r >1 + 1)
{
lazy_propagate () ;
L->add(p, v);
R->add(p, v);
}
¥
void mul(int 11, int rr, long long v)
{
if (11 >=r || rr <= 1)
return;
if (11 <= 1 && rr >= r)
{
lazy_update(v);
return;
}
lazy_propagate ();
L->mul (11, rr, v);
R->mul (11, rr, v);
val = (L->val + R->val) % MOD;
}
void lazy_update(long long v)
{
val = (val * v) % MOD;
lazy_mul = (lazy_mul * v) % MOD;
}
void lazy_propagate ()
{

if (L == nullptr)
L = new Inter(l, (1 + r) / 2);
if (R == nullptr)
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R = new Inter((l1 + r) / 2, 1);

if (lazy_mul == 1)

return;
L->lazy_update(lazy_mul);
R->lazy_update(lazy_mul);
lazy_mul = 1;

};

int main ()
{
int n, s;
cin >> n >> s;
vector<Car> v(n);
for (int i = 0; i < n; i++)
cin >> v[i].a >> v[i]l.b >> v[i].t;
sort(v.begin(), v.end(), [](Car a, Car b)
{ return (a.t - a.a) < (b.t - b.a); });

Inter ends(0, s + 1);
Inter starts(0, s + 1);

for (int i = 0; i < nj;)
{
int t = v[il.t - v[i].a;
vector<Car> cars;
while (i < n && v[i]l.t - v[i]l.a == t)
cars.push_back(v[i++]);

vector<long long> pred;
vector<long long> prekryv;

for (Car c : cars)
{
long long p = (ends.get(c.a, s + 1) - starts.get(c.a, s + 1) + MOD)
— % MOD;
pred.push_back(p);
prekryv.push_back((p + starts.get(c.a, c.b)) % MOD);

}

map<int, int> intervals;
for (Car c¢ : cars)

{

intervals[c.a]++;
intervals([c.b]l--;

}
int last_mul = 1;
int last_start = 0;
for (auto x : intervals)
{
starts.mul (last_start, x.first, last_mul);
last_start = x.first;
last_mul += x.second;
}
for (int ci = 0; ci < cars.size(); ci++)
{

http://ksp.sk/ strana 30 z 31



ends.add(cars[ci].b, prekryv([cil]);
starts.add(cars[ci].a, pred[cil);
if (cars([cil.a == 0)
{
starts.add(cars[ci].a, 1);
ends.add(cars[ci].b, 1);

long long result = ends.get(s, s + 1);
cout << result << "\n";
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