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Vzorové riesenia 1. kola zimnej Casti

Dano a Nadka
1. Pokazena tlaciaren (max. 12b za popis, 8 b za program)

V tejto tlohe sme mali zistit, kolko obrazkov vedia Misof a Hodobox vyfarbit, ked maju dané kolko ktorych
voskoviek maju k dispozicii a kolko ktorych voskoviek je potrebnych na vyfarbenie kazdého typu obrazku.

Vzorové riesSenie

Nech v optimélnom rieseni mame x obrazkov typu 1 a y obrizkov typu 2. Nasou tlohou je zistit ¢isla x,y
tak, aby x + y bolo maximéalne mozné.

Mozeme postupne skusat vsetky dosiahnutelné hodnoty x. Ku kazdej z nich si lahko vieme doréatat, kolko
ktorych voskoviek nam ostane po vyfarbeni = obrazkov typu 1. VSetky tieto zvysné voskovky moézeme pouzif
na vyfarbenie ¢o najviac obrazkov druhého typu. Jednoducho si teda dordtame cislo y.

Sktsme sa blizsie pozriet na to, ako dopocitat ¢islo y. Ak sme na z obrazkov prvého typu pouzili z, = x - by
voskoviek bézovej, x, = x - r1 ruzovej a x,, = x - my voskoviek modrej farby, tak na obrazky typu 2 ndm ostalo
yp» = b — xp voskoviek bézovej, y, = r — x, ruzovej a y,, = m — T, modrej farby. Ako zistime, kolko obrazkov
druhého typu vieme tymito voskovkami zafarbit? Na vyfarbenie jedného obrazku typu 2 potrebujeme by, 72, mo
voskoviek prislusnych farieb. Jedna z tychto farieb voskoviek sa ndm minie ako prva. Obrazkov typu 2 teda
vieme vyfarbit y = min{32, £=, L=},

Pre nejaké nami zvolené x sme teda dopocitali maximélne mozné y. Na doriesenie 1ilohy ndm teda staci
postupne skusit vsetky mozné x, ku kazdému dopocitat y a vypisat ti moznost, kde bolo x + y najvicsie.

Preco to funguje? Pretoze skii$ame vSetky moznosti. Ziadna ndm teda neunikne.

Zlozitost

Kolko réznych z potrebujeme skusat? Na kazdy obrazok spotrebujeme aspoi jednu voskovku kazdého druhu.
Sta¢i ndm teda vyskusat min{b,r,m} moznosti pre z. Ku kazdému vieme potom dopocitat y v konstantnom
¢ase. Casové zlozitost teda bude O(min{b,r,m}).

Pamétat si ndm staci jednotlivé pocty voskoviek, ktoré mame k dispozicii a doteraz najlepsie najdené x,y.
Sta¢i ndm teda konsStantna pamét a pamétova zlozitost bude O(1).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
vector<int> mame (3) ;
for(int i = 0; i < 3; i++) {
cin >> mamel[il];
}
vector<vector<int>> obrazky (2, vector<int>(3));
int max_x = INT_MAX;
for(int typ = 0; typ < 2; typ++) {
for(int farba = 0; farba < 3; farba++) {
cin >> obrazky[typ] [farbal;
if (¢yp == 0) {
max_x = min(max_x, mame[farbal] / obrazkyl[typ][farbal);

3
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3
int odpoved = 0;
// Skusime postupne vsetky mozne x
for(int x = 0; x <= max_x; x++) {
int y = INT_MAX; // Kolko obrazkov typu 2 vieme este vyfarbit zvysnymi
— woskovkami
for(int farba = 0; farba < 3; farba++) {
int ostalo_farby = mame[farbal - x * obrazky[0] [farbal;
y = min(y, ostalo_farby / obrazky[1][farbal);
}
odpoved = max(odpoved, x + y);
¥

cout << odpoved << "\n";

return O;

Listing programu (Python)

def nacitaj():
return [int(t) for t in input().split()]

mame, prvy, druhy = [nacitaj () for _ in range(3)]

odpoved = 0
for x in range(mame[0] + 1):

ostalo = [mame[farbal - x * prvy[farbal for farba in range(3)]
if any([farba < O for farba in ostalo]):
break

y = min([ostalo[j] // druhy[j] for j in range(3)])
odpoved = max(odpoved, x + y)

print (odpoved)

2. Obmenené zatvorky 12b za popis, 8 b za program

Sktsme si najprv povedat, v akych situdcidach budeme vediet zo zapisu zatvoriek povedat, ze tato postupnost
nemohla nastat. Su to tieto situacie:

e Vv zapise je, ze by sme mali zo stola zobrat nejakd voskovku, ktord uz nie je na stole, alebo ani nikdy na
stole nebola

e Vv zapise je, ze by sme mali vratit na stol nejaka voskovku, ktorii sme si nikdy nezobrali

Ako takéto veci kontrolovat? Jednoducho postupne prechddzame postupnost zatvoriek a pamétame si pocet
voskoviek jednotlivych druhov, ktoré aktudlne st na stole. Vzdy, ked najdeme nejakt zatvorku, tak si spravnym
sposobom zmenime aktualny pocet voskoviek na stole. Ak sa hocikedy v priebehu stane, Ze by pocet nejakych
voskoviek klesol pod 0 alebo stupol nad pocet, kolko voskoviek toho druhu méme v skolke, tak vypiseme
NIE. Netreba zabudnit skontrolovat, Ze na konci diia (na konci vstupu) musia byt na stole vSetky voskovky.
V pripade ak nie st, tak tiez vypiseme NIE. V ostatnych pripadoch vypiseme ANO.

Casové aj pamétové zlozitost je linedrna, priamo tmernd dlzke postupnosti zatvoriek.

Listing programu (C++)

#include<iostream>

using namespace std;
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int main(){
int max_gulate, max_kucerave, max_spicate, max_hranate;
int gulate=0, kucerave=0, spicate=0, hranate=0;
cin>>max_gulate>>max_kucerave>>max_spicate>>max_hranate;
string vstup;
getline(cin, vstup); //nacitame znak konca riadku
getline(cin, vstup);

for(int i=0;i<vstup.size();i++){
if (vstupl[il=="(")

gulate++;
if (vstupl[il==')")
gulate--;
if (vstupl[il=="'1[")
hranate++;
if (vstupl[il=="'1")
hranate--;
if (vstup[il=='{")
kucerave++;
if (vstupl[il=="'}")
kucerave--;
if (vstup[il=="'<")
spicate++;
if (vstup[il=="'>")
spicate--;
if (gulate<0 || hranate<O0 || kucerave<O || spicate<0O ||
gulate>max_gulate || hranate>max_hranate ||
kucerave>max_kucerave || spicate>max_spicate){
cout<<"NIE"<<endl;
return O;

3

if (gulate==0&&hranate==0&&kucerave==0&&spicate==0){
cout<<"ANO"<<endl;

}elseq{
cout<<"NIE"<<endl;

3

return O;

Listing programu (Python)

def spravny(voskovky, k_dispozicii):
d = {"(":0,1),"{": (1, 1),"<": (2, 1),"[":(3, 1),")":(0,-1),"}":(1, -1),">"
— (2, -1),"I":(3, -1}
rro
v d je kluc dany znak voskovky a hodnota je dvojica,
kde prve cislo je index do pola poctov a
druhe cislo je o kolko ho zmenime (plus alebo minus 1)
pocty_voskoviek = [0,0,0,0] # kolko woskoviek aktualne mame
for voskovka in voskovky:
kde, o_kolko = d[voskovka]
pocty_voskoviek[kde] += o_kolko
for i in range(len(pocty_voskoviek)):
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# ak niekedy mame wvoskoviek menej ako O alebo wiac ako ich mame k
— dispozicii

if pocty_voskoviek[i] < O or pocty_voskoviek[i] > k_dispoziciili]:
return False

for i in pocty_voskoviek:
# ak na konci dna nie su vsetky wvratene
if i !'= 0:
return False

return True

k_dispozicii = list(map(int, input().split()))
voskovky = input ()
if spravny(voskovky, k_dispozicii):
print ("ANO")
else:
print ("NIE")

Sabinka
3. Strasna kopa papierov (max. 12b za popis, 8 b za program)

Priamociare rieSenie

Ako priamociare rieSenie ndm mdze napadnuf, ze odsimulujeme, o sa stane pre kazdy papier kazdej kdpky.
Teda si budeme pamétat aktualny kisok voskovky ktory ndm ostava a postupne pre kazdy papier kazdej kopky
sa spytame, Ci je kus voskovky ktory ndm aktualne ostdva dostatoéne dlhy na jeho celé zafarbenie. Ak nie,
vieme Ze bude viacfarebny a zapaméatdme si to do vysledného poc¢tu. Nesmieme pri tom zabudnit “odobrat”
aj Cast dalSej voskovky (ktord sa pouzije na vyfarbenie), pripadne niekolko celych a ¢ast dalSej, pripadne len
niekolko celych (podla toho, kolko eSte potrebujeme na dovyfarbenie papiera). Kéd by mohol vyzerat takto:

Listing programu (C++)

#include<iostream>
using namespace std;

int main(){

long long n,m;

cin>>n;

long long dl[n];

for(int i=0;i<n;i++){
cin>>d[i];

}

cin>>m;

long long clml, klml;

for(int i=0;i<m;i++)
cin>>k[i]>>c[i];

long long index_pastelka=0, roznofarebne=0;

for(long long i=0;i<m;i++){
for(long long j=0;j<k[i];j++){
long long nafarbit=c[i];
bool roznofarebny_papier=false;
while (nafarbit!=0){
if (d[index_pastelka]>=nafarbit){
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d[index_pastelka]-=nafarbit;
nafarbit=0;
}else{
roznofarebny_papier=true;
nafarbit-=d[index_pastelkal;
d[index_pastelka]=0;
index_pastelka++;
}
if (d[index_pastelka]==0)
index_pastelka++;
}
if (roznofarebny_papier)
roznofarebne++;

cout<<roznofarebne<<endl;

Listing programu (Python)

n = int(input())
dlzky = []
for i in range(n):
dlzky.append (int (input ()))
m = int (input ())
skupinky = []
for i in range(m):
skupinky.append (list (map (int, input() .split())))

index_voskovka = 0
ostava_z_voskovky = dlzky[index_voskovkal
roznofarebne = 0

for i in skupinky:
pocet, treba_mafarbit = i[0], il[1]
for obr in range (pocet):
treba_nafarbit = il[1]
if ostava_z_voskovky == O:
index_voskovka += 1
ostava_z_voskovky = dlzky[index_voskovkal
if ostava_z_voskovky >= treba_nafarbit:
ostava_z_voskovky -= treba_nafarbit

else:
roznofarebne += 1
while treba_nafarbit > ostava_z_voskovky:
index_voskovka += 1
ostava_z_voskovky += dlzky[index_voskovkal]
ostava_z_voskovky -= treba_nafarbit

print (roznofarebne)
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Problémom ale je, Ze takéto rieSenie nebude dostatocne efektivne, kedZe potrebujeme O(m - k) operacii a
v zadani vidime, ze m a k mézu byt kazdé az 200000. Teda potrebujeme rozhodovat o zhruba 4000000 000
papierov. To je privela a nas program to nestihne.

Ako to zlepsit ?

Tu si treba v§imnuft, ze ak by sme namiesto kazdého papiera kazdej kopky prechadzali voskovkami, budeme
potrebovat ovela menej operacii, lebo podla obmedzeni, voskoviek bude najviac milién. Potom nas algoritmus
bude fungovat tak, Ze si pamétd, kolko ostdva z aktudlnej voskovky a az kym sa neminie, berie celé kopky a
pyta sa:

o dokazem z tejto voskovky zafarbit celt kopku 7

o dokazem z tejto voskovky zafarbit niekolko celych papierov kopky ? Toto sa d& jednoducho urobit pomocou
zvysku po deleni — modulo.

e inak urcite vznikne viacfarebny papier

Pri kazdom pripade treba dopocitat, kolko z aktudlnej voskovky ostane, pripadne ak potrebujeme viac ako
len aktualnu voskovku, tak si vypocitat, kolko ostane z poslednej ktorti pouzijeme.

Casova zloZitost :

RieSenie bude mat zlozitost O(m+n), pretoze ako si mdZeme vSimnut, s kazdou voskovkou a kazdou kdpkou
pracujeme iba raz. Teda ak si napriklad oznac¢ime index voskovky s ktorou préve pracujeme ako i, tak toto
1 vZdy rastie, nikdy neklesd (k vypisanym voskovkdm sa nevraciame). Rovnako ak si oznac¢ime index kopky
ktort prave zafarbujeme ako j, tak aj toto j vzdy rastie, nikdy neklesd (k zafarbenym kdpkam sa nevraciame).
Kedze pri zafarbovani képky robime len konstantné operacie - vetvenie a delenie, tak ni¢ iné ndm zlozitost
neovplyvnuje.

Pamatova zlozitost :

Aj pamétova zlozitost bude O(m + n), lebo si musime paméitat n dizok voskoviek, m velkosti kopok a
m hodn6t opisujucich dlzku voskovky na zafarbenie 1 papiera danej kopky. Teda pamétfovéa zlozitost bude
O(2m +n), teda O(m + n).

Listing programu (C++)

#include<iostream>
using namespace std;

int main(){
long long n,m;
cin>>n;
long long dl[nl;
for(int i=0;i<n;i++)
cin>>d[i];
cin>>m;
long long clml, klml;
for(int i=0;i<m;i++)
cin>>k[i]l>>c[i];

long long index_kopky=0, index_obrazok=0, nafarbene=0, roznofarebne=0;

for(long long i=0;i<n;i++){ //iterujeme cez pastelky
while (index_kopky<m && d[i]>0){
// vieme nafarbit celu kopku resp. zvysok kopky
if (d[i]>=(c[index_kopky]l*(k[index_kopky]-index_obrazok)-nafarbene)){
d[i]l-=c[index_kopkyl*(k[index_kopky]-index_obrazok)-nafarbene;
index_kopky++;
index_obrazok=0;
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nafarbene=0;
}else{

if (d[i]l<c[index_kopky]l-nafarbene){ // neviem zafarbit cely
— obrazok
if (nafarbene==0){

roznofarebne++;

}
nafarbene+=d[i];
d[il=0;

Yelse{ // wviem zafarbit (aspon jeden) cely obrazok
index_obrazok++;
d[i]-=(c[index_kopky]l-nafarbene);

index_obrazok+=d[i]/c[index_kopky];
nafarbene=d[i]%c[index_kopky];
d[il-=(d[i]/c[index_kopky])*c[index_kopkyl];
d[i]-=nafarbene;
if (nafarbene){

roznofarebne++;

}

}

cout<<roznofarebne<<endl;

Listing programu (Python)

n = int (input ())

dlzky = []

for i in range(n):
dlzky.append (int (input ()))

m = int (input ())
skupinky = []
for i in range(m):
skupinky.append (list (map (int, input().split())))

index_voskovky = 0
ostava = dlzky[index_voskovky]
roznofarebne = 0
i=0
pocet_na_kopke = 0
treba_nafarbit = 0
while i < len(skupinky) or (i == len(skupinky) and pocet_na_kopke > 0):
if pocet_na_kopke == 0:
pocet_na_kopke, treba_nafarbit = skupinky[i][0], skupinky[i][1]

i+=1

if ostava ==
index_voskovky += 1
ostava += dlzky[index_voskovky]

if ostava > pocet_na_kopkextreba_nafarbit: # zafarbim celu kopku
ostava -= pocet_na_kopkextreba_nafarbit
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pocet_na_kopke = 0

elif ostava == pocet_na_kopkextreba_nafarbit: # zafarbim celu kopku a miniem
— wvoskovku
ostava -= pocet_na_kopkextreba_nafarbit

pocet_na_kopke = 0

else: #zafarbim len cast kopky

if ostava J treba_nafarbit == 0: # zafarbim cele obrazky
pocet_na_kopke -= ostava//treba_nafarbit
ostava = 0

elif ostava > treba_nafarbit: # zafarbim nejake cele
pocet_na_kopke -= ostava//treba_nafarbit
ostava -= (ostava//treba_nafarbit) * treba_nafarbit

# mabertem farby pre viacfarebny
while ostava < treba_nafarbit:
index_voskovky += 1
ostava += dlzky[index_voskovky]

# zafarbim viacfarebny
roznofarebne += 1

ostava -= treba_nafarbit
pocet_na_kopke -= 1

else: # zafarbim viacfarebne jeden

# naberiem farby pre wviacfarebny
while ostava < treba_nafarbit:
index_voskovky += 1
ostava += dlzky[index_voskovky]

# zafarbim viacfarebny
roznofarebne += 1

ostava -= treba_nafarbit
pocet_na_kopke -= 1

print (roznofarebne)

Michal Stanik
4. Kruhova kniznica (max. 12b za popis, 8 b za program)

Pomalé riesenie

Predstavme si, 7e by sme vedeli, do ktorého stipca (na ktort poziciu) chceme presuniit vietky cervené knihy.
Oznacme tito poziciu c. Vieme nejako vypocitat vzdialenost, o ktort treba posuntt knihu, ktord sa prave
nachédza na pozicii p?

Mohli by sme ju presunit bez vyuzitia cyklickosti polic. Takto sa kniha posunie o vzdialenost |p — |,
kde |z| znaé¢i absolitnu hodnotu &isla x (teda ¢&islo po odobrati znamienka). Ak by sme ju chceli posunit
opacnym smerom, teda cez hranicu medzi poziciami 0 a s — 1, tato vzdialenost by bola doplnkom vyssie
uvedenej vzdialenosti do celého kruhu (¢ize do s). V tomto pripade teda dostdvame vzdialenost s — |p — ¢|.
7Z tychto dvoch vzdialenosti vieme vybrat t mensiu a toto urobit a poscitat pre vsetky police.

KedZe cielovii poziciu nepoznédme, musime vyskusat vsetkych s moznych. Pre kazdu z nich prejdeme vsetky
knihy a vyberieme najlepsiu poziciu. Méme tak rieSenie s ¢asovou zloZitostou O(ns), ktoré zvladdne vyriesit prvé
2 sady.
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Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <algorithm>

typedef long long int 11;
using namespace std;

11 bruteForce(int n, int columns, vector<int> positions){
11 best = 1LL*n*n;
for (int c=0; c<columns; c++){
11 current = O;
for (int pos: positions)
current += min(abs(c-pos), columns - abs(c-pos));
best = min(best, current);
}
return best;

}

int main() {
int n, columns;
cin >> n >> columns;
vector<int> positions(n);
11 best = nx*n;
for (int i=0; i<n; i++) {
cin >> positions[i];
}
cout << bruteForce(n, columns, positions) << '\n';
return O;

EfektivnejSie riesenie jednoduchsej tlohy

Pozrime sa teraz na jednoduchsiu ilohu, v ktorej police nie st cyklické, ale maju lavy a pravy koniec.
V takomto pripade je odpoved jednoduchd — je nou medién ¢isel na vstupe. Median postupnosti je jej stredné
hodnota, teda ¢islo, ktoré po usporiadani postupnosti skon¢i v strede. Ak je ¢isel neparne vela, je tdto hodnota
jednoznacne urcend. Ak je Cisel parne vela, medidn je definovany ako priemer dvoch prostrednych, ale ako
rieSenie tlohy je mozné vziat lubovolni hodnotu medzi dvomi prostrednymi (alebo rovno jednu z nich) a bude
to rovnako dobré optimalne rieSenie.

Preco je rieSenim vzdy medidn? Zac¢nime s tym, ze cielovi poziciu, kam chceme knihy premiestnit, ddme
uplne nalavo, takze kazdd kniha bude musiet byt presunutd o urcitd vzdialenost dolava. Ked teraz zacneme
nasu poziciu posuvat doprava, kniham, ktoré si od nej napravo, sa potrebna vzdialenost bude znizovat, zatial
¢o kniham, ktoré st od nej nalavo, sa bude znizovaf.

Ak je napravo od cielovej pozicie j knih a nalavo i, posunom o 1 doprava sa celkovy stcet vzdialenosti zmensi
0 j a zvysi o 4, pricom nejaké knihy sa mézu zacat nachddzat na opacnej strane od tejto pozicie.

Na zaciatku su vSetky knihy napravo a priblizuju sa, na konci su vsetky nalavo a vzdaluju sa. Idedlnym
rieSenim je stav, kedy je nalavo aj napravo rovnako vela knih (vtedy zvySovanie zaéne predbiehat zniZovanie),
¢o je prave vtedy, ked sme v medidne. (Pre prostredny prvok plati, Ze nalavo aj napravo od neho je rovnako
vela prvkov.)

Vzorové riesenie

Tato myslienku vieme zovSeobecnit na riesenie nasej tlohy. Zacnime s cielovou poziciou 0 a podme ju
posuvat (po kruhu) doprava. Pocitajme si pritom, kolko pozici{ sa priblizuje a kolko sa vzdaluje. Ked pozndme
aktualny celkovy stucet vzdialenosti a pohneme cielovou poziciou, na zaklade tychto hodndt vieme celkovy stcet
aktualizovat.
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Ktoré knihy sa k nej priblizuji a ktoré sa vzdaluja?

Ak je cielovd pozicia 0, priblizuju sa tie, ktoré si na pozicii najviac s/2 (najkratSia cesta pre ne vedie priamo
k mensim pozicidm) a vzdaluju sa tie, ktoré st na pozicii vicsej ako s/2 (pre ne je optimélne {st k 0 doprava
cez vyssie pozicie).

Kedy sa meni, ¢i sa kniha priblizuje alebo vzdaluje

Ked s cielovou poziciou prideme na poziciu nejakej knihy, tato sa doteraz priblizovala a odteraz sa zacne
vzdalovat. Pri nasich kruhovych pozicidch moéze nastat este jeden typ situdcie, a to ten, Ze sa kniha prestane
vzdalovat a zaCne priblizovat. Deje sa to vtedy, ked sme na kruhu presne oproti nej. Cielova pozicia sa od nej
vzdialila natolko, Ze uz je pre knihu lepsie k nej ist opa¢nym smerom a v tomto smere sa priblizuje.

Ked sa vsak pustime do implementécie, uvedomime si, Ze to nie je také jednoduché. Pre parne s sa kniha
v istom momente prestane vzdalovat a hned sa zac¢ne priblizovat, napriklad pre s = 100 a knihu na pozicii 10
sa toto stane, ked cielova pozicia je 60.

Avsak pre neparne s sa to stane na necelociselnej pozicii, napriklad pre s = 101 a knihu na pozicii 10 sa to
stane, ked cielova pozicia je 60.5. My vsak pracujeme iba s celociselnymi poziciami. Pre knihu ostéva vzdialenost
rovnakd pre cielovi poziciu 60 aj 61.

Elegantny sposob riesenia tohto problému je taky, ze si nebudeme pamétat len pocet knth, ktoré sa priblizuju
a vzdaluji, ale aj pocet takych, ktoré svoju vzdialenost nemenia. V tomto stave vie byt kazda kniha len po
dobu presunu cielovej pozicie o 1 (a po dobu 0 pri parnom s — nechceme mat zvlast implementaciu pre parne a
pre neparne s).

Dajme to vSetko dokopy

Vzorové riesenie teda bude vyzerat nasledovne: najskor si vypocitame sticet vzdialenosti, keby sme vsetky
knihy chceli presuniit na poziciu 0. Tiez si napoéitame pocet priblizujtcich sa a vzdalujicich sa knih (a tych,
¢o svoju vzdialenost pri posune z 0 na 1 nezmenia, to su tie na pozicii 54517 ak to je celé ¢islo).

Cielova poziciu posuvame doprava a udrziavame si aktudlny sicet vzdialenosti a najlepsi doteraz najdeny.
Aby sme nemuseli prechddzat 10° pozicii v 4. sade, staci si uvedomit, Ze zaujimavé pozicie st len tie, kde sa
nie¢o meni. Pre kazdd knihu je to jej pozicia a jedna alebo dve pozicie presne naproti nej (podla parity s).
Tieto udalosti si vieme predpocitat dopredu, usporiadat podla stradnice a postupne ich vSetky spracovat.

Casovéa zlozitost riesenia je O(nlogn), pretoze vypocet hodnot pred zacatim postvania cielovej pozicie
spravime v O(n), potom utriedime 3n udalost{ v O(nlogn) a nisledne kazda udalost spracujeme v konstantnom
Case. Kazda udalost je totiz iba zmena stavu jednej knihy (priblizuje sa/vzdaluje sa/nemeni sa). Pamétova
zlozitost je O(n).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <algorithm>

typedef long long int 11;
using namespace std;

#define ONE 1
#define OPPOSITE1 2
#define OPPOSITE2 3

11 solve(int n, int columns, vector<int> positions){
11 best = 1LL*n*columns, goinglLeft = 0, goingRight = 0, stagnant = 0;
vector<pair<int, int>> events;
for (int i=0; i<n; i++) {
if (columns ¥ 2 == 1 && positions[i] == columns / 2)
stagnant++;
else if (positions[i] <= (columns-1) / 2)
goinglLeft++;
else
goingRight++;
events.push_back ({positions[i], ONE3});
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events.push_back ({(positions[i] + columns/2) % columns, OPPOSITE1});
events.push_back ({(positions[i] + (columns+1)/2) % columns, OPPOSITE2});

}
int lastpos = O0;
11 current = O;
for (int pos: positions)
current += min(pos, columns - pos);

sort (events.begin(), events.end());

for (pair<int, int> ev: events){
int curpos = ev.first;
current = current + goingRight * (curpos - lastpos) - goingLeft * (
<~ curpos - lastpos);
best = min(best, current);
if (ev.second == ONE){
goingleft--;
goingRight++;
}
else if (ev.second == 0OPPOSITE1){
goingRight -—;
stagnant++;
}
else if (ev.second == 0OPPOSITE2){
stagnant --—;
goinglLeft++;
}
lastpos = curpos;
}

return best;

int main() {
int n, columns;
cin >> n >> columns;
vector<int> positions(n);
for (int i=0; i<n; i++) {
cin >> positions[i];

}
cout << solve(n, columns, positions) << '\n';
return O;
}
misof
5. Okno do studentovej duse (max. 12b za popis, 8 b za program)

Pripomenme si, akl lohu rieSime. Mame predpisané, aké skére maju jednociferné ¢isla. Kazdé vicsie cislo
maé skére o jedno vicsie ako je skére jeho ciferného siacinu. Nasou tlohou je pre dané ¢ najst najmensie ¢islo n,
ktorého skére je c.

Pointa celej alohy

Moze byt spravnou odpovedou c¢islo n = 3141 5927

Nemoéze. Prec¢o? Lebo ¢islo 1123459 mé presne tie isté cifry (a teda ten isty ciferny sicin, a teda aj to isté
skére) a je od n mensie.

A mdze byt ¢islo 1123459 spravnou odpovedou?

Tiez nie. Preco? Lebo ¢islo 23459 ma tiez ten isty ciferny sicin a je eSte mensie.

Ale podme sa na to celé pozriet od zaciatku a pekne pomaly.
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Kazdé cislo ma skére

Ked sa chvilu pohrame s cifernymi sti¢inmi, pomerne rychlo si vSimneme, ze pre Tubovolné n > 10 ndm jeho
ciferny sucin s(n) vyjde mensi ako n. Je toto naozaj vzdy pravda?

Ked uz si to vSimneme, dokdzat to nie je tazké. Pointa je v tom, Ze dopisanie dalSej cifry na koniec ¢isla

To isté este raz a poriadnejsie: Majme nejaké x-ciferné cislo n ktorého prva cifra je y. Co o nom vieme
povedat?

« Hodnota n je aspon y x 1071,
o Kazd4 z x — 1 cifier nasledujucich za ivodnym y je nanajvys 9, takze hodnota s(n) je nanajvys y x 921
o A teda pre z > 2 méme n > s(n).

No a z toho uz by malo byt zjavné, ze tplne kazdé nezdporné celé ¢islo mé korektne definované skoére.
(Indukciou podla n. Ak vsetky ¢isla mensie ako n maji korektne definované skoére, s(n) je jednym z nich, a
kedze s(n) mé skére, aj n ma skore.)

Malé skére vieme efektivne pocitat

Pripomenme si, Ze nds zaujimaju len ¢isla, ktorych skore je nanajvys 11. Skoére Iubovolného ¢éisla n preto
vieme lahko a efektivne vyhodnotit: postupne poéitame s(n), s(s(n)), atd., az kym sa bud nedostaneme k jed-
nocifernému ¢éislu (kedy vieme povedat, aké skére mé n) alebo nespravime 12 krokov (kedy vieme povedat, ze
n, z ktorého sme zac¢inali, bude mat urcite privelké skére).

Neskor si ukdzeme, Ze ani to pocitanie krokov do 12 nie je potrebné robit, lebo tiplne kazdé ¢islo do 10'® m4
vzdy malické skére. Ak ste teda v programe len priamo implementovali pocitanie skére podla definicie, bolo to
v praxi rovnako dobré.

Ako vyzera hladané riesSenie?

Zamyslime sa teraz, ¢o vieme povedat o spravnej odpovedi.

Zatneme tym, ze skontrolujeme ¢isla od 0 po 19. Cisla od 0 po 9 maji skére dané na vstupe a hociktoré
z nich moze byt tym, ktoré hladdme. Cisla od 10 po 19 st najmensie viacciferné &sla, ktorych ciferny siéin je
od 0 po 9. Aj kazdé z nich méze byt spravnou odpovedou. Ak sme medzi nimi spravnu odpoved nenasli, vieme,
ze mé hodnotu aspon 20. Uvazujme teraz o situéciach, kedy je spravna odpoved aspon 20:

e Spréavna odpoved nemdze obsahovat cifru 0. Ak by ju obsahovala, mala by ciferny sii¢in 0, a teda rovnaké
skére ako c¢islo 10, ktoré je od nej mensie.

o Ako uz vieme, spravna odpoved musi mat cifry usporiadané od najmensej po najvacésiu. (Kedze uZ vieme,
Ze neméame cifru 0, nemoze ndm pri usporadivani cifier vzniknit problém s nulou na zaciatku ¢isla.)

e Sprévna odpoved nésledne nemoze obsahovat ani cifru 1. Takéto ¢islo musi byt aspon trojciferné (dvojci-
ferné zacinajice 1 sme uz pozerali) a ked mu tvodnd cifru 1 zmazeme, tak sa samotné ¢islo zmensi a jeho
ciferny sucin sa nezmeni.

Uz sme vyhrali?

Ano. Totiz po tvahe, ktord sme prave spravili, ndm ostane tak malé mnozstvo kandiddtov na spravnu
odpoved, ze si mézeme dovolit vsetkych vygenerovat a skontrolovat. Dokopy je medzi nanajvys 18-cifernymi
¢islami len pribilizne 1.5 miliéna takych, ktorych cifry si 2-9 a st usporiadané od najmensej po najvacsiu.

Implementacia

Samotna implementécia je uz pomerne priamociara. Vsetkych k-cifernych kandiddtov na riesenie vieme
vygenerovat tak, ze vygenerujeme vsetkych (k — 1)-cifernych a kazdému na koniec priddme vsetky moznosti pre
dalsiu cifru. Takymto postupom vieme dokonca vSetkych kandidatov generovat v usporiadanom poradi, takze
akonahle narazime na nejakého so spravnym skére, mézeme si byt isti, Ze sme prave nasli riesenie.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const long long INF = 1LL << 62;
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vector<int> base;
vector<long long> answers;
int answers_found;

long long product(long n) {
if (n == 0) return 0;
long answer = 1;
while (n > 0) { answer *= n%10; n /= 10; %}
return answer;

int f(long long n) {
if (n < 10) return base[n];
return f (product(n))+1;

}

void record_answer (long long number, int score) {
if (score > int(answers.size())) return;

if (answers[score] == INF) {
answers [score] = number;
++answers_found;
} else {
assert( number > answers[score] );
}
}
void go(long long prefix, int add_digits) {
if (add_digits == 0) {
record_answer ( prefix, f(prefix) );
} else {
int last2 = prefix % 100;
if (last2 == 22 || last2 == 23 || last2 == 33) return;

int last = prefix % 10;
for (int d=last; d<=9; ++d) {
go(10*prefix+d, add_digits-1);
if (answers_found == int(answers.size())) return;

}

int main() {
base.resize (10);
for (int i=0; i<10; ++i) cin >> basel[i];
int goal;
cin >> goal;

answers.clear();
answers.resize (12, INF);
answers_found = 0;

for (int n=0; n<100; ++n) record_answer(n, f(n));
for (int 1=3; 1<=18; ++1) for (int d=2; d<=9; ++d) go(d,1-1);
cout << answers[goal] << endl;
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EfektivnejSie hladanie

Mnozinu kandidatov, ktorych treba prezriet, vieme este dalej celkom vyrazne precistit. Napriklad takto:

« Cislo n nebude obsahovat cifry 22 (lepsie je mat jednu $tvorku), 23 (Sestku), 24 (osmicku) ani 33 (deviatku).

« Cislo n nebude obsahovat cifry 34, lebo lepsie je mat cifry 26 — ¢islo bude mensie a ciferny siéin rovnaky.
Podobne vieme, Ze n nebude obsahovat cifry 36 (lepsie je 29), 44 (lepsie je 28), 46 (lepsie je 38) ani 66

(lepsie je 49).

o Ak méme v n cifru 5 tak nemozeme mat ziadnu parnu cifru — lebo s(n) bude konéit nulou a potom s(s(n))

bude nula. Medzi zakazané dvojice cifier teda mozeme pridat aj 25, 45, 56 a 58.

Ak do generovania kandiddtov priddme tieto obmedzenia, zredukujeme ich pocet z vySSie spominaného

priblizne 1.5 miliéna na iba priblizne 9 000.

Listing programu (Python)

def je_validne(cislo):
cifry = [0]%*10
while cislo:
cifryl[cislo’10] += 1
cislo //= 10

if any( cifry[x] >= 2 for x in [2,3,4,6] ):
return False

forbidden_pairs = [ (2,3), (2,4), (2,5), (3,4), (3,6), (4,5), (4,6), (5,6),

— (5,8) 1
if any( cifry[x] >= 1 and cifryl[y] >= 1 for x, y in forbidden_pairs ):
return False

return True

def pridaj_dalsiu_cifru(zoznam):

novy_zoznam = []
for cislo in zoznam:

posledna = cislo % 10

for nova in range(posledna, 10):

if je_validne( cislo*10 + nova ):
novy_zoznam.append( cislo*10 + nova )

return novy_zoznam

def generuj_vsetkych_kandidatov ():
for n in range (100):
yield n
kandidati = list(range(2,10))
kandidati = pridaj_dalsiu_cifru(kandidati)
for d in range(3,19):
kandidati = pridaj_dalsiu_cifru(kandidati)
for k in kandidati:
yield k

def ciferny_sucin(n):
odpoved = 1
while n: odpoved, n = odpoved * (n%10), n // 10
return odpoved

def skore(mn, Z):

http://ksp.sk/ strana 14 z 30



odpoved = 0
while n >= 10:

odpoved += 1

n = ciferny_sucin(n)
return odpoved + Z[n]

Z = [ int(_) for _ in input().split() ]
¢ = int( input () )
for kandidat in generuj_vsetkych_kandidatov():
if skore(kandidat, Z) == c:
print (kandidat)
break

Checkpoint

Niekde tu by sa dalo vzorové riesenie tejto tlohy ukonc¢if. My v nom vsak este nejaku ti chvilu budeme
pokracovat a doplnime este nejaké detaily a zaujimavosti navyse.

Pocitanie kandidatov

Vyssie sme uvadzali nejaké c¢iselné odhady poctov kandidatov. Tie samozrejme vieme ziskat tak, Ze ich
naozaj vygenerujeme a spocitame. Vieme ich ale velmi lahko spocitat aj pomocou kombinatoriky.

Pozrime sa napriklad na vsetky d-ciferné cisla, ktorych cifry si od 2 po 9 a st usporiadané od najmensej po
najvacsiu. Kolko ich je?

Predstavme si, Ze mame premenni, v ktorej je na zaciatku cifra 2, a dve rézne instrukcie: instrukcia + zvacsi
hodnotu v premennej a instrukcia p ju vypise.

Pomocou takychto instrukcii vieme vyrabat ¢isla, ktorych cifry su usporiadané. Napr. postupnost instrukcii
++p+pp+++p+ vyrobi ¢islo 4558.

Pozrime sa na postupnosti instrukcii, ktoré obsahuju prave sedem instrukcii + a prave d instrukcii p. Kazda
takito postupnost vyrobi nejaké d-ciferné ¢islo, ktorého cifry st od 2 do 9 a postupne rastii. A naopak, ked
zoberieme Tubovolné takéto ¢islo, vieme najst prave jednu takito postupnost instrukcii, ktord ho vyrobi: ideme
zlava doprava a pri kazdej cifre najskor stlac¢ime spravne vela + aby sme premennu nastavili na jej hodnotu a
potom stlacime p. (Po poslednej cifre este doplnime pripadné chybajice +.)

Hladanych &sel je teda presne tolko isto ako retazcov dizky d + 7, ktoré obsahuju d pécok a 7 plusov. No
a takychto refazcov je zjavne (d'w): vyberieme, na ktorych siedmich poziciach st plusy a tym je jednoznacne
urcené, kde st pécka.

Asymptotické odhady

‘H?'?) = (d”)(dﬁ%. Z toho je zjavné, ze pocet Cisel, ktoré maju usporiadané cifry

Mobzeme rozpisaft, ze (
od 2 po 9, zévisi od ich dizky d len polynomidlne: je ich o(d").

Ked sme precistili mnozinu kandidatov, ostali nam v nej len ¢isla, ktoré mali nanajvys po jednej z cifier 2,
3, 4, 6. NavySe bud mali len nepéarne cifry (vtedy si premenlivé len poéty cifier 5, 7 a 9) alebo neobsahovali
cifru 5 (a vtedy st premenlivé zase len pocty cifier 7, 8 a 9). Podobnou kombinatorickou tivahou dostdvame, ze

&isel dizky d jedného aj druhého typu je len ©(d?).

Otvoreny problém na zaver

Najjednoduchsou moznou formou zadania nasej tlohy je verzia v ktorej vSetky jednociferné ¢isla maja skore
nula. Pre takyto vstup plati, ze skére Cisla udava jednoducho pocet opakovani opericie “nahrad ¢islo jeho
cifernym sic¢inom” po ktorom dostaneme jednociferné ¢islo. Matematici v tedrii ¢isel toto obcCas nazyvaji nie
skore, ale multiplikativna perzistentnost Cisla.

Ak ste si sktsali svoj program spustit pre najvacsie platné vstupy, urcite ste v jeho vystupoch casto narazili
na ¢islo 277 777 788 888 899. Toto je najmensie ¢islo, ktoré ma multiplikativnu perzistentnost 11.

Preco sme ako najvacsie povolené ¢ v zadani zvolili prave 117 O kolko vécsia je vlastne spravna odpoved
pre ¢ = 12?7 Nevieme podobnym postupom najst aj ta?

Nuz... nielen ze nevieme, my vlastne dodnes ani nevieme, ¢i vobec nejaké takéto ¢islo existuje. Jeho existen-
cia je otvorenym problémom, ktory uz nejaky ten rok odoldva snahdm matematikov. Zatial vieme dokézat, Ze
ak takéto c¢islo existuje, tak urcite musi mat vyrazne viac ako 20000 cifier. Ale skor si myslime, Ze neexistuje.
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A dokonca pravdepodobne plati este podivuhodnejsie tvrdenie: je mozné, ze uz pozname uplne vsetkjch kan-
didatov, ktori maju multiplikativnu perzistentnost vacsiu ako 2. Vyzerd to totiz tak, ze ked budeme postupne
12, ale naopak sa velmi rychlo mint vsetci s multiplikativnou perzistentnostou vécsou ako 2.

Preco je to tak? Intuitivne sa to d4 priblizit nasledovne. Majme nejakého kandidata s velmi velkym poctom
cifier. Toto je nejaké pekné systematické cislo, ktorého cifry st od 2 od 9. Jeho cifernym stc¢inom je nejaké
iné, tiez este obrovské ¢islo. Toho cifry su vSak uz vselijaké chaotické a skoro vzdy niekde medzi nimi vybehne
nejakd td nula. TakZe to vyzerd tak, ze pre Tubovolného velkého kandiddta n skoro uréite plati s(s(n)) = 0.

Posledn4 zndma vynimka mé 140 cifier. Presnejsie, 140-ciferné ¢islo v = 22° x 3227 x 728 neobsahuje ziadnu
nulu a jeho multiplikativna perzistentnost je presne 2. Toto ¢islo v je rovné s(n) pre niekolko podobne velkych
kandidatov n ktori potom maji multiplikativnu perzistentnost az 3. Ale od 140 cifier dalej az po vyse 20 000
cifier uz sme prezreli vSetky moznosti a sme si Uplne ist{, Ze tplne vSetky mozné s(n) obsahuji v sebe aspor
jednu nulu.

Zrejme to bude platit aj dalej pre este véicsie ¢isla. Hja, ale ako takéto nieco exaktne dokazat?

Paulinka
6. Vytvarny Ateliér (max. 12b za popis, 8 b za program)

Ako si mohol skiisenejsi riesitel isto v§imnut, dloha sa riesi dynamickym programovanim.
Zjednodusene, spocitame si hodnotu vysledku pre mensie casti zadania a skombinujeme aby sme dostali
vysledok.

Pomalé riesenie

Predstavme si, ze by sme pre pozicie [, j vedeli nasledovné:
Kolko najviac spokojnosti vieme dostat, ak by sme mali len prvych [ 6k zo Samovej retaze, a len prvych j
0k z Adamovej retaze a:

o Samo vymazal nejaky nepradzny koncovy tsek svojich k. Oznaéme toto éislo ako D[I][f]
o Samo na koniec svojej retaze pridal nejaky neprazdny tsek dk. Oznacme toto ¢éislo ako I[I][4]

 Samo bud posledné oko nezmenil (ak st koncové' oké rovnaké), alebo prefarbil (ak st rézne). Oznacéme
toto ¢islo ako M ][]

Navyse, oznacme si najvacsiu spokojnost aki vie Samo dostat pre takéto zaciatky retazi ako S[I][4].

Vsimnime si, ze S[I][j] = max(D[l][5], I[!][5], M[1][4])

Predstavme si, Ze mame spoéitani hodnotu S pre vSetky skorsie zaciatky (vratane S[I][j — 1] a S[l — 1][4]).
Ako z toho ziskat hodnotu S[I][;]?

Kedze S[I][j] je minimum z D[I]|[4], I[]][j] a M[l][j], chceme spoéitat tie.

Vsimnime si, Ze

Ml)[5) =

Sl —1][j — 1]+ m ak sd i-te Samovo oko a j-te Adamovo oko rovnakej farby
Sl —1][j — 1] —r  ak sa roznej farby

Pre I a D vieme vyskisat vietky mozné dlzky pridaného, resp. odstraneného tiseku, teda I[I][j] je maximum
z S[l)[j — k] — i, pre vSetky 1 < k < j. A ndpodobne pre DJi][j].

Takto vieme postupne prejst vietky zaciatky a napokon ndjst aj rieSenie pre celé retazce v ase O(|S||A|(| 4]+
1S])), kde |S], |A| st postupne dizky Samovho a Adamovho retazca, a v paméti O(|S||A|).

Listing programu (C++)

#include<bits/stdc++.h>
#define ii pair<int, int>
#define FOR(i,n) for(int i=0;i<(int)n;i++)

using namespace std;

const int inff = 1000000999;

Ikoncové v tomto pripade znamena I-te Samovo a j-te Adamovo oko
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int compute_score(int ma, int d, int ins, int r, string S, string A) {
int n = S.size();
int m = A.size();

vector<vector<int> > V_gap(n + 1, vector<int>(m + 1, -inff)),
F(n + 1, vector<int>(m + 1, -inff)),
E(n + 1, vector<int>(m + 1, -inff));

V_gap[0] [0] = O;

FOR(i, n + 1) {

F[i][0] = -d;

V_gap[i] [0] = max(V_gapl[il[0], -4d);
}

FOR(j, m + 1) {
E[0][j] = -ins;
V_gap[0][j] = max(V_gap[0][j], -ins);

}
for (int i = 1; i <= n; i ++) {
for (int j = 1; j <= m; j ++) {
FOR(k, j) {
E[il[j] = max(V_gap[il[k] - ins, E[i]l[j]1);
}
FOR(k, i) F[il[j] = max(F[il[j], V_gapl[k]l[j]l - d);
V_gapl[il [j] = max(max(F[il[jl, E[il1[j]1),
V_gapli - 11[j - 1] + (S[i - 1] == A[j - 1] ? ma
—  -r));
}
}

return V_gap[n][m];

int main() {
int m, d, ins, r;
cin >> m >> d >> ins >> r;
string samo, adam;
cin >> samo >> adam;
cout << compute_score(m, d, ins, r, samo, adam) << endl;

Ako rychlejsie?

Chceli by sme zryjchlit nase rieSenie. Co robime navyse?

Predstavme si, ze okrem hodnét S si pamétame aj hodnoty I, D pre predchddzajice zaciatky. Potom si
v8imnime, Ze akondhle je Samovi lepsie vlozit vacsi tisek ako 1, potom I[I][j] = I[]][j — 1]. Inak je idedlne vlozit
jediné oko, teda I[l][j] = max(I[]][j — 1], S[l][j — 1] — ¢). Nédpodobny vzorec ziskame pre hodnoty D.

Takto ndm staéi pre vypocet S[l][j] spravit konstantne vela operacii, takze dostdavame Casovi zloZitost
O(]S||A]) s rovnakou pamétovou zlozitostou ako predtym.

Ako to este zlepsit?

Cas uz nezlepsime, ale mame tu este pamit. Vimnime si, Ze pri pocitani S[I][j] sa pozerame len na hodnoty
s indexami najmenej [l —1][j —1]. Teda ndm staci si pamétat posledny riadok a stlpec vypocétu, teda iba linedrne
vela idajov.

TakZe dostavame pamétovi zlozitost O(|S| + |4]).
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Listing programu (C++)

#include<bits/stdc++.h>

using namespace std;

const int inff = 1000000999;

int compute_score(int me, int d, int ins, int r,
string U, string V) {

int n = U.size();
int m V.size();

vector<int> V_gap(m + 1, 0), F(m + 1, -inff);

for (int j = 1; j <= m; j ++) {
V_gap[j]l] = -ins;
}
for (int i = 1; i1 <= n; i ++) {
vector<int> new_V_gap(m + 1), new_F(m + 1);
new_V_gap[0] = -d;
new_F[0] = -d;
int E = -inff;

for (int j = 1; j <= m; j ++) {
int G = (V_gap[j - 1] +
(Uli - 1] == V[j - 1] ? me : -r));
E = max(E, new_V_gap[j - 1] - ins);
new_F[j] = max(F[j]l, V_gapl[j]l - 4);
new_V_gap[j] = max(G, max(E, new_F[j1));

F = new_F;
V_gap = new_V_gap;
}

return V_gap[m];
}

int main() {
int me, d, ins, r;
cin >> me >> d >> ins >> r;
string samo, adam;
cin >> samo >> adam;
cout << compute_score(me, d, ins, r, samo, adam) << endl;

Mame to naozaj vyrieSené?

A naozaj, v rieseni hore sme sa nezmienili ¢o robit so S[I][j], ked je jedno z indexov 0. Schvélne, ¢o jediné
moze Samo spravit ak ma on alebo Adam prazdny string?

Jano
7. Kreslenie stromov (max. 12b za popis, 8 b za program)

To, ¢o sme v zadani volali rovnakost sa v informatike zvykne nazyvat izomorfizmus. Dalej teda budeme
hovorit, ze dva zakorenené stromy st izomorfné, ak existuje bijektivne zobrazenie f vrcholov jedného stromu
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na vrcholy druhého stromu, také Ze pre vSetky x,y plati, Ze x je otec y prave vtedy, ked f(z) je otec f(y). (Toto
je rovnakd definicia ako v zadani, len na pripomenutie.)

Intuitivna predstava izomorfizmu je, ze zodpovedajtice vrcholy sa mézu lisit len v poradi synov. Toto je
dolezité mat na paméati.

Mimochodom, ked méame zakoreneny strom za koren v, tak stromy, ktorych korene sii synovia v, budeme volat
podstromy tohto stromu, alebo podstromy korena, alebo podobne. Ob¢as budeme zamienat pojmy podstrom a
vrchol, vicsinou by malo byt jasné, Ze ide o ti istd vec. Ak napriklad oznacime vrchol u nejakym cislom, tak
toto ¢islo obvykle hovori nieco o celom podstrome.

Obsah

Riesenie si rozdelime na niekolko casti:

V prvej casti sa pozrieme na to, ako algoritmicky spocitat, ¢i lubovolné dva stromy st izomorfné. Ukazeme si
tri sposoby, jeden z nich ilustruje podstatu zvysnych dvoch spésobov, avsak je pomaly. Zvysné dva implementuja
tiato podstatu efektivne, ¢i uz pomocou hashovania alebo pomocou inych technik. Obe rychlejsie riesenia budi
vediet porovnat dva stromy v ¢ase O(n), hoci v jednom pripade si podrobne rozoberieme iba jednoduchsiu
O(nlogn) variantu.

V druhej casti sa pozrieme, ako zovseobecnit algoritmus z dvoch stromov na izomorfizmus n stromov, a
nasledne ako pomocou toho vyriesit samotnu tlohu v celkovom ¢ase O(n) resp. O(nlogn).

Na plny pocet bodov za popis tlohy sta¢i ¢asova zlozitost O(nlogn) a zaroven Ziaden riesitel neodovzdal
popis deterministického rieSenia so zlozitostou O(n), takze nebudd ani bonusové body ;)

Izomorfizmus dvoch stromov — naivné rieSenie

Stromy porovnévat zatial nevieme, ale napriklad také retazce znakov vieme porovnéavat celkom dobre. Co
keby sme kazdy strom zapisali ako refazec znakov? Celkom standardny zapis zakoreného stromu je: lavd
zatvorka, zretazené zdpisy vsetkijch podstromov korena, pravd zdtvorka.

Napriklad jednovrcholovy strom, mé zépis “()”, trojvrcholovy bindrny strom mé zapis “(()())”, retaz vysoka
3 mé zapis “((()))” Na obrdzku mozete vidiet pri kazdom vrchole zdpis zodpovedajiiceho podstromu.

Zialbohu a niekedy aj chvalabohu, izomorfné stromy moézu mat rozny zipis, lebo v tomto zapise zalezd
na poradi podstromov. Tento problém vsak lahko vyriesime, nasledovnou zmenou. Novy zipis zakoreneného
stromu bude: lavd zdtvorka, zretazené abecedne zoradené zdpisy vsetkijch podstromov korena, pravd zdtvorka.

Dokaz, Ze s touto definiciou, dva stromy maji rovnaky zépis prave vtedy, ked si izomorfné, nechame ako
cviCenie pre Citatela. Na obrazku moézeme vidiet priklad pre dva izomorfné stromy.

Skonstruovat zapis celého stromu ndm moZe v najhorom pripade (dlha retaz) trvat az O(n?). Porovnat dva
zapisy a tym overit izomorfizmus stromov potom vieme uz v linedrnom case.
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Izomorfizmus dvoch stromov — hashovanie

Cely problém predoslého algoritmu je, ze zapis stromu je potencidlne velmi dlhy retazec. Co keby sme
dokézali cely strom zapisat ako jedno ¢islo? Na zdklade predoslej tivahy by toto ¢islo malo byt rekurzivne
definované cez podstromy a zaroven nezavislé od poradia podstromov.

Ako riesenie sa nam poniika nasledovna hashovacia funkcia. Hash stromu T bude

Hp = chaos(S mod M) = chaos Z H, mod M
teP(T)

kde P(T) je zoznam podstromov stromu 7', resp. S je sucet hashov podstromov stromu T. M je nejaké
prvocislo, ktorym modulujeme, aby ndm udrzala rozumné velkost ¢isel. chaos je funkcia, ktord pre kazdy vstup
z {0..M} vréati iny ndhodny vystup z {0..M}.

Co prosim? (Sa pravom pytate). V prvom rade stéet hashov podstromov je jednoduchy sposob, ako
zabezpecit, aby nezalezalo na poradi podstromov. Potom ale potrebujeme, aby sa hashovacia funkcia nespravala
linedrne (t.j. zvicSenie nejakého zo vstupov o z zva¢si vystup o kx), lebo to by sa ndm Tahko stalo, Ze presun
jedného vrchola z jedného podstromu do iného by nemuselo zmenit hash (na jednom mieste +kx, na inom —kz,
vysledok rovnaky), hoci by zmenilo izomorfizmus. A ¢o sa spriva menej linedrne ako random?

Funkciu chaos mo6zeme implementovat lazy spésobom — ked nam pride novy vstup, aky sme este nevideli,
vygenerujeme si novy nahodny vystup a zapamétame si ho. Ak ndm pride vstup, aky uz sme niekedy videli,
vratime zapamétani hodnotu. Bud si m6zeme davat explicitne pozor, aby sme vzdy vygenerovali iny vystup,
alebo pokial M >> n?, je pomerne mald $anca, Ze by nastala kolizia.

S touto hashovacou funkciou, dva izomorfné stromy maji vzdy rovnaky hash, a dva neizomorfné stromy
maju s velkou pravdepodobnostou rdzny hash. Stdle moze nastat nezelana kolizia, ale tak to pri hashovacich
algoritmoch ¢asto byva a tak v principe iba nastavime dostatocne velké M a dafame, ze to bude fungovat.

Spoéitat hash celého podstromu dokdzeme rekurzivne v ¢ase O(n)

Izomorfizmus dvoch stromov — labely a AHU

Ak sa nechceme spoliehat na ndhodu, moézeme skusit ndjst iny sposob, ako kazdému stromu priradit jedno
¢islo, nazvime ho label (¢itaj lejbl).

Pre spocitanie labelu stromu najprv rekurzivne spocitame labely vSetkych podstromov, a zoberieme utrie-
deny zoznam tychto labelov. Napriklad, pre list stromu (ktory nemd Zziadnych potomkov) dostaneme prazdny
zoznam []. Ak mé koreti stromu 5 synov s labelami 2,11,4,2,4, dostaneme zoznam [2,2,4,4,11].

Vzdy, ked dostaneme takto utriedeny zoznam, bud vidime takyto zoznam prvykrat a pridelime mu najmensie
nepouzité prirodzené cislo ako label, alebo sme uz zoznam videli a tak pouzijeme rovnaky label ako naposledy.
Tu je priklad ako by vyzerali labely pre ukézkovy strom a jeho podstromy. (Labely ¢islujeme od nuly).

0,2=3

Ako vieme efektivne priradovat, labely zoznamom? Napriklad pomocou mapy (vyvazovany bindrny strom),
kde zoznam bude kIt¢ a label bude hodnota. Na utriedenie zoznamu labelov podstromov a tiez vyhladanie
zoznamu v mape potrebujeme ¢as O(plogp), kde p je diZka zoznamu, resp. pocet potomkov vrchola. Kedze
stcet poétu potomkov pre vSetky vrcholy stromu je n — 1, celkovy ¢as je O(nlogn).

Velmi podobne funguje AHU algoritmus (Aho, Hopcroft and Ullman), ¢o je standardny a asi najznamejsi
algoritmus na overenie izomorfizmu dvoch stromov. Tento algoritmus pouziva fakt, ze dva stromy mézu byt
izomorfné, iba ak maji rovnakd hibku (mdzete si nechat chvilku na zamyslenie, preco je to tak). Potom
izomorfizmus overujeme iba pre stromy s rovnakou hibkou, nech je to h. Najprv spocitame labely pre vrcholy
v hibke h, potom pre vrcholy v hibke i — 1, atd. az po korefi. Na jednej trovni vzdy najprv spocitame vietky
zoznamy a potom im naraz priradime labely postupne od nuly. V AHU algoritme, mézeme pouzit v réznych
hibkach ten isty label.
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Vdaka tomu, Ze labely poc¢itame po vrstvach, moézeme naraz skonstruovat v ¢ase O(p), kde p je pocet vrcholov
vo vrstve. Cely algoritmus potom bezi v éase O(n). Detaily si nad rdmec tohto vzordku ale aspor strucné
zhrnutie je, ze lexikograficky triedime samotné utriedené sekvencie labelov pomocou zovseobecného radix-sortu
pre rozne dlzky sekvencii a potom priradime nové labely podla tohto poradia. Jednotlivé sekvencie nemusime
triedit, lebo ich uz konstruujeme v utriedenom poradi, a to tak, ze spractivame synov vrcholov na vyssej vrstve
od najmensich labelov po najvécsie.

Ak vas to zaujima a viete po anglicky, cely algoritmus na overenie izomorfizmu dvoch stromov je popisany
v knizke The Design and Analysis of Computer Algorithms z roku 19742, strana 84-85, example 3.2.

lzomorfizmus n stromov.

Ak mame n zakorenenych stromov a kazdy z nich ma n vrcholov, m6zeme pomocou predoslych algoritmov
spocitat zapis, hash, alebo label kazdého z nich, a potom overit, kolko roznych zdpisov, hashov, resp. labelov
vidime. Toto vieme spravit v ¢ase O(n?) resp. O(n?), pretoze zapis, hash, resp. label kazdého so stromov vieme
spocitat v ¢ase O(n?) resp. O(n).

Riesenie, zalozené na tomto principe, pokial ako zadklad algoritmu pouzijeme hashovanie by mohlo vyzerat
takto:

Listing programu (Python)

import random

import sys
sys.setrecursionlimit (1000000)
random.seed (47)

MOD = 10 **x 9 + 7

n = int(input ())

E = [[] for _ in range(mn)]

for i in range(n - 1):
a, b = [int(x) - 1 for x in input().split()]
El[a].append(b)
E[b].append(a)

_chaos = {}
def chaos(x):
if x not in _chaos:
_chaos[x] = random.randint (1, MOD - 1)
return _chaos [x]

def dfs(v, parent):

s =0
for e in E[v]:
if e != parent:

s += dfs(e, V)
return chaos(s % MOD)

print (len(set (dfs(i, -1) for i in range(n))))

Posledné dve casti vzoraku sa buda zaoberat tym, ako to spravif rychlejsie.

Vzorové riesenie — hashovaie

Mame teda nezakoreneny strom a chceme vediet, aky hash by mali vSetky jeho zakorenené verzie. Oznacme
si hash vrcholu u v strome zakorenenom za vrchol v ako H, (u). Oznacme si tiez si¢et hashov potomkov vrchola
u v strome zakorenenom za vrchol v ako S, (u). Ak si eSte paméatame definiciu nasej hash funkcie, tak

H,(u) = chaos(S,(u))

2https://doc.lagout.org/science/0_Computer’%20Science/2_Algorithms/The%20Design%20and%20Analysis%200tY
20Computer’20Algorithms%20%5BAho, %20Hopcroft%20&%20U11man%201974-01-11%5D. pdf
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Zakorenme si nas strom najprv za vrchol 1 a spocitajme vSetky hashe s tymto korefiom, ¢ize H;(v) pre
vsetky v.

Nésledne pre vyriesenie tilohy ndm staci vediet H, (v) pre vSetky v, a to vieme spoé¢itat pomerne jednoducho.
Vadsinu informdcie potrebni na spoéitanie uz mame. Pokial u je predok v (v strome zakorenenom za vrchol 1)
a wi..wy su potomkovia vrchola u okrem v, tak plati, ze

Hl (wt) = Hv(wi)

pre vietky ¢ € 1..k. Je to kvoli tomu, ze podstromy pod w; neobsahuji ani vrchol v ani vrchol 1, a teda je
ich podoba rovnaké pri zakoreneni ¢i uz za v alebo za 1.
Zaroven z definicie nasej hash funkcie vieme, ze:

k
Hy(u) = chaos(S1(u)) = chaos <H1 (v) + Z H, (wi))

k
H,(u) = chaos(S,(u)) = chaos <Z H, (wz)> = chaos(S1(u) — Hy(v))
i=1

H,(v) = chaos(S1(v) + Hy(u)) = chaos (S1(v) + chaos(S1(u) — Hy(v)))

Na lavej strane je to, ¢o chceme vediet a na pravej su informécie spocitané v strome zakorenenom za prvy
vrchol. Implementdcia st dve po sebe spustené rekurzivne prehladania stromu (dfs_1 a dfs_2). Casovd zloZitost
je O(n), paméitova tiez O(n)

Listing programu (Python)

import random
import sys

sys.setrecursionlimit (1000000)
random.seed (47)
MOD = 10 *x 16 + 99 # 4f this prime doesn't work, pick a larger one
n = int (input())
E = [[] for _ in range(n)]
S1, 82 = [0 for _ in range(n)], [0 for _ in range(n)]
for i in range(n - 1):
a, b = [int(x) - 1 for x in input().split()]
E[a].append(b)
E[b].append(a)

_chaos = {}
def chaos(x):
if x not in _chaos:
_chaos[x] = random.randint (1, MOD - 1)
return _chaos[x]

def dfs_1(v, parent):
for e in E[v]:
if e != parent:
S1[v] += dfs_1(e, v)
S1[v] = Si1[v] % MOD
return chaos(S1[v])

def dfs_2(v, parent):
if parent < O:
S2[v] = S1[v] % MOD
else:
sp = (S2[parent] - chaos(S1[v])) % MOD
S2[v] = (chaos(sp) + Si[v]) % MOD
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for e in E[v]:
if e != parent:
dfs_2(e, v)

dfs_1(0, -1)
dfs_2(0, -1)

print (len(set(82)))

Vzorové riesenie — labely a AHU

Nasim cielom je efektivne vSetkym n zakorenenym stromom, a vsetkym vrcholom (tieto zodpovedaji mensim
stromom pod vrcholmi) v nich priradit labely (¢isla) také, Ze dva stromy maji rovnaké ¢éislo prave vtedy, ked
si izomorfné.

Podobne ako v predoglej Casti, label vrcholu u, pokial je cely strom zakoreneny za v, budeme volat L, (u).

Zdalo by sa, ze takto musime skonstruovat potencidlne n? labelov, ale v skutoénosti méze existovat najviac
3n roznych labelov, resp. stromov. Jeden label ma kazdy vrchol ak je korenom a najviac jeden dalsi label za
kazdého suseda (ak by dany sused bol otcom vrchola). Dokopy maji vSetky vrcholy v strome 2n — 2 susedov.
Vobec nas ale nezaujima, aké labely by dostali nejaké tiplne iné stromy, mimo tychto 3n stromov, a to nam da
trocha slobody.

Vo vzorovom rieseni s hashovanim, sme v podstate riesili problém, Ze na spocitanie labelu vrcholu v potre-
bujeme spocitat label vrcholu u a naopak, ale obisli sme to dvoma dfs prechodmi a od¢itavanim hashov. Iny
sposob je skusit najst nejaky jedinecny vrchol v taky, ze strom zakoreneny vo v, nie je izomorfny so ziadnym
inym stromom. Takymto jedine¢nym vrcholom je centrum stomu, ktoré si hned vysvetlime.

Priemer stromu je vzdialenost najvzdialenejsich vrcholov v strome, resp. dizka najdlhsej cesty v strome. Na
chvilu ignorujme stromy s priemerom neparnej diiky, neskér sa k nim vratime. Ak je priemer stromu péarny,
tak existuje takzvané centrum, c¢o je stred najdlhsej cesty. Aj ked najdlhsich ciest moze byt viac, centrum je
vzdy jednozna¢né (zamyslite sa preco). Oznac¢me si centrum nésho stromu c.

Ak zakorenime strom za centrum, dostaneme najplytsie mozné zakorenenie a navySe strom zakoreneny za
vrchol v mé hibku rovnd vzdialenosti v od ¢ plus hibka pri zakoreneni za ¢. Z tohto vyplyva zaujimavé vec —
ak maju byt dve zakorenenia stromu izomorfné, musia byt ich korene rovnako vzdialené od centra.

Druhé, doblezitejsia, vec je, ze strom zakoreneny za centrum nie je izomorfny so ziadnym inym stromom.
Le(c) # Ly(u) pre ziadne (v,u) # (¢, ¢). Pre v = u nesedi hibka a pre ostatné nesedi pocet vrcholov. Dokonca,
ak aj strom zakorenime za hociaky vrchol, tak L,(c) # L,(u) pre ¢ # u. Opét ddvod je jednoduchy — vSetky
ostatné stromy pod v musia mat ind hibku a teda nemézu byt izomorfné.

S tymito pozorovaniami by sme mali vediet zvolit taki definiciu L, (u), ktord sa da lahko spocitat a zaroven
dostato¢ne spliia izomorfick podmienku (aZ na jednu vyjnimku, vid nizsie).

Definujme si L,(c) = —1 pre vSetky v, inak povedané, ddme centru label, ktory nepouzijeme nikde inde.
Pre vsetky ostatné stromy pouzijeme na definiciu labelu postup, ktory pozname zo sekcie Izomorfizmus dvoch
stromov - labely a AHU.

L, (u) = m(Sv (U))

kde S, (u) je utriedeny zoznam labelov synov w vrchola u za predpokladu, Ze v je koren. m je funkcia, ktora
na vstupe dostane zoznam celych ¢isel a na vystupe vrati jedno prirodzené ¢islo. Funkcia m vracia rovnaké
¢isla pre rovnaké zoznamy, a rozne ¢isla pre rozne zoznamy (inak povedané m je prostd funkcia). Implementécia
takéhoto niecoho je jednoduchd pomocou mapy alebo hash-mapy (python vie dobre hashovat tuples).

Vystupom algoritmu je pocet roznych hodnot L, (v), ktoré spocitame podobne ako v predoslej sekcii, zako-
renime strom za ¢ a dvakrat ho prejdeme pomocou dfs.

No pockat, ale strom pod ¢ mbze vyzerat inak pre rozne korene, preco mézeme mat vsade rovnaki hodnotu
L,(c) = —17 Vsimnime si, ze stromy zodpovedajice L, (c) a L,(c) st izomorfné prave vtedy, ked si izomorfné
stromy zodpovedajice L.(v) a L.(u) (cvicenie pre ¢itatela). Vdaka tomu, ze pre vypocet L, (v) pouzivame aj
Se(v), tak nam jedna hodnota L, (c) nikdy nespravi problém.

A ¢o ak strom na vstupe nemé centrum? (T.j. priemer stromu mé parnu diiku). V takom pripade je v strede
jedinej najdlhsej cesty hrana. Do stredu tejto hrany priddme novy vrchol, ktory bude centrum. Vdaka tomu, ze
toto nové centrum je opét unikdtne (z hladiska izomorfizmu), ostane vSetko v poriadku. Ak v pévodnom strome
boli nejaké dva zakorenené stromy izomorfné, tak aj v strome s pridanym centrom budt izomorfné. Nesmieme
vSak zabudnit z vyslednej odpovede odpocitat jednotku, lebo sme pridali jeden novy koren, iny od vSetkych
ostatnych.
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Casova, zlozitost riesenia je O(nlog n), ale podobne ako pri AHU algoritme, méZzeme podéitat labely po
vrstvach, vid. popis AHU algoritmu vyssie, a dokdZeme v linedrnom ¢ase od poctu vrcholov na o jedna hlbsej
vrstve spocitat vsetky labely pre dani vrstvu. Takéto rieSenie ma ¢éasovi aj pamétova zlozitost O(n).

Listing programu (Python)

import random
import sys
sys.setrecursionlimit (1000000)

# read input

n = int(input ())

E [[] for _ in range(n)]
far_p = [0 for _ in range(n)]

for i in range(n - 1):
a, b = [int(x) - 1 for x in input().split()]
E[a].append(b)
E[b].append(a)

# find center
def farthest (v, parent):
far_pl[v] = parent

f = (0, v)
for e in E[v]:
if e != parent:

ef = farthest(e, v)
f = max(f, (ef[0] + 1, ef[1]))
return f

perimeter, center = farthest(farthest(0, -1)[1], -1)
for i in range(perimeter // 2):
center = far_pl[center]

# add virtual center if needed
if perimeter % 2:
a, b = center, far_pl[center]
El[a].remove(b)
E[b].remove(a)
E.append([a, bl)
E[a].append(n)
E[b].append(n)

center = n
n +=1
# solwve

label_map = {}
def label(x):
x = tuple(x)
if X not in label_map:
label _map[x] = len(label_map)
return label_map [x]

S = [[] for _ in range(n)]
L = [0 for _ in range(n)]

def dfs_1(v, parent):
S[v] = [dfs_1(e, v) for e in E[v] if e != parent]
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return label(sorted(S[v]))

def dfs_2(v, parent):
L[{v] = -1 if parent < O else label(sorted(S[v] + [L[parent]]))
_ = [dfs_2(e, v) for e in E[v] if e != parent]

dfs_1(center, -1)
dfs_2(center, -1)
print (len(set (L)) - (perimeter % 2))

Pri doprogramovani si davajte pozor, ze vzorové riesenie v Pythone sa nemusi zmestit do ¢asového limitu,
obzvlast ak méte O(nlogn) Casovi zlozitost. Vzordk v C++ zbehne s prehladom a nase hashovacie rieSenie
v Pythone tiez v pohode prejde.

Peter Ralbovsky
8. Absurdistanské dialnice (max. 12b za popis, 8 b za program)

Na vstupe mame niekolko dialni¢nych krizovatiek. Nasim cielom je navrhnut severojuzné a zapadovychodné
dialnice tak, aby:

1. kazda krizovatka bola krizovatkou dvoch dialnic,
2. aby sa ziadne dve dialnice nekrizovali mimo krizovatie,
3. a aby bolo dialnic ¢o najmenej.

Sktsme najprv ignorovat posledni podmienku a pozriet sa na riesenie iterativne: Na zaciatku méme vela
krizovatiek a na kazdej z nich sa krizuju dve samostatné dialnice. Ak mame n krizovatiek tak mame 2n dialnic.
Chceme aby dialnic bolo ¢o najmenej, preto chceme tieto dialnice pospajat. Krizovatku mdzeme napojit iba
na ta ktord je k nej najblizsia v kazdom zo Styroch smeroch. Kazdé takéto spojenie nam znizi pocet dialnic
o jedna. Keby sme ignorovali druhii podmienku tak v podstate kazdi krizovatku moézeme spojit s najblizsimi
krizovatkami vo vSetkych Styroch smeroch a tym padom by nam pre kazdi x-ovi stiradnicu zostala prave jedna
zvisla dialnica a pre kazdd y-novi stradnicu zostala prave jedna vodorovnd dialnica.

Druhd podmienka vsak situdciu komplikuje. V praxi pre nds znamena Ze na kazdej krizovatka spojnic
dialnic ktora nie je na vstupe si musime vybrat ktortd spojnicu ponechame a ktord nie. Toto ndm vsak tlohu
transformuje na vcelku standartny grafovy problém: Pre kazdu spojnicu majme jeden vrchol v grafe. Pre kazda
krizovatku dvoch spojnic ktora nie je na vstupe majme hranu ktord spoji dva vrcholy reprezentujtce tieto dve
spojnice. Teraz z grafu chceme vybrat ¢o najviac vrcholov (spojnic), tak aby ziadne dva vybrané vrcholy neboli
spojené hranou. Chceme teda vybrat najviacsiu nezavisld mnozinu (mazimum independent set).

Tento postup si mézme ozrejmit aj na nasledovnom prikladnom obrazku. Na obrazku mame jednotlivé
krizovatky. Na zaciatku sa v kazdej z nich stretavaju dve dialnice. KedZe chceme pocet dialnic minimalizovat,
chceme vybudovat ich spojnice, kde kazda spojnica nam znizi pocet jedinec¢nych dialnic o jedna. V idedlnom
pripade chceme vyuzit vSetky spojnice, ale v tomto pripade to nie je mozné, kedze dialnice sa nesmu krizovat
mimo krizovatiek. Tuto tlohu si pretransformujeme do bipartitného grafu, kde vrcholy reprezentuju spojnice.
Hrany st medzi vrcholmi prave vtedy ked sa dve spojnice krizuju a teda nemoézeme postavit obidve. Chceme
teda vybrat ¢o najviac vrcholov tak aby medzi ziadnou dvojicou vybranych vrcholov nebola hrana.

H-ovaos o
Ll

Y-ova og ~

spojnice Fan
dialnice

v krizovatky

Problém najvicsej nezavislej mnoziny v grafe je vo vSeobecnosti v kategori NP-uplnych problémov a teda je
pravdepodobné, Ze sa ndm nan nikdy nepodari najst rieSenie v polynomidlnom case. Nas graf mé vsak uzito¢nu
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vlastnost — je bipartitny. To znamend, ze vrcholy v nom vieme rozdelit do dvoch kategorii: severojuzné spojnice
a vychodozapadné spojnice, pricom hrany st iba medzi vrcholmi z réznych kategoérii. Tento problém uz mé
zname rieSenie, ktoré sme sa pokusili zhrnit tu®. Casova zlozitost pre riesenie tohto problému je O(E\/V ), pre
bipartitny graf s F hranami a V' vrcholmi ak hladdme maximélne parovanie pomocou Edmonds—Karp. V nasom
pripade vSak absolitne postaci pomalsi algoritmus na hladanie parenia s ¢asovou zlozitostou O(EV'). Ked méme
krizovatiek n, tak moze byt medzi nimi 4n € O(n) spojnic. Tieto spojnice sa vSak mozu krizit pomerne vela
krat. Napriklad na obrazku nizsie vidime situdciu v ktorej mame az (n/4)? € O(n?) krizovatiek spojnic. Viac
ich v8ak nemoze byt, kedze 4n spojnic sa moze krizovat najviac v 16n? € O(n?) miestach. Tym padom je éasova
zlozitost vysledného riesenia O(EVV) = O(n?y/n) = O(n*?). Pamitova zlozitost je O(n?), kedze potrebujeme
vyrobit graf vsetkych hran (kriZeni spojnic).
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Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <tuple>
#include <map>
#include <algorithm>
#include <cstdio>
#include <set>

using namespace std;
#define FOR(i,n) for(int i = 0; i<(m); ++1i)

bool dfs(int a, int vrstva, vector<vector<int>>& G, vector<int>& z_b_do_a,
— vector<int>& A, vector<int>& B) {

if (A[a] != vrstva) return O;
Afal = -1;
for (int b : G[a]) if (B[b] == vrstva + 1) {
B[b] = 0;
if (z_b_do_al[b] == -1 || dfs(z_b_do_al[b]l, vrstva + 1, G, z_b_do_a, A
< , B))
return z_b_do_al[b] = a, 1;
}

return O;

int hopcroftKarp(vector<vector<int>>& G, vector<int>& btoa) {
int res = 0;
vector<int> A(G.size()), B(btoa.size()), terajsia_vrstva, dalsia_vrstva;
while (true) {

Shttps://www.ksp.sk/kucharka/parenie/
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//polia A a B budu obsahovat wvzdialenost po striedavych cestach 2z
<~ mesparovanych vrcholov v A

fill(A.begin(), A.end(), 0);

fill(B.begin(), B.end(), 0);

/// Najdenie mnesparovanych vrcholov v A4

terajsia_vrstva.clear();

// -1 su sparovane vrcholy v 4

for (int a : btoa) if(a != -1) A[a] = -1;
FOR(a, G.size()) if(A[al] == 0) terajsia_vrstva.push_back(a);
/7
for (int vrstva = 1; true; vrstva++) {
bool posledna = false;
dalsia_vrstva.clear();
for (int a : terajsia_vrstva) for (int b : G[a]) {
if (btoalb] == -1) {
//nasli sme zlepsujucu cestu
B[b] = vrstva;
posledna = true;
}
else if (btoalb] '= a && !Bl[bl) {
//tento vrchol je uz sparovany a teda haladame
— alternujucu cestu cez jeho sparovanu hranu
B[b] = vrstva;
dalsia_vrstva.push_back(btoa[b]);
}
}
if (posledna) break;
//nenasli sme zlepsujucu cestu ale nie je kam pokracovat teda mame
— mazimalne parentie
if (dalsia_vrstva.empty()) return res;
for (int a : dalsia_vrstva) A[al = vrstva;
terajsia_vrstva.swap(dalsia_vrstva);
}

/// Use DFS to scan for augmenting paths.
FOR(a, G.size())
res += dfs(a, 0, G, btoa, A, B);

//najde vrcholove pokrytie, wvyuziva minimalne parente
vector<int> vrcholove_pokrytie(vector<vector<int>>& g, int A, int B) {

vector<int> z_b_do_a(B, -1);
int res = hopcroftKarp(g, z_b_do_a);
vector<bool> X(A, true), Y(B);

//oznaci vrcholy, ktore su sparene, ako tie, ktore zatial nie su v X, vsetky
— ostatne su v X0
for (int b : z_b_do_a) if (b != -1) X[b] = false;

// kedze mam mnezalezi na poradi vrcholov pocas wvyhladavania (chceme iba

— mnajst vrcholy v X), tak mozeme mnamiesto fronty pouzit vector ako stack
vector<int> q, C;
// na zactatku do stacku prehladavanych vrcholov pridame wvrcholy z X_0
for(int i=0; i<A; i++) if (X[i]) q.push_back(i);

while (!q.empty()) {

strana 27 z 30 http://ksp.sk/




int a = gq.back(); q.pop_back();
// pridame wrchol a do X
X[a] = true;

for (int b : glal) if (!'Y[b] && z_b_do_alb]l != -1) {
// ak sme wrchol b doteraz nevidelt a je spareny, tak ho pridame
— do Y

// ak je spareny, tak sa uz nechceme wvracat po hrane, v ktorej
— sme uz boli
Y[b] = true;
q.push_back(z_b_do_albl);
b
b
// na zaver precislujeme vrcholy napravo a vratime wvector vrcholov v
~ majmensom vrcholovom pokrytt

for(int i = 0; 1 < A; i++) if (!'X[i]) C.push_back(i);
for(int i = 0; i < B; i++) if (Y[i]) C.push_back(A + 1i);
return C;

long long getn() {
long long x;
scanf ("%114",&x) ;
return x;
¥
typedef tuple<int,int, bool> dialnicny_usek;
int main() {
map<int, map<int, int>> YX;
map<int, map<int, int>> XY;
map<int, map<int, int>> krdole;
map<int, map<int, int>> krdoprava;
int n = getn();
FOR(i,n) {
int x=getn();
int y=getn();
YX [yl [x]=1;
XY[x][yl=1;
}

//zlava doprava

vector<vector<dialnicny_usek> > nechcene_krizenia;
map<dialnicny_usek, int> mapa_zvislych_usekov, mapa_vodorovnych_usekov;
for (const auto &itl: YX)
{
int y = itl.first;
for (const auto &it2: XY) {

int x = it2.first;

auto it = it2.second.lower_bound(y);

auto it_pred_x = itl.second.lower_bound(x);

if (it->first != y && it!=it2.second.begin() && it != it2.second.end
— O

&% it_pred_x->first != x && it_pred_x != itl.second.begin() &&
< it_pred_x != itl.second.end())

{

//T y zvuisly?
auto it3= itl.second.lower_bound(x);
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nechcene_krizenia.push_back ({{x, it->first, true}, {it3->first,
— y, falsel}});

mapa_zvislych_usekov [{x, it->first, truel}] = 0;

mapa_vodorovnych_usekov [{it3->first, y, falsel}] = 0;

}
}
X
vector<dialnicny_usek> pole_zvislych_usekov;
for (auto &usek : mapa_zvislych_usekov) {
usek.second = pole_zvislych_usekov.size();
pole_zvislych_usekov.push_back(usek.first);
X
vector<dialnicny_usek> pole_vodorovnych_usekov;
for (auto &usek : mapa_vodorovnych_usekov) {
usek.second = pole_vodorovnych_usekov.size();

pole_vodorovnych_usekov.push_back(usek.first);

3

vector<vector<int> > nechcene_krizenia_graf (pole_zvislych_usekov.size());
for (auto &krizenie : nechcene_krizenia) {
nechcene_krizenia_graf [mapa_zvislych_usekov[krizenie [0]]].push_back(
— mapa_vodorovnych_usekov[krizenie[1]]);

vector<int> cov = vrcholove_pokrytie(
nechcene_krizenia_graf,
nechcene_krizenia_graf.size(),
pole_vodorovnych_usekov.size());

set<dialnicny_usek> nepostavime;
for (int i : cov) {
dialnicny_usek d;
if (i < mapa_zvislych_usekov.size()) {
d = pole_zvislych_usekov[i];
} else {
d = pole_vodorovnych_usekov[i - mapa_zvislych_usekov.size()];
}

nepostavime.insert (d) ;

vector<vector<int> > vodorovne_dialnice, zvisle_dialnice;

for (const auto &itl: YX)
{

//hladame po riadkoch vodoroune dialnice
int y = itl.first;

auto it_next = itl.second.begin();

int x_zac = -1;

for (auto it2 = it_next++; ; it2 = it_next++) {
if (x_zac == -1) {

X_zac it2->first;

}

// ak uz dalej ziadna krizovatka nie je tak dialnicu skoncime
bool skonci = it_next == itl.second.end();

//skoncime ju aj ked dalsi usek sa mam neoplati postavit
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if (! skonci)

{
dialnicny_usek usek = {it_next->first, y, falsel;
skonci = nepostavime.count (usek) ;

}

//ked skoncime tak sme masli koniec a tenm sSi zapiseme
if (skonci)

{
vodorovne_dialnice.push_back ({x_zac, y, it2->first, yl});
x_zac = -1;
}
if (it_next == itl.second.end()) break;
}
}
for (const auto &itl: XY)
{
//hladame po stlpcoch zvisle dialnice
int x = itl.first;
auto it_next = itl.second.begin();
int y_zac = -1;
for (auto it2 = it_mext++; ; it2 = it_next++) {
if (y_zac == -1) {
y_zac = it2->first;
¥
// ak uz dalej ziadna krizovatka nie je tak dialnicu skoncime
bool skonci = it_next == itl.second.end();
//skoncime ju aj ked dalsi usek sa mam neoplati postavit
if (!skonci)
{
dialnicny_usek t = {x, it_next->first, truel;
skonci = nepostavime.count(t);
}
//ked skoncime tak sme mnasli koniec a ten st zapiseme
if (skonci)
{
zvisle_dialnice.push_back({x, y_zac, x, it2->first});
y_zac = -1;
¥
if (it_next == itl.second.end()) break;
}
}

printf ("%d\n", vodorovne_dialnice.size());
for(auto x: vodorovmne_dialnice)
printf ("%d %4 %d %d\n", x[0], x[1], x[2], x[3]);
printf ("%d\n", zvisle_dialnice.size());
for(auto x: zvisle_dialnice)
printf ("%d %d %4 %d\a", x[0], x[1], x[2], x[3]1);
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