KoreSpondencny seminar z programovania
XXXII. ro¢nik, 2014/15

Katedra zakladov a vyucovania informatiky FMFI UK,
Mlynska Dolina, 842 48 Bratislava

Vzorové riesenia 1. kola zimnej casti

opravuje Sysel
1. Zwarte Doos (max. 0 b za popis, 10 b za program)

Level 1

Po péar pokusoch si bolo mozné v8imnut, Ze k vstupnému ¢islu sa vzdy pripoécitalo ¢islo 1. Na dosiahnutie
¢isla 47 teda stacilo zadat 46.

Level 2

Tu sa zobralo vstupné é&islo a prevratilo sa v fiom poradie cifier. Cislo 123 ziskame pomocou 321.

Level 3
Tento level pocital ciferny stucet vstupu. Kedze 42 = 6 - 7, mohli ste napriklad zadat 777777.

Level 4

Fakt, Ze mate dosiahnut OK, mohol byt mierne odstrasujtci. V skuto¢nosti vam vsak skrinka odpovedala,

Pre ¢loveka bolo najjednoduchsie najskor najst spravnu dizku vysledného ¢&isla a potom postupne hladat
jednotlivé cifry. Vysledok nebol zvoleny tplne ndhodne. Bolo to prvych 8 desatinnych miest ¢isla 7: 14159265.

Ak by sme v8ak chceli minimalizovat pocet pokusov, mohli by sme skusit este efektivnejsi postup. Najskor
najdeme prvé minimum a maximum. Minimum méze byt napriklad nula a maximum prvé &islo, ktoré ndm uz
bude vypisovat odpoved mensSie. Tieto ndm uréia nejaky interval, v ktorom sa hladané ¢islo moze nachadzat.
Spytame sa presne na stred tohto intervalu. Nech nam krabicka odpovie akokolvek, prave sme zmensili inter-
val moZnych odpovedi na polovicu (ak sme, ndhodou, ¢islo neuhddli). Opakovanim tohto postupu sa rychlo
dopracujeme k vysledku. V informatike sa tato metéda nazyva bindrne vyhladavanie.

Level 5

Prvéa vec, ktort ste si mohli vS§imnit, je, Ze skrinka zachovava podet cifier. Prvi cifru nikdy nemeni. Druht
vzdy zvysi o 1, tretiu zvysi o 2, atd. Ale ak je napriklad druh4 cifra 9, tak z nej spravi 0, takze ¢islice sa cyklicky
todia. Stacilo preto 25252525 cyklicky posunut spit, ¢im ziskame 24028068.

Level 6

Predstavte si, ze zoberiete vsetkych 26 pismen anglickej abecedy a poskladate z nich vSetky mozné slova.
Tieto slova potom zoradite. Najskor podla dizky a potom podla abecedy. Takto ziskate postupnost, ktorej prvky
vam vracala Siesta krabicka.

Na zaciatku je prazdne slovo dizky 0. Nasleduje 26 samostatnych pismen dizky 1. Potom st vietky dvojice
zoradené abecedne, atd. Nieco podobné vyuzivaju tabulkové procesory (napr. Microsoft Excel alebo LibreOffice
Calc) na oznacenie stipcov.

Jeden spdsob, ako ndjst medzi tymito slovami PAPAGAJ-a, je postupovat podobne ako v leveli 4. Vieme
totiz povedat, ¢ slovo, ktoré sme dostali, je pred alebo za PAPAGAJ-om.

Druhd, rychlejSia moZnost je toto ¢islo vypoditat. Najskor musime spocitat vsetky menejpismenkové slova.
Prazdne slovo je jedno, jednopismenkovych je 26, dvojpismenkovych 26 - 26 a n-pismenkovych je 26™. Spolu je
to teda 26° + 261 + 262 + - - - + 26° slov. Potom este musime pripo¢itat vSetky 7 pismenové slové, ktoré zacinaji
nie¢im pred P (15 -26), vietky slova za¢inajtce na PA ktoré maju tretie pismeno pred P (15-26%) a obdobné
slova pre G a J (6-262 a 9-26°). Po s¢itani dostaneme 4961867752 ¢o je pocet slov pred slovom PAPAGAJ a
teda aj jeho poradie.
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Level 7

Nech napisete takmer dokolvek, v¥sledok je 101010. A méte najst POKLAD! Co to méa znamenat? Robia si
z nés snad srandu? Alebo Ze by 101010 niec¢o znamenalo? NemdZe to byt stopa na ceste k pokladu? Nesktsime
ho zadat? BINGO! Ziskali sme dalSiu stopu. Ak zaddme ju a postup zopakujeme este 20 krat, dostaneme sa k
pokladu.

Wait! What? M4 to aj nejaky hlbsi zmysel? Samozrejme! Ak si totiz cestu k pokladu zaznacite do mapy
(na ¢iselnt os), zistite, ze neskace len tak ndhodne, ale vzdy sko¢i o polovicu toho, ¢o skdkala predtym. A vzdy
zmeni smer. Presnejsie povedané, v n-tom kroku skoéi o (—2)20~" dopredu (kroky ¢islujeme od 0). Znamena
to, ze musi skon¢it priblizne v dvoch tretindch prvého skoku. Na domécu tlohu si rozmyslite preco! Alebo si to
aspon nakreslite.

Level 8

Velmi dobry testovaci vstup je napriklad 8887777. Vrati nam 3847. Co to mé znamenat? No presne to, ¢o
ste napisali. Tri osmicky a Styri sedmicky. Takze 123456 nam vlastne hovori, Ze spravny vstup méa byt jedna
dvojka, tri Stvorky a pit Sestiek. Teda 244466666.

Level 9

Cas. Vyborne. Dimenzia, ktord nam chybala. Vstup 0 vypise aktualny cas.

Népad: Submitntf o 4:13 rano. Zamietnuty. (Ci?)

Pozorovanie: ¢islo na vstupe vynasobené 47 je pocet minut, ktory sa k aktualnemu ¢asu pripocita.

Néapad: N4jst najblizsi éas pred 4:13, ku ktorému vieme pric¢itat nejaky jednoduchy nasobok 47, a pockat
tych najviac 47 mintt. Zamietnutie zavisi od jedinca' a aktudlneho ¢asu.

Jedinec, ktory predchadzajici ndpad zamietol, si mohol uvedomit, Ze nie je Specifikovany deii a teda sa vieme
posuntit dopredu o viac ako 24 hodin. Takto sa vie k Zelanému ¢asu dostat blizSie a ¢akat menej. Alebo to moze
vypocitat presne a potom zistit, Ze sa medzicasom ¢as zmenil. Aj tak mu v8ak patri slava.

Level 10

Konecne koniec. Co si pre nas prichystal? Adama a Ani¢ku z Aleksiniec. Pozorny riesitel si méze vSimnit,
ze mame k dispozicii 13 muzskych mien, 11 Zenskjch mien a 7 obci. Tieto sa pri postupnom zvysovani vstupu
neustéle cyklia. A vdaka tomu sa postupne vystrieda vSetkych 1001 moZnosti.

Riesenie? Hrub4 sila. Borisa dostaneme z 1 a potom z kazdého trindsetho ¢isla. Tak teda postupne pripoci-
tavame 13. Ked to spravime 2-krat (27), dostaneme Borisa a Filoménu z Génoviec. Kombindcia muza a obce
sa vSak opakuje iba raz za 13 % 7 = 91 krokov. Teda pripocitavame 91, kym nedostaneme v strede Hanku. Je to
pri 755.

Ak by vas zaujimal vieobecnejsi sposob ako riesit podobné tilohy, kli¢ovy pojem je ,,Cinska zvyskova veta“.

Zaver

Casom (pér tyZdiiov po odovzdani) sa tento text este doplni tatistikami ohladne poétu pokusov pre jednot-
livé ulohy. Dufam, Ze ste sa pri rieSeni Zwarte Doos zabavili, vzoraky pochopili a Ze sa tesite na Zwarte Doos
2.

opravuje Rastfo
2. Zaujimavé pohare (max. 6 b za popis, 4 b za program)

V tomto vzorovom rieseni si predstavime viacero moZnych spdsobov, ako riesit tento problém, a po ich
porovnani vyberieme ten najefektivnejsi.

Pomerne jednoduchy spdsob je postupne skusat, ktory pohar ndm chyba, a potom overit, ¢ sudet objemov
ostatnych poharov je rovny v. Na spodéitanie objemu zvy$nych poharov potrebujeme urobit n operacii. A musime
to spravit n krat, pre kazdy pohar, ktor§ by mohol chybat, takze urobime n - n operacii. Casova zlozitost tohto
algoritmu je teda O(n?)?.

Nedalo by sa toto riesenie zlepsit? Musime skuto¢ne skusat kazdy pohar? Zacnime tym, Ze s¢itame objem
vSetkych poharov a tento sicet si oznacime s. Objem pohara, ktory nam chyba je zjavne s — v. Takto sme
zlepsili zlozitost nasho programu na O(n), kedZe nam staci sc¢itat n ¢isel.

Lriegitela

2 Ak ste este nikdy nepoculi o O-notécii, tak si o nej mozete nieco preéitat na stranke ksp.sk/riesenie/zlozitost
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Vsimnime si, ze najpomalsia faza v naSom algoritme je vypocitat sicet objemov vsetkych pohérov, ¢o je v
podstate stcet 142+ ---+n. Pre takyto Specidlny stcet, ale existuje matematicky vzorec. A na jeho odvodenie
sa pouziva pekny matematicky trik.

Napi$me si na papier postupnost 1 az n a pod 1nu eSte raz ti istii postupnost, ale v obratenom poradi.

1 + 2 + 3 4+ - 4+ (n=2) + (n-1) + n
n + (n-1 + (n—-2) + --- + 3 + 2 + 1

Viimnime si, ze sticet v kazdom stipci je n + 1. Takze stcet &isel v oboch riadkoch je n(n +1). Aviak, kazdé
¢islo sme zaratali dvakrat, takze stucet jedného riadku je polovica celkového suctu, t.j. % Takto vieme
sucet objemov vSetkych poharov vypocitat v konstantnom case dosadenim do vzorca. Pamétova zloZitost je tiez

konsStantna.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>

int main() {
long long N,V;
scanf (”%11d%11d”, &N, &V) ;
printf (”$11d”, (N * (N + 1)) / 2 - V);

Listing programu (Pascal)

program pohare;
var N,V : int64;

begin

readln (N,V) ;

writeln((N *x (N + 1)) div 2 - V);
end.

opravuje Luxusko
3. Zaklad aspechu (max. 5 b za popis, 5 b za program)

Najjednoduchsie rieSenie, priamociaro “hrubou silou” vyzerd nasledovne: Oznac¢me si retazce fembotky a
Helboja F' a H. VyskuSame vSetky mozné podrefazce H — postupnym vyberom zaciatkov a koncov. Kazdy
podretazec po znakoch skontrolujeme, ¢i sa také pismenko nenachadza aj v F' — prejdenim celého F'. Ak tam
bola aspoii jedna spolo¢na téma-pismenko, podretazec zardtame. Casova zloZitost tohoto pristupu je O(h? - f)
— méame h(h + 1)/2 podretazcov po najviac h pismen, z ktorych kazdy skontrolujeme za najviac f krokov.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <string>
using namespace std;

int main() {
int £, h;
string F, H;
cin >> £ >> h;
cin >> F >> H;

long long pocet = 0;
for (int i = 0; 1 < h; 1i++) {
for (int j = i; J < h; J++) |
for (int k = 1i; k <= j; k++) {
bool spolocna = false;
for (int 1 = 0; 1 < f; 1++) if (H[k] == F[1l]) { spolocna = true; break; }

if (spolocna)
}

pocet++; break; }
}
}

cout << pocet << ’'\n’;

return 0;

Vsimnime si, Ze netreba stale prechddzat cely refazec F' — namiesto toho vieme prejst F' na zaciatku raz,
pre kazdé pismenko si zapamitat, ¢i je v iom a nésledne to rychlo kontrolovat pri prechddzani. Dostaneme cas

O(f + h®).

Listing programu (C++)
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#include <iostream>
#include <string>
using namespace std;

string F, H;
bool je_v_F[32]; // tabulka pre pismenka, v globalnych je default vsade 0/false

int main() {
int f, h;
cin >> £ >> h;
cin >> F >> H;

for (int i = 0; i < f; i++) Je_v_F[F[i]-"a’] = true;
long long pocet = 0;
for (int i = 0; 1 < h; i++)
for (int j = 1i; Jj < h; J++)
for (int k = 1i; k <= j; k++)
if (je_v_F[H[k]-"a’]) { pocet++; break; }

cout << pocet << '\n’;

return 0;

Dalej sa zamyslime, ¢o sa stane, ked v H pre dany zaciatok tseku najdeme koniec taky, Ze tento tsek uz
obsahuje spoloéni tému s F. Tento koniec mdZzeme Iubovolne posiivat dalej a stdle budeme mat aspon jednu
tato istt spolofni tému. Ako nam to pomoze? Pre kazdy mozny zaciatok najdeme najblizSie pismenko, ktoré
sa vyskytuje aj v F. Ak ziadne nendjdeme, tak zjavne nemame podrefazec so spolo¢nou témou nikde dalej.
Nech zadiatok je na pozicii ¢ a najblizsie spolo¢né pismenko na j >= i. V8etkych podretazcov zac¢inajtcich v i
obsahujtcich j je h — j (ak indexujeme od 0 po h — 1). TakZe tento prislusny pocet zardtame a pohneme sa na
dalsi zaciatok. Zaciatkov je h a pre kazdy prejdeme najviac h pismen, ¢o ndm dava ¢asovii zlozitost O(f + h?).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <string>
using namespace std;

string F, H;
bool je_v_F[32];

int main() {
int f, h;
cin >> £ >> h;
cin >> F >> H;

for (int i = 0; i < f; i++) Jje_v_F[F[i]-"a’] = true;
long long pocet = 0;
for (int i = 0; i < h; i++){
int prva_spol;
for (prva_spol = i; prva_spol < h; prva_spol++) {
if (je_v_F[H[prva_spol]-"a’]) break;

}

pocet += h-prva_spol;
}
cout << pocet << '\n’;
return 0;

Nakoniec sa pozrime, ¢o sa deje pri hybani sa na dalsi zaciatok tuseku. Kde mohla byt predosld najblizsia
spolo¢nd téma? Ak bola hned na predoslom zaciatku, tak je uz za nami a musime ndjst novi. Inak je stale
najblizsia t4 ist4d. Budeme mat premennu pre poziciu najblizsej spolo¢nej témy a ked sa uz zaciatok ocitne za
fiou, budeme ju zvysovat, kym nendjdeme dalSiu spoloént tému alebo koniec. Tto premenni zvysime celkovo
iba h-krat a kazdému zaciatku vieme povedat, kolko prislusnych podretazcov z neho zardtame. Dostdvame rychle
vzorové riesenie v O(f + h).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <string>
using namespace std;

string F, H;
bool je_v_F[32];

int main() {
int f, h;
cin >> £ >> h;
cin >> F >> H;

for (int i = 0; i < f; i++) Jje_v_F[F[i]-"a’] = true;
long long pocet = 0;
int ns = -1; // najblizsia spolocna tema (pozicia)

for (int i = 0; i < h; i++){
if (ns < 1) {
for (ns = i; ns < h; ns++) if (je_v_F[int(H[ns]-"a’)]) break;
}
pocet += h-ns;

cout << pocet << '\n’;
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return 0;
}
Treba si dat pozor na velkost odpovede — moze presiahnut rozsah 32-bitovej premenne;j.
Vsimnite si, ako sme z jednoduchsieho rieSenia zrychlovali. Vzdy vyhodime nieco, ¢o zbytoéne prechadzame.
Takto vieme Casto najst pouzitelné riesenia. Pamitova zlozitost bola vo vSetkych pripadoch O(f + h), nakolko
sme si pamiitali iba nacitané refazce a konstantne vela pomocnej pamite.

opravuje Peta a Jano
4. Zdobenie torty (max. 9 b za popis, 6 b za program)

Najprv sa zamyslime nad tym, ako by sa priklad dal riesit, keby ¢iara na torte isla cez vSetky jahody.
Jahodam, cez ktoré ¢iara pocas kreslenia uz presla, budeme hovorit pokreslené.

Keby sa nam pocas kreslenia ¢iary na tortu niekedy stalo, Ze sme ¢iarou prave prisli k nejakej jahode, pricom
aj nalavo aj napravo od tejto jahody je nepokreslend jahoda, je jasné, Ze plan sa uz nebude dat dokondcif bez
prekrizenia Giary. (Ak by sme sa totiz v dalSom kroku vybrali napravo od poslednej jahody, uz sa nedostaneme
k tej, ¢o je nalavo, bez toho, aby sa ¢iara prekrizila — a naopak analogicky.)

Tato myslienku mozeme velmi Tahko zovSeobecnit — pri kresleni ¢iary od jahody k jahode musi vzdy platit, Ze
kazda jahoda (okrem prvej), ku ktorej pojdeme ¢iarou, mé aspoii jednu z dvoch susednych jahod uz pokreslent.
To znamen4, %e pocas kreslenia budeme mat vzdy jeden suvisly tsek jahod pokresleny a zvysné jahody buda
nepokreslené — teda pri kazdom dalSom kuse éiary, ktory budeme kreslit (okrem posledného), budeme mat na
vyber z dvoch jahod — budt to tie nepokreslené, ktoré susedia s pokreslenymi.

Program teda v tomto pripade funguje nasledovne: cely ¢as si bude pamétat interval pokreslenych jahdod (na
zadiatku si ho inicializuje na prva jahodu) a pri kazdom dalSom kroku len skontroluje, ¢i nové jahoda susedi s
jednou z krajnych jahdd intervalu, a ak ano, interval si prislusne zvicsi. Ak nie, vyhlasi, ze plan je zly a ciara
sa pretne.

Co ale v pripade, Ze plan neobsahuje vsetky jahody? Ked venujeme chvilku kresleniu roznych planov na
papier, uvidime, Ze z kazdej jahody sa mézeme pohnit dvoma réznymi smermi — doprava alebo dolava. Navyse,
ak ideme vlavo, mozeme si vyberat len z tych jahod vlavo, ktoré patria do nepokresleného intervalu za¢inajiceho
lavou susednou jahodou a konciaceho najblizSou pokreslenou jahodou. (Analogicky aj pre druha stranu — ak
ideme vpravo, mozeme ist len na taku jahodu, ktord patri do nepokresleného intervalu zacinajiceho pravou
susedou jahody, na ktorej sme, a konciaceho prvou pokreslenou jahodou.) Napriklad v situdcii na obrazku
interval vpravo obsahuje jahody 3 a 4 a interval vlavo jahodu 6.

1

Néasmu programu by teda stacilo, keby si udrziaval dva intervaly, a pri kazdej novej jahode sa pozrel, ¢i patri
do jedného z nich; ak ano, prislusne si intervaly upravil, a ak nie, vyhlasil by, Ze sa Ciara pretne. MdZeme si ale
vSimnut, ze ak za zaciatok pravého intervalu vyhldsime prvi pokreslenii jahodu, ktord je napravo od naposledy
navstivenej jahody a za koniec tU, ktord je pravou susedou naposledy navstivenej jahody, a pre Tavy interval
to spravime naopak (zaciatok na susede naposledy navstivenej jahody), tak interval, ktory zacina zaciatkom
pravého intervalu a kon¢i koncom lavého intervalu, obsahuje préve vSetky jahody navstivitelné v najblizSom
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kroku plus jahodu, na ktorej prave sme. KedZe zadanie ndm zarucuje, ze jahody sa v plane nebudia opakovat,
mozeme si pracu ulah¢it tym, Ze budeme kontrolovat prislusnost nasledujtcej jahody len do jedného intervalu,
a nie do dvoch. Na obrazku by to znamenalo, Ze zaciatok spojeného intervalu bude na jahode 2 a koniec na
jahode 7 (pri¢om interval “ide” v smere hodinovych ruciciek).

Ako teda nas program funguje? Ked nac¢itame prvt jahodu, nastavime si za¢iatok (z) a koniec (k) intervalu
a aktudlnu (a) aj poslednt (p) jahodu na t1, ktort sme prave naéitali. Pri nacitani kazdej dalsej jahody (ulozime
si ju do a) skontrolujeme, ¢i a patri do intervalu [z, k] — to spravime zistenim, ¢i je a vzdialend od z v smere
hodinovych ruédiciek najviac o tolko, o kolko je v rovnakom smere vzdialené k (kedZe k aj z s uz pokreslené,
nemdze sa stat, Zze by a = z alebo a = k). Ak nie, zapaméitame si, Ze Giara sa pretne. Nakoniec si zaktualizujeme
interval (¢iZe jeden z jeho koncov zmenime na p — to, ktory, uréime podla toho, v ktorej jeho éasti lezi aktudlna
jahoda) a nastavime p = a.

Na zéver eSte par slov o zlozitosti. KedZe nas program pouziva len zopar premennych (ich poédet nezévisi od
velkosti vstupu), jeho pamitova zlozitost je konstantna — O(1). Pre kazdy vstup spravi v cykle, ktorého dizka
zavisi od velkosti vstupu, konStantne vela krokov, takZe jeho ¢asova zlozitost je linearna od velkosti vstupu —
O(m). Vsimnime si, Ze obe zloZitosti si optimalne — pamit O(1) sa nedé vylepsit zo zrejmych dovodov, a éas
O(m) sa nedé vylepsit preto, lebo tolko trva uz samotné nacitanie vstupu.

Listing programu (C++)
#include <cstdio>
int n, m;

bool je_v_intervale(int a, int z, int k) {
return (a-z+n)%n <= (k-z+n-1)%n; //-1 je tam kvoli prvej jahode, vtedy k = z
}

void sprav ()
scanf (”%d%d”, &n, &m);
int z, k, p, a;
bool pretne = false;

for(int i = 0; 1 < m; ++i) {
scanf (”%d”, &a);
a-—; //chceme pracovat s cislami od 0 po n-1, nie od 1 po n
if (i==0) {
z =k =p = a;
} else {
if (!je_v_intervale(a, z, k)) pretne = true;

if (je_v_intervale(a, z, p)) k = p;
else z = p;

p = a;
}
}
printf(”%sPRETNE\n", pretne?”” :”NE”) ;
}
int main () {
int T;
scanf (”%d"”, &T);
while (T--) sprav();
}
opravuje Jano
5. Obytna stvrt (max. 3 b za popis, 12 b za program)

Uloha sa dala riesit nasledujicimi troma néstrojmi (pripadne kombinciou tjchto nastrojov). Poéty bodov,
ktoré sa dali ziskat, st len odhadované a dost zaviseli od Sikovnosti a mnoZstva ¢asu venovaného tejto tlohe.

1. Pouzitim ceruzky a papiera sa dalo ziskat 7 az 9 bodov z 12.

2. Vyuzitim pocitaca na prechédzanie vSetkych moznosti a automatizovanie manuélnej roboty sa dalo ziskat
9 az 11 bodov.

3. Vyuzitim pocitaca a programov Specializovanych na rychle riesenie optimaliza¢nych tloh, sa dalo ziskat
10 az 12 bodov.

Bez ohladu na to, ktory néstroj pouzijeme, ak chceme ziskat vela bodov, tak postup rieSenia bude vyzerat
priblizne takto:

1. Malé plany (s rozmermi do 8) vyrieSime samostatne.

2. Naésledne vymyslime ¢o najlepsi sposob, ako vyrobit nekoneéne velky plan mesta. Teda odmyslime si okraje
a skiisime najst nejaky plan — nejaka “kachlicku” — ktortt mozeme ITubovolne vela krat ukladat vela seba a
pod seba, a stale bude spliiaf podmienky zo zadania. Budeme sa snazit dosiahnuf ¢o najvyssiu priemernt
vysku kachlicky.
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3. Velké plany mesta vyrobime tak, Ze naukladdme vedla seba niekolko képii kachlic¢iek a priddme okraje
planu.

Malé plany

Takto vyzeraji optimalne rieSenia pre n € {3,5,8} aj so stftom vySok budov.

20 170
241 12413231
132 14324152
241 25135241
43251432
63 11342514
23131 24515323
14523 13234131
42314 24142142
31452
21231

Prvé dva sa daji néjst ruéne alebo inteligentnym skisanim vSetkych moZnosti na pocitaci. Pre n = 8 vieme
bezbolestne ru¢ne/pomocou poditaca nédjst rieSenie s po¢tom poschodi medzi 160 a 166, ale na optimum treba

Vicsie kladivo moze byt napriklad nejaky heuristicky algoritmus — to je taky, ktory sice nemusi vzdy dosiah-
nuf najlepsi vysledok, ale vii¢sinou sa mu to podari a navyse je velmi rychly. Ako priklady uvedieme simulované
zihanie, genetické programovanie alebo hillclimbing, viac si o nich moéZete najst na internete, ale konkrétne v
tejto lohe pravdepodobne nebudt velmi spesné.

Lepsie je pouzit ILP, Integer Linear Programing, ¢ize celoéiselné linedrne programovanie, o ktorom si podrob-
nejsie mozete preéitat v zadani 5. prikladu 4. série, 31. ro¢nika (old.ksp.sk/wiki/uploads/Zadania/ps314.pdf).
Pointa je v tom, Ze tlohu zapiSeme ako skupinu podmienok a vyraz, ¢o chceme maximalizovat, v Specifickom
formate. Tato skupina podmienok a vyraz sa nazyva celociselny linedrny program. Potom na internete dokazeme
najst nastroje, ktoré vedia hladat optiméalne rieSenia pre takéto programy. Ako dobré cvicenie si mozete nastu-
dovat ILP z vyssie uvedeného odkazu alebo ini heuristickii metédu a pomocou nej vytvorit ¢o najlepsi plan
mesta. V tomto vzorovom rieSeni sa vSak uspokojime s 10 bodmi za program a dalej sa tymto sofistikovanym
nastrojom nebudeme venovat.

Inteligentné skisanie vsetkych moznosti.

Z1¢ sktiSanie moznosti je nasledovné: Pre kazdé policko mdme 5 moZnosti aké budova tam mozZe byt, takze vy-
generujeme vsetkych 5 roznych miest. Overime, ktoré z miest vyhovuji podmienkam zo zadania, a vyberieme
z nich najlepsie (podla poé¢tu poschodji).

RieSenie by sa najjednoduchsie implementovalo tak, Ze plochu budeme generovat po jednotlivych polickach
rekurzivne. Teda si spravime funkciu vygeneruj(x,y), ktord vyskasa vSetkych 5 moznosti ¢o moze byt na po-
licku x,y a pre kazdi moZnost zavold vygeneruj(nasledujice poli&ko po x,y). Nech x je ¢islo riadku a y
¢islo stlpca. Riadky aj stipce éslujeme od 1 po n. Ked chceme policka prechadzat po riadkoch, tak nasledujtce
poli¢ko po x,y mé stradnice x + y/n, y mod n + 1. Ked sa takto dostaneme na riadok n+1, tak sme vygene-
rovali celtl plochu a ostdva nam overit, ¢i vyhovuje zadaniu. Kedze pre kazdé poli¢ko sme skisili vSetky mozné
vysky, nestane sa ndm, Ze by sme na nejaky plan zabudli.

vygeneruj(x, y):

pokial y>n:

pokial Plocha vyhovuje zadaniu a md zatial najvacS8i polet poschodi:
aktualizuj najlepSie rieSenie

koniec

pre i od 1 do 5:
Plochalx][y] = i
vygeneruj(x + y/n, y%n + 1)

vygeneruj(1,1)
vypis najlepSie rieSenie
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Preco je toto zlé? Lebo je to pomalé a vela roboty sa robi zbytocne. Uz pre n = 4 by vypocet trval asi
hodinu. A pre n = 5 by sme sa nedockali vysledku ani do konca roka. Sktsime to teda zlepSit.

Pri inteligentnom sktiSani vSetkych moznosti musime priebezne kontrolovat, ¢ vobec mé zmysel pokracovat
dalej. Pokial napriklad prvé dve budovy buda 5 a 5, tak uz nemé zmysel sktsatf, ako by vyzeral zvySok mesta,
pretoze uréite nebude vyhovovat zadaniu.

vygeneruj(x, y):

pokial y>n:
skontroluj Plochu a pripadne aktualizuj najlepSie rieSenie
koniec

skontroluj Plochu, ¢i ma zmysel pokracovat

ak nemd zmysel pokracovat:
koniec

pre i od 1 do 5:
Plochalx] [yl = i
vygeneruj(x + y/n, y%n + 1)
Plochalx] [y] = 0

Cim lepsie naprogramujeme funkciu na kontrolu, tym menej moznosti bude program sktsat. Jednoducha
kontrola, ktord velmi pomoze, je prejst vSetky nenulové policka v poli Plocha a pre kazdé z nich overit, ¢i by
sa dali doplnif okolité nuly tak, aby malo poli¢ko okolo seba vSetky mensie ¢isla (tak ako to kdZe zadanie).
Cel4 kontrola sa d4 implementovat v ¢ase O(n?). Konkrétnu implementéciu si mozete pozriet na spodku tohoto
vzorového rieSenia.

Trocha ¢asu sa da uSetrit aj zvolenim si vhodného programovacieho jazyka, napriklad C++ je asi desatné-
sobne rychlejsie nez Python.

Nekoneéne velky plan mesta

Chceli by sme mat ¢o najvyssie budovy, ale celé nam to kazia okraje, lebo budovy na okraji maji maélo
susedov. Keby sme povedali, Ze budovy tplne vlavo susedia s tymi tplne v pravo a budovy v prvom riadku
susedia s budovami v spodnom riadku, mohli by sme dosahovat plany s ovela lepsim skdre.

Napriklad plan

1323
2414
1525

mé priemernt vysku budovy 2.75. (Pre porovnanie, optimélny plan pre 5 x 5 podla pévodnych pravidiel,
mal priemernd vysku 2.52). Ked sa potrapime trocha viac, ndjdeme optimalny plan s rozmermi 5 x 5 (s tym,
Ze protilahlé okraje susedia):

12345
45123
23451
51234
34512

Tento pldn mé priemernt vysku 3. Ukladanim takejto “kachlicky” Iubovolne velakrat pod seba a vedla seba
vieme vytvorit nekone¢nti plochu s priemernou vyskou 3. Aby sme nemuseli hladat dalsie plany, ukdZzeme si, ze
lepSia priemernd vyska sa neda dosiahnut.

Horné ohranicenie

Kazda budova, ktord nemé 1 podlazie, musi susedit s jednopodlaznou budovou. Jedna jednopodlazné budova
moze susedit s najviac 4 dalsimi budovami, inymi slovami, jedna jednopodlazna budova dovoli najviac $tyrom
budovam mat viac poschodi. Z toho vyplyva, Ze aspon jedna pitina vSetkych budov je jednopodlazna.

Podobne dvojpodlaznd budova moze mat okolo seba najviac 3 vyssie budovy (lebo musi mat vedla aspoii
jednu jednopodlaznil). Preto aspoil §tvrtina z budov, ktoré nie st jednopodlazné, sii dvojpodlazné.
Analogicky ukdZeme, Ze aspon tretina zo zvysnych budov su trojpodlazné a aspon polovica zo zvysku
je Stvorpodlazna.

Jednoduchou matematikou moézeme spocitat, Ze priemerna vyska budov potom nemdze byt viac ako tri.
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Skladanie vefkych koneénych pléch

Po tom, ako sme nasli “kachlicku” 5 x 5, mozeme nadobudniit presvedéenie, Ze najlepsi pldn mesta pre velké
n bude vyzerat zhruba takto:

PP?P?PPPPPPPPPT???? ?

?123451234512345 7
?451234512345123 7
?234512345123451...7
?512345123451234 7
?345123451234512 7

N N N o S o i Y N 4

Avsak rychlo zistime, ze v druhom stipci a piatom riadku neméze byt pifposchodova budova, pretoze v
prvom stipci by musela byt §tvorka, ktora by nevedela mat okolo seba 1, 2 aj 3. Preto skutoény plan mesta by
vyzeral takto (rozdiel je len v druhom stlpci):

PPPPPPPPPPPPTP?P? ?

?7123451234512345 7
?451234512345123 7
?234512345123451...7
?412345123451234 7
?345123451234512 7

PPTPPPITIILIIIIL. .7

Alebo sa ndm mozno oplati nezacat éislom 1 ale spravit druhy riadok 234512345..., 345123451...,
451234512... ¢i 512345123...

A program by uz len mal uhddnut, aké vysky budov st schované pod otdznikmi. Pre velké n to moze byt
stale vela moZnosti, tak sa m6zme obmedzit len na okraje, ktoré sa periodicky opakuji. Teda 10-te ¢islo v prvom
riadku musi byt rovnaké ako 5-te ¢islo v prvom riadku.

Za tychto podmienok je moznosti dostatoéne malo na to, aby nas program, ktory sktsa vSetky moznosti,
bezal len chvilu.

Listing programu (C++)

#include<cstdio>
#include<algorithm>
#include<vector>
using namespace std;

#define REP (i, n) for(int i = 0; i<int(n); ++i)

#define FOR(i, n) for(int i 1; i<=int (n); ++1i)
typedef vector<int> vi;

int n, best, sum;

int dx[] = {-1, 1, 0, O0};

int dy[] = {0, 0, -1, 1};

vector<vi> M,Naj,V; // Mapa, Najlepsia mapa, Vynimky
int vedlal[7] = {0};

// skontrolujeme, ci mapa vyhovuje podmienkam zo zadania
bool spravne () {
FOR(i, n) FOR(Jj, n){
if (M[i][j] <= 0) continue;
FOR(d, 6) vedla[d] = 0;
REP (d, 4) vedla[M[i+dx[d]] [Jj+dy[d]]+1]++;
FOR(d, M[1i][j]-1) if (!vedla[d+1l]) vedla[l]--;
if (vedla[l] < 0) return false;

}

return true;

}

// kolko mam pripocitat na poziciu x,y
// (meni to cisla 5 v druhom stlpci na cisla 4)
int vynimka(int x, int y) {
if (y>3) return 0;
if (y==2 && M[x-1][y] == 2) {
Vixllyl = 1;
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return -V ([x][y];

}
return max (V[x] [y-11,V[x-1]11[y]);

}

// toto makro trocha skratilo zdrojovy kod
#define VYGENERUJ(d, p, q) {\
M[x] [y]=d;\
if (p)\
vygeneruj (x+y/n, y%n+l);\
Vix] [yl = M[x][y]=0;\

a\
}

// vygeneruj dalsie policko (na pozicii x,y)
void vygeneruj (int x, int y) {

if (x>n) |
if (!spravne()) return;
sum = 0;

FOR(i, n) FOR(J, n) sum+=M[i][j];
if (sum>best) {
best = sum;
Naj = M;
}
return;
}
// cela mapa je dost periodicka, takze vacsinou vieme
// urcit hotnotu na zaklade predoslych
if (x-5>1 && x<n) VYGENERUJ (M[x-5][y], true, return;)
if (y-5>2 && y<n) VYGENERUJ (M[x][y-5], true, return;)
if (x>1 && x<n && y>1 && y<n) {
if (y>2) VYGENERUJ((M[x][y-1]+vynimka(x,y))%5+1, true, return;)
if (x>2) VYGENERUJ((M[x-1][y]+2+vynimka(x,y))%5+1, true, return;)

}
// v opacnom pripade skusime vsetkych 5 moznosti, ale vzdy kontrolujeme,
// ci ma zmysel pokracovat
FOR(d, 5) {
VYGENERUJ (d, spravne(), ;)
}

int main () {

scanf (”%d”, &n);

Naj = M = vector<vi>(n+2, vi(n+2, -1));

V = vector<vi>(n+2, vi(n+2, 0));

FOR(i, n) FOR(J, n) MI[i][3] = 0;

vygeneruj(l,1);

FOR (i, n) {
FOR(Jj, n) printf (”%d”, Najlil[jl);
printf ("\n”);

Tento program vstupy s n do 5 riesi optimdlne, pri n = 8 a n = 13 sa mu velmi nedari, ale pri vyssich n
je velmi blizky najlepSiemu vedticovskemu rieSeniu. (V najhorSsom pripade dosahuje o 3 poschodia menej ako
najlepsie rieSenie.) Nie je iplne najrychlejsi takZe na vysledok si budeme musiet pockat asi pol hodinu.

No a ako dostat viac bodov? Nase riesenia skiiSalo doplnit len okraj velkosti jedna a ten okraj navysSe musel
byt periodicky. Ked skasime okraj velkosti dva alebo tri a dovolime robif aj neperiodické okraje, dosiahneme
lepsie vysledky. Aby sme sa dockali vysledku do konca série, musime pouzit nejaké z viicsich kladiv, ktoré sme
spominali v prvej ¢asti vzoraku.

My sme pouzili ILP, pre n do 13 sa stihal okraj velkosti 3, pre vyssie n okraj velkosti 2. Pocty poschodi
najlepsich planov boli postupne 7, 20, 63, 170, 467, 1249, 3342, 8863, 23416 a 61640.

opravuje Zaba
6. Okultisticky fundraising (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Tato uloha bola na pomery O-cka pomerne Tahkd. Hlavna cast jej rieSenia pouZiva metédu dynamického
programovania a ak sa vam tato tlohu nepodarilo vyriesit, urcite by ste si mali precitat toto vzorové rieSenie,
pretoze tato metdda je Casto pouzivana.

Prezeranie vsetkych rieSeni

Skor ako sa pustime do vzorového riesenia, povedzme si ¢o-to o menej optimalnych pristupoch. Uloha po
nés chce, aby sme sa o kazdej z n kariet rozhodli, ktorou stranou ju otoéime (ktoré ¢islo sa objavi na vrchu) a
chceme, aby stcet tychto ¢isel dal dokopy hodnotu s.

Ako prvé rieSenie teda mozeme vyskusat vSetky mozné otocenia kariet. Pre kazdé otocenie vyskusame, aky
sucet dostaneme a ak sa nejaky stéet rovna s, prehlésime toto otodenie za vysledok. Ak ani jedno otodenie
nebude vyhovovat, rieSenie zjavne neexistuje. Otazka je, kolko je moznjch otodeni n kariet. A asi je jasné, Ze
tychto moznosti je 2". Ak naviac kazdi moZnost spracujeme v ¢ase O(n) dostdvame rieSenie so zlozitostou
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O(n2™). Ni¢ zasné, ale dost na to, aby sme ziskali sfubované 3 body.

Otéazkou teraz zostava, ako takéto rieSenie naprogramovat a ako ho naprogramovat ¢o najbezbolestnejsie.
Cely trik lezi v tom, ako si reprezentujeme dané otocenie. Ak sa pozrieme na vystup, vidime, Ze mame vypisat
postupnost &isel 1 a 2, kde i-te ¢islo reprezentuje otocenie i-tej karty. Cisla 1 a 2 nie st pre poéitac az také pekné
— ¢o ak by sme ich zmenili na ¢isla 1 a 0?7 Potom by predsa kazdé otocenie bol bitovy refazec, ¢o je vlastne éislo
v binarnom zapise.

Reprezentovat si oto¢enie pomocou éisla moze byt pomerne pohodlné, hlavne ak vezmeme do tvahy, Ze kazdé
¢islo od 0 po 2" — 1 je nejaké platné otocenie, a navyse kazdé dve rozne Cisla reprezentuji dve rdzne otocenia.
Otéazkou vsak zostava, ¢i sa vieme nejakym jednoduchym sposobom dostat k i-temu bitu &isla x, teda zistif, ¢
je tento bit 0 alebo 1. Odpoved je, Ze to vieme dokonca v konStantnom ¢ase, pouzitim dvoch bindrnych operécii
— shift left (zapisovany ako <<) a and (zapisovany ako &). Operécia x&(1 << i) potom vréati na vystup i-ty
bit é&isla x.?

Listing programu (C++)

for (int i=0; i< (l<<n); i++) {
int sucet = 0;
for (int j=0; Jj<n; Jj++)
if (i& (1<<j)) sucet += druha_stranaljl;
else sucet += prva_stranaljl;
if (sucet == s) riesenie = i;

Meet in the middle

Ked uz mame tri body, mohli by sme poskulovat po tych piatich. Obmedzenie, ktoré mame zadané, nam
vravi, ze n je mensie ako 50, ¢o je zhruba dvojnasobok predchadzajiceho obmedzenia. Mohli by sme teda stale
zostat v exponencionalnej asovej zlozitosti, akurat ju trosku zlepsif. V tomto pripade, ak by sa ndm podarilo
vytvorif algoritmus so zlozitostou priblizne O(2"/2), este stale by to mohlo fungovat. Vyzeréa to teda, ako by
sme mohli naraz pracovat len s polovicou vstupu. A presne na tom sa zaklada rieSenie metédou meet in the
middle.

Zoberme si prva polovicu vstupu a pustime nan predchadzajaci algoritmus. Vyskasame teda vsetky mozné
otolenia prvej polovice kariet. Ak je stucet nejakého otodenia vicési ako s, toto oto¢enie mdzeme rovno zahodit,
lebo je nepouzitelné. V opa¢nom pripade si ho ale zapaméitame aj s prislusnym staétom.

Ked sme spracovali prvi polovicu, pustime sa do druhej. Zoberieme si nejaké otocenie druhej polky kariet
a zistime, Ze jeho sucet je x. To ale znamen4, Ze ak sa ndm podari oto¢it prvi polovicu kariet tak, aby dévala
sucet s — x, madme vhodné otodenie. Dokopy totiZ obe ¢asti daji stdet s. Stadi sa teda pozrief do rieSeni prvej
polovice — a aby to bolo dost efektivne, tieto riesenia chceme mat ulozené v mape alebo utriedené podla suctov
a v nich binidrne vyhladédvat.

Spracovanie prvej polovice ndm trva O(n2™/?) (najvicsi prinos ma triedenie, ktorého zlozitost je 2"*/2 log(2"/2),
to je vSak po odstraneni logaritmu n2"/ %) a tento ¢as nam trva aj spracovanie druhej polovice. KedZe sme ich
viak od seba oddelili a spracovavame ich samostatne, vysledny ¢asova zlozitost bude tiez O(n2"/2), a to by nam
malo stacif na 5 bodov. Riesenie vyzerd podobne ako predchidzajtice, minimélne sa v iom vyuzivaju rovnaké

¢asti programu?.

Listing programu (C++)

map<int, int> prva_polovica;
int pol = n/2;

for (int i=0; i< (l<<pol); i++) {
int sucet = 0;
for (int j=0; Jj<pol; Jj++)
if (i& (1<<3j)) sucet += druha_stranaljl;
else sucet += prva_stranalj];
prva_polovical[sucet] = 1i;

}
pol = n - pol;
for (int i=0; i< (l<<pol); i++) {

int sucet = 0;

for (int j=0; j<pol; j++)
if (i& (1<<j)) sucet += druha_stranaln/2 + jl;
else sucet += prva_stranaln/2 + jl;

if (prva_polovica.find(s - sucet) != prva_polovica.end()) {
riesenie_prva = prva_polovical[s - sucet];
riesenie_druha = i;

}

3Prezradim, e &islo 1 << 4 vrati hodnotu 2? a & je bitovy and dvoch &isel pracujici bit po bite. Zvy$ok si domyslite (dogooglite)
sami.

40pit odporticam dogooglit vietky pojmy, ktorym ste neporozumeli tiplne. Napriklad set v C++ alebo aj samotny meet in the
middle postup.
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\/zorové rieSenie

Podla obmedzeni, ktoré mame zadané, je jasné, Ze Ziadne exponencidlne rieSenie nebude vyhovovat, preto
to potrebujeme nejakym spésobom zlepsit. Za¢nime teda malym trikom.

Hlavny problém je, Ze sa musime rozhodovat, ktori stranu zoberieme, a ktoré ¢islo priratame k vysledku.
Zoberme si teraz kartu, na ktorej st ¢isla 8 a 3. Je jasné, Ze nech otoéime kartu fubovolnou stranou, k vysledku
pripoéitame aspon hodnotu 3. Co ak by sme teda nahradili tito kartu kartou, ktora ma na sebe éisla 5 a 0, a
odc¢itali ¢islo 3 od s? Dostali by sme novi sadu kariet a ich oto¢enim by sme cheeli dosiahnuf hodnotu s — 3.
Vidime, ze naSa tloha sa vlastne vébec nezmenila, a ak ndjdeme otocenie, ktoré riesi tuto tlohu, toto otocenie
bude dobré aj pre nezmenené karty.

Takymto sposobom modzeme upravit vSetky karty. Zistime minimum z ich strdn a toto minimum odéitame
jednak od oboch stran karty, jednak od hodnoty s. Na prvy pohlad sa zda, Ze sa ni¢ nezmenilo, stidle hladdme
otocdenie n kariet, akurat hlfaddme ini hodnotu s’. Na jednej zo stran karty je vSak zakazdym hodnota 0. To
znamend, %e nas problém sa dé4 preformulovat: Ktoré karty mame vybrat, aby ich stcet bol s'?

Znamené to, ze mame mnozinu n ¢isel a chceme zistit, ¢i niektord z mnoZin tychto ¢isel mé sucet s’. Mozno,
ze to tak nevyzera, tloha sa nam vsak trochu zjednodusila a sktsenejsi z vas v nej mozno spoznali klasicky
problém o napliiani batoha (aspoii jednu z mnohych verzii tohoto problému).

Ako vsak riesit tuto tlohu? Este stdle sa ndm ponika vyssie ukazované exponencidlne rieSenie, pomocou
ktorého vieme prechddzat vSetky podmnoziny. Samozrejme toto riesenie je prili§ pomalé. Treba sa preto pozriet
na to, preco je tak pomalé. Spytajme sa teda velmi dolezitu otézku, ktort by ste sa mali pytat zakazdym:
Nerobime nieco viac krat? Ak totiz rdtame nejaki informéciu viacej krat, da sa toto opakovanie odstranit
a tym zrychlit naSe rieSenie.

Zoberme si mnozinu ¢isel {1,3,2,5}. Ak spracujeme prvé tri prvky, zistime, Ze pomocou prvého a tretieho
prvku vieme dosiahnutf hodnotu 3, ale tiito hodnotu vieme dosiahnut aj pomocou druhého prvku. Médme teda
dva rozne sposoby ako dosiahnut t1 istt hodnotu a k obom tymto moZnostiam nésledne sktisime pridat hodnotu
5. Nam vSak staci, ak zistime, Ze hodnotu 3 vieme vyskladat pomocou prvych troch prvkov a potom k tejto
hodnote pridat 5 len raz. Samozrejme, d4 sa argumentovat, Ze toto nam nemusi pomdct, lebo kazda podmnozina
¢isel moze dévat rozny sucet. Moznych stiétov by teda bolo 2", pre nés zaujimavé st vSak len tie stéty, ktoré st
pracujeme len s kladnymi ¢islami. A hodnota s’ je podla zadania najviac 50 000, ¢o je ¢asto menej nez 2".

Zostava uz len spravne vyuzif spomenuté pozorovanie. Spravime si pole V dlzky s’ a na policko z si budeme
znacit, ¢i vieme dosiahnut stéet x pomocou nejakej podmnoziny prvych i ¢isel. Na zaciatku, ked nepouzivame
Ziadne ¢isla, jediny stéet, ktory vieme dosiahnut, je 0. Preto si nastavime hodnotu V[0] = 1 a zvysné hodnoty
na 0.

Nech uz méame pridanych prvych ¢ — 1 ¢isel a chceme pridat i-te ¢islo, ktoré ma hodnotu a;. Prezerajme
postupne pole V, prvok po prvku. Ak je na z-tej pozicii hodnota 0, nepotrebujeme urobit ni¢ — hodnotu x
nevieme vyskladat z prvych ¢ — 1 kariet a teda nemdzeme pridat tato kartu. Ak je vSak V[z] rovné 1, tak
to znamend, Ze existuje podmnoZina prvych ¢ — 1 kariet, ktord déva stacet z. Ak k tejto (fubovolnej z nich)
podmnozine pridame kartu a;, dostaneme mnozinu so sti¢tom x + a; a zaznacime si do V, ze V[x + q;] = 1. Ak
néhodou = + a; > s’ tak tito hodnotu zahodime.

Ak po spracovani vetkych kariet sa V'[s'] rovna 1, tak nasa tiloha m4 rieSenie, v opa¢nom pripade nevieme
najst podmnozinu s poZzadovanym suctom. Zostavaji ndm posledné dve veci, ktoré musime vyriesit. Prvou z
nich je, ako spitne zistit, ktoré ¢isla pouzijeme vo vyslednej mnozine, ktord ddva stacet s, aby sme vedeli spiit
zistit, ktoré karty otocit na ktord stranu. Druhd vec je trochu nejasnejsia, ale pomodze ndm v tom, aby ndm cely
algoritmus fungoval korektne.

Zac¢nime tou druhou. Problém nageho algoritmu moéZe vzniknaf pri prechadzani pola V' a pridavani dalSej
karty. Ak budeme prechddzat pole od hodnoty 0 po s, tak sa stane nasledovnd vec. Ndjdeme jednotku vo
V[0] a nastavime na jedna VJa;]. Potom ale ndjdeme aj tto novo pridani jednotku a nastavime V[2a;] na
jednotku. To vSak nie je platnd mnozina, lebo pomocou jednej karty s hodnotou a; ju nevieme dosiahnut. Preto
si treba dat pozor, aby sme pole prechddzali od vicSich hodnét k mensim. Tym zarudime, Ze upravujeme
uz spracované indexy a na$ algoritmus bude fungovat spravne.

Posledny problém, ako spitne zistit, ktoré ¢isla tvoria vyslednii mnozinu, vieme vyriesif pomocou jedného
pola navyse. V tomto poli S si na pozicii x zaznacime, ktoré ¢islo sme pridali ako posledné do mnoziny so stic¢tom
x. Ak teda nastavime hodnotu V[z+ a;] na jednotku, do policka S[x + a;] nastavime hodnotu i. Pomocou tohoto
pola a hodnét a; vieme spitne zrekonstuovat riesenie.
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Rekapitulacia

Zopakujme si teda celé nasSe rieSenie. Zacneme tym, ze upravime vsetky nase karty tak, aby na jednej strane
bola 0 a na druhej kladna hodnota, a prislusne upravime hodnotu s. S novovytvorenymi ¢islami potom spustime
algoritmus, ktory bude zistovat, ktoré vSetky stcty vieme vytvorit z prvych i éisel. Na konci zistime, ¢i vieme
vytvorit stdet s’ a pomocou pomocného pola S, do ktorého si ukladam posledné pouzité ¢islo, zistime, ktoré
¢isla patria do rieSenia. Nasledne otoc¢ime kazdua kartu, ktorej patri ¢islo z tejto mnoziny, na stranu, kde mé
maximum a zvy$né karty na stranu, kde maji minimum.

Aka bude ¢asova a paméitova zloZitost tohoto riesenia? Na zisfovanie dosiahnutelnosti suétov a paméitanie
si kroku sp#f potrebujeme pole dizky s a na zapamitanie kariet pole velkosti n. Mame teda pamiifovi zlozitost
O(n + s). Co sa tyka ¢asu, tak na pridanie jednej karty k nasim vytvorenym mnozindm potrebujeme prejst
celym polom dizky s a toto opakujeme n krat. Dosiahneme teda zloZitost O(ns), ktord ndm bude stacif na
ziskanie plného poctu bodov.

Na zdver poznamenam, Ze rieSenie vyuziva to, Ze hodnota s je dostatocne mald a teda treba vidy zvazit,
kedy takéto riesenie pouzit. Naviac je dobré si uvedomit, Ze rieSenie nemé polynomialnu ¢asovi zlozitost, lebo
je zavislé od hodnoty s, ktora nezodpovedd velkosti vstupu. Vstup je velky O(n) a s moze byt Tubovolne velké
bez toho aby sa zvidsila velkost vstupu. Takéto rieSenie nazyvame pseudopolynomialne.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <algorithm>
#include <vector>
using namespace std;

#define For (i,n) for(int i=0; i<(n); i++)
typedef pair<int,int> pii;

int main() {

int n,s;

scanf (”"%d.%d”, &n, &s) ;

vector<pii> K; K.resize(n);

For(i,n) scanf (”.%d.%d”,&K[i].first,&K[1i].second);

vector<int> Vys; Vys.resize(n);

vector<int> M; M.resize(n);

For (i,n)
if(K[i].first < K[i].second) {M[i]=K[i].second-K[i].first; s—-=K[i].first; Vys[i]=0;}
else {M[i]=K[i].first-K[i].second; s-=K[i].second; Vys[i]=1;}

if (s<0) (printf("A_je_to_v_...\n"); return 0;}

vector<int> V; V.resize(s+47,0); V[0]=1;

vector<int> S; S.resize(s+47,-1);

For(i,n) {
for (int j=s; j>=0; j—-) |
if(V[j] == 0) continue;
if (j+M[i]>s) continue;
if (V[j+M[i]]==1) continue;
V[j+M[1i]]=1; S[J+M[i]]=1;
}
}
if(V([s] == 0) (printf("A_je_to_vu...\n"); return 0;}
int kde=s;

while (kde!=0) {
Vys[S[kde]]l=1-Vys[S[kdel];
kde-=M[S[kdel];

}

For(i,n) printf (”%d”,Vys[i]+1);

printf (”\n”);

opravuje Tomi
7. Ohavny cin (max. 10 b za popis, 10 b za program)

Chceme stiahnut n stiborov, pricom kazdy sibor moézeme bud stiahnut cely, alebo si uSetrit ¢as a stiahnut
iba jeho rozdiely oproti nejakému inému stiboru, ktory uz mame stiahnuty. O vSetkom z toho vieme, kolko by
to trvalo.

Zékladnd myslienka rieSenia je previest naSe zadanie na problém najlacnejsej kostry. To je Standardné tloha,
v ktorej dostaneme neorientovany ohodnoteny graf, a mame vybrat takd podmnozinu hrdn, Ze mé minimélnu
cenu a graf obsahujici len tieto hrany bude suvisly. Takze ked v grafe najdeme najlacnejsiu kostru, stale sa po
nej zvladneme dostat odvsadial vSade, ale celkovy stucet vah hran bude minimalny.

Tak to skisme. Povedzme, Ze kazdy vrchol bude reprezentovat jeden stiahnuty stbor, a medzi kazdymi
dvoma vrcholmi bude hrana s takou vahou, kolko trva stiahnut rozdiely medzi tymi sibormi. Keby sme v tomto
grafe nasli najlacnejsiu kostru, zistili by sme, ako by sa dalo stiahnut vSetky stubory, ked uz jeden méame.

Ale zatial sme obmedzeni len na stahovanie rozdielov. Stale sme sa nedozvedeli, ktoré stiitbory méme stiahnut
celé. Nastastie uz nechyba vela: Stac¢i do grafu pridat novy vrchol, ktory predstavuje situdciu “zatial Ziadne
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stbory nemdm”. Medzi kazdym stiborom a tymto novym vrcholom bude hrana s takou véahou, kolko trvéa
stiahnut cely ten stbor.

Velkost najlacnejSej kostry pre tento graf je nasa odpoved. Najlacnejsia kostra vlastne hovori navod, ako
vSetko najrychlejsie stiahnut. Stibory, ¢o susedia s vrcholom “eSte ni¢ nemam”, stiahneme celé, a potom podla
kostrovych hrédn postupne stiahneme vsetko ostatné (tam uz staci stahovat rozdiely).

Hladanie najlacnej$ej kostry

Na naSe konkrétne zadanie uz mozme zabudntf. Pozrime sa, ako sa hlad4 najlacnejsia kostra vo vSeobecnom
grafe s v vrcholmi a e hranami. Jeden z algoritmov, ¢o tato tlohu vedia riesit, sa vola Primov algoritmus.

Primov algoritmus buduje vyslednt kostru vrchol po vrchole. Na za¢iatku bude kostra maft jediny vrchol (je
jedno, ktory). Potom v kazdom fahu nasu kostru o nieéo zvéiésime — ndjdeme najlacnejsiu hranu, ktord prepéja
nejaky kostrovy a nejaky nekostrovy vrchol, a priddme ju do nasej kostry. To opakujeme, az kym nie je v kostre
kazdy vrchol (¢ize v — 1 rdz). Kostra, ktora tymto postupom najdeme, je zaruéene najlacnejsia.
spravit linearnym prehladdvanim. Budeme mat pole, v ktorom si pre kazdy vrchol p ulozime cenu pridania p
do kostry — ¢iZze najlacnej$iu hranu z lubovolného kostrového vrchola do p. Ked vyberame, ktory vrchol pridat,
proste zaradom prejdeme celé toto pole a vyberieme najlacnejsi. Z tohto vrchola sa tym padom stava kostrovy
vrchol, takze sa pozrieme na vsetkych jeho nekostrovych susedov a zapiSeme do pola, ¢i sme pre nich nenasli
lepsiu cenu. A to je celé.

Tento algoritmus m4 ¢asovi zlozitost O(v?). To je zvycajne dost vela — keby sme pouzili Primov algoritmus s
bindrnou haldou, mali by sme zlozitost iba O(elogv), a Kruskalov algoritmus by nam tiez dal O(elogwv). Lenze
my méme kompletny graf, kde v = O(n) a e = O(n?). V fiom maji Kruskal aj haldovy Prim ¢asovii zlozitost
O(n?logn), zatial ¢o trdpnemu linedrnemu prehladévaniu staci O(n?). V praxi to sice nie je velky rozdiel, takze
asi budu fungovat aj programy s pomal$imi algoritmami, ale v popise ste za to mohli stratif jeden bod.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <vector>
using namespace std;

#define For (i,n) for(int i=0; i< (n); i++)

int main() {
int n;
int G[1047]([1047];
scanf (”%d”, &n) ;
For(i,n) For(j,n) scanf(”.%d”,&G[i]1[]]);
long long res=0;
vector<int> V; V.resize(n,1000000047);
For (i,n) V[i]=G[i][i];
For (i, n)
int p=-1;
For(j,n) if(V[j]!=-1 && (p==-1 || VI[p]>V[jl)) p=3;
res+=V[pl;
Vipl=-1;
For (j,n) if(V[3]1>Glpl[3]) VI3I=GIlpl[]l;
}
printf (”%$11d\n”, res);

opravuje Jaro
8. Organizacné opletacky (max. 15 b za popis, 10 b za program)

Najprv sa pozrime na to, ¢o po nas vlastne zadanie chce. Potrebujeme nejako vhodne povyberat z kazdého
dria konkrétnu aktivitu tak, aby sme ¢o najlepsie pokryli vSetky aktivity, ktoré chce Samko stihnat. Pre nés je
ale vhodnejsi iny pohlad: hladajme také pospajanie aktivit s diiami (v ktorych sa dana aktivita vyskytuje), kde
kazdy den je spojeny s najviac jednou aktivitou zo Samkovho zoznamu a podobne aj kazda aktivita je spojena s
najviac jednym ditom. Sktisenejsi riesitelia hned zbadajt parenie, dokonca (a nastastie) na bipartitnom grafe.®

Zostavime si teda graf, v ktorom ako vrcholy jednej particie posobia aktivity, ktoré chce Samko stihnit, a
ako vrcholy druhej particie posobia jednotlivé dni, ktoré mé k dispozicii. Hrana medzi dilom a aktivitou existuje
prave vtedy, ked ju moze Samko v ten den vykonévat. Nés bude zaujimat, kolko najviac hrdn z tohto grafu
vieme vybrat tak, aby ziadne dve nemali spoloény koncovy vrchol. Takito mnozinu hran nazveme maximalnym
parenim. Podet hran maximélneho parenia bude nasou hladanou odpovedou.

5Bipartitny graf je taky, u ktorého vieme vrcholy rozdelit do dvoch mnozin, tzv. particii, tak, aby ziadne hrany neviedli v ramci
jednej particie.
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Maximalne parenie

Pre popis algoritmu hladajiceho maximélne péarenie si zavedieme eSte jeden pojem: zlepSujica cesta v
nejakom uz vybratom (nie maximdlnom) péareni P. Ide o postupnost neopakujtcich sa vrcholov (spojenych
hranami), ktord za¢ina v nesparenom vrchole vy, pokracuje po nepouzitej hrane do nejakého vrchola ug. Kym
tato cesta neskondi v nesparovanom vrchole, pokracuje dalej z vrchola w; do vrchola v;11, po hrane z parenia
P, z ktorého pokracuje do vrchola w; 41 opdf po hrane, ktord sa v pareni P nenachddza. VSimnime si, Ze cesta
ide z vrcholov v po nesparenej hrane a z vrcholov u po spéarenej. Kedze cesta zaéina vo vrchole vy a kondi v
nejakom vrchole ug, bude obsahovat viac nesparenych, nez sparenych hran.

Ked nédjdeme zlepsSujicu cestu v nejakom péareni, vieme toto parenie zvicsit o 1, pokial ,,preklopime“ hrany
na tejto zlepsujucej ceste, Cize tie hrany z cesty, ktoré sme mali pévodne v pareni, z neho odstranime a zvysné
dotiho priddme. Existuje dokaz, Ze parenie je maximalne prave vtedy, ked v fiom neexistuje zlepsujiica cesta’.

Preto sa bude celé rieSenie parenia zaoberat hladanim zlepSujtcich ciest na bipartitnom grafe. Oznac¢me si
particie tohto grafu ako A a B. Sta¢i nAm pouzivat oby¢ajné prehladavanie do hibky, ktoré vizdy za¢ne napriklad
v (kazdom) nespérenom vrchole z A, pdjde do kazdého mozného vrchola z B po nespédrenej hrane, potom po
sparenej hrane spit do vrchola z A, atd. atd., az dojde do nespareného vrchola z B. V tomto momente ,,preklopi“
vsetky hrany.

Toto celé sa bude opakovat, kym sa nestane, Ze nendjdeme ziadnu zlepsujiicu cestu. Vtedy vSak mozeme byt
spokojni, lebo sme objavili maximéalne parenie.

Casové zlozitost takéhoto riesenia je O(m - (v + h)), kde m je velkost maximalneho parenia, v je pocet
vrcholov nésho grafu a h je pocet hréan tohto grafu. m vieme zhora odhadnif ako min(n,k), v = n+ k. V
najzékernejSom pripade vSak moze byt pocet hran az n - k, napriklad ak mame k-kréat ta ista aktivitu, ktord sa
moze vykonat v kazdy den.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <algorithm>
#include <vector>
using namespace std;

#define For (i,n) for(int i=0; i<(n); i++)

int n,k;

int A[100047](4]1;
vector<vector<int> > G;
vector<bool> T;
vector<int> P;

bool zlepsi(int v) {
T([v]=true;
For(i,G[v].size()) {
int w=G([v][i];
if (P[w]==-1) {P[w]=v; return true;}
if(!T[P[w]] && zlepsi(P[w])) {P[w]=v; return true;}
}
return false;

}

int matching() {
P.resize (n+k,-1);
int res=0;

For(i,n) {
T.clear(); T.resize(n, false);
if(zlepsi(i)) res++;

}

return res;

int main() {
scanf (”%d”, &n) ;
For(i,n) For(j,4) scanf (”.%d”,&A[1]1[]]);

scanf (”.%d”, &k);
G.resize (n+k);
For (i,k) {
int x;
scanf (”.%d”, &x);
For(j,n) For(k,4) if(A[j] [k]==x) G[J].push_back (n+i);
}
printf (”%d\n”,matching());
return 0;

}

Kam dalej

Prvé mozné zlepsenie je v samotnom algoritme hladajicom maximéalne parenie. Keby sme namiesto prehla-

6 Ak by ste si to chceli formalne dokézat, najjednoduchsi postup pre netrividlnu implikiciu je nepriamy dokaz. Vezmete si nejaké
nie maximélne parenie a nejaké maximéalne, pozriete sa, ako by vyzerali komponenty grafu, ktory bude obsahovat vsetky vrcholy,
ale len hrany, koré st aspon v jednom z pareni, a zistite, Ze musi existovat zlepsujuca cesta.
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dévania do hibky pouzili prehladavanie do sirky, vieme néjst viacero zlepsujicich ciest naraz a vieme to ukopat
k ¢asovej zlozitosti O(h - /v)".

S tym sa vSak neuspokojime a potiahneme to kiisok dalej. Co nam vedelo strasne pokazit ¢asovt zlozitost,
boli viacnésobné aktivity. S nimi sa vieme vysporiadaf tak, ze vSetky rovnaké aktivity pospdjame do jedného
vrchola, v ktorom si nejako oznac¢ime, Ze s nim modZe byt pospdjanych viacero roznych dni. Namiesto toho, aby
sme nejako ¢arovne upravovali povodny algoritmus pre pérenie, si ukdzeme, ako sa celd tloha d4 previest na
ulohu o maximalnom toku v grafe.

Na to si zostrojime este trosku iny graf. Ten bude ohodnoteny a orientovany a bude obsahovat dva Specilne
vrcholy, takzvany source a sink, dalej vrcholy pre kazdy deii a pre kazdy druh aktivity. Zo source pdjde hrana do
kazdého diia s vahou 1. Z kazdého diia pojdu hrany vahy 1 do tych aktivit, ktoré sa daji v ten deni vykonévat.
Tu si treba uvedomit, ze kazdy druh aktivity bude mat priradeny nanajvys jeden vrchol, takZe tychto hréan uz
bude nanajvys 4n. Nakoniec pojdu hrany z jednotlivych aktivit do sink, s vdhou rovnou tomu, kolkokrat chce
Samko dant aktivitu pocas prazdnin vykonat. Ak chceme znizit nejaké konstanty, vrcholy budeme vytvéarat len
pre tie aktivity, ktoré chce Samko vykonat pocas prézdnin.

Maximalne toky

V takomto novom grafe nas bude zaujimat, kolko najviac vody vie tiect zo source do sink. Obmedzenia st
nasledovné: Z kazdého vrchola okrem source a sink musi odtekat presne tolko vody, kolko doiiho pritekd a po
kazdej hrane moze tiect najviac tolko vody, aka je jej vdha. Lahko si vS§imneme, Ze kazdy validny tok zodpoveda
nejakému konkrétnemu pareniu na pévodnom grafe.®

Ako sa taky najvicsi tok hfada? Opéit budeme potrebovat zaviest rafinovany pojem zlepSujtcej cesty. K tomu
budeme potrebovat do nasho orientovaného grafu prirobit fiktivnu spétni hranu ku kaZzdej normaélnej hrane,
na zaciatku s kapacitou 0. V pdvodnych hranidch si budeme pamiitat, kolko vody nimi méze eSte pretiect,
v spitnych, kolko vody tedie povodnymi hranami. Teraz budeme hladatf také cesty, ktoré zacinaji v source,
prechadzaji po hranach s nenulovymi hodnotami a koncia v sink.

Comu to zodpoveda: Budeme hladat nejaky sposob, ako cez nas graf pretlacit dalsi prad velkosti 1. Ked
pojdeme po obycajnych hranach, bude to zodpovedat tomu, Ze cez ne posielame novy prid. Ked péjdeme po
spétnej hrane z v do v, znamena to, ze sme si rozmysleli, kade tiekol prid predtym z v a posleme ho nejakjym
novym smerom.

Tieto zlepsujtce cesty mozme opit hladaf starym osvedéenym prehladavanim do hibky zo source. Akonahle
dojdeme do sink, hodnoty vSetkych hréan, po ktorych sme presli, znizime o 1 a k nim opa¢nym hrandm naopak
zvySime hodnoty o 1. Rozmyslite si, Ze opét plati prijemnd vlastnost, Ze ak nevieme néjst zlepSujticu cestu,
znamena to, ze nas tok je uz naozaj najvicsi mozny.

Casova zlozitost takéhoto riesenia bude O(p - (v + h)), kde p je velkost toku, ¢ize nasa odpoved, v a h su
pocty vrcholov a hran, priGom tentoraz vieme odhadniat v = n+k+2, h < 5n+k, takze po vhodnom dosédzani
a prepisovani je horny odhad O((n + k)?). Pamétova zlozitost takéhoto riesenia bude O(n + k)°.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <algorithm>
#include <vector>
#include <map>
using namespace std;

#define For (i, n) for(int i = 0; i<int(n); ++i)

#define ForEach(it, T) for(auto it = T.begin(); it!=T.end(); ++it)
typedef vector<int> vi;

typedef vector<vi> vvi;

int n, d, k, a;

vi Vv; // Visited

vvi D,0,S,P; // Dni, Ostava_kapacita, Sused, oPacny_tok
map<int, int> M;

inline void makeEdg
P[f].push_back(

] .push_back (
f] .push_back (
t].push_back (
f] (
t] (

int f, int t, int c){ //from, to, kapacita
t].size());

fl.size());

;

i
.push_back ;

e(
Ol
ol
t)
£)
c)
.push_back (0)

}

bool najdi(int v){ //dfs na vrchole v

"Pre zaujemcov

8Staci sa pozriet, po ktorych hranach medzi diiami a aktivitami te¢ie voda.

9Tu sa hodi eSte poznamenat, Ze pre vieobecné grafy existuju aj lepsie tokové algoritmy, ale vdaka malému hornému odhadu
velkosti toku ndm v tomto pripade staci aj takéto ,pomalé“ rieSenie.
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int

int

if (V[v]) return O;

viv] = 1;

if (v==1) return 1;

For (i, S[v].size())

if(O[v][i] > 0 && najdi(S[v][il)) {

Of[v]l[il-=;
O[S[v][i]][P[Vv][i]]++;
return 1;

return 0;

flow(){ //hlada najvacsi tok

int £ = 0;

while (true) {
V.clear();
V.resize(n,0);
if(!najdi(0)) break;
f++;

}

return f;

main () {

scanf (”%d”, &d);

D.resize(d, vi(4));

For (i, d) For(j, 4) scanf(”%d”, &D[i][3]);
scanf (”%d”, &k);

//na zapamatanie mnozstva aktivit pouzijeme mapu <cislo_akivity,doterajsi_pocet>

For (i, k) {
scanf (”%d”, &a);
M[a]++;

}

//pocet vrcholov bude 2 (source+sink) + pocet dni + pocet roznych aktivit
n = 2+d+M.size();

P.resize (n);

S.resize (n);

O.resize (n);

//pridame hrany z aktivit do sinku, hodnotu mame ulozenu v mape
//vrcholy tvorime len pre aktivity, ktore chce Samko spravit
int p = 0;
ForEach (it, M) {

makeEdge (2+d+p, 1, it->second);

//ked vyuzijeme to, kolko bolo aktivit, v mape prepiseme hodnotu
//na cislo vrchola, aby sme ho neskor (%) vedeli zistit
it->second = 2+d+p;
pt+;

}

//pridavame hrany k dnom

For (i, d4d) {
//zo source do dna, kapacity 1
makeEdge (0, 2+i, 1);

//z dna do kazdej aktivity (ktoru chce Samko vobec vykonat),
//ktora sa da v dany den vykonat
//Z (%) vieme, ze cislo vrchola pre danu aktivitu mame teraz v mape
//Vsimnite si, ze nasobne hrany nam nic nepokazia,
//lebo tok do dna nikdy nepresiahne 1.
For(j, 4) if (M.count(D[1i][]J])) makeEdge(2+i, M[D[i][3]], 1);

}

printf(”%d\n", flow());
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