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Vzorové riesenia 1. kola zimnej casti

Sabinka a Marcel
1. Dvojicky (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Vasou tlohou bolo zistit vek najstarSieho mozného péaru dvojiciek, a najviacsi mozny pocet dvojiciek na
oslave. K sprdvnemu vyrieSeniu tlohy si bolo potrebné uvedomit, ze aj fotograf moze byt dvojicka, a dokonca
moze byt aj sucastou najstarSicho paru dvojiciek.

Pri hladani maximélneho veku paru dvojiciek, sa moze stat bud, Ze najstarsi par dvojic¢iek je na fotke, alebo
ho tvori najstarsi jednotlivec z fotky a fotograf. Z tohto ndam teda vyplyva, Ze vek najstarsieho mozného paru
dvoji¢iek bude maximum z vekov na fotke, bez ohladu na to, ¢ je tam tento vek dvakrat, alebo len raz.

Tento pripad nastane vzdy, ked je na fotke aspon jeden jednotlivec. Potom fotograf a tento jednotlivec tvoria
spolo¢ne dvojicky.

Ked uz vieme, ¢o méme urobif, pozrime sa na to, ako to urobit.

Riesenie v ¢ase O(n) a pamati O(mazimalny_vek)

Chceli by sme vediet zistif pocet Tudi daného veku. To vieme urobitf tak, Ze si najprv vytvorime pole dizky
maximalny_vek, ktoré celé vynulujeme. Jednotlivé hodnoty na indexoch tohoto pola buda predstavovat poéty
Tudi daného veku. Nésledne prechddzame veky na fotke a zvicsujeme hodnotu na indexe daného veku o jedna.
Na konci v celom poli spocditame pocet indexov (pocet vekov) s hodnotou 2 (pocet dvojiciek), a zistime, ¢i
existuje index s hodnotou 1(nejaky jednotlivec na zdvojickovanie s fotografom). Takto zistime najvaési mozny
pocet dvojiciek. Maximalny vek dvoji¢iek najdeme ako najviicsi index v poli s nenulovou hodnotou. Ulohu sme
teda vyriesili v éasovej zlozitosti O(n + mazimalny_vek), a pamétovej zlozitosti O(mazimalny_vek).

Riesenie v €ase O(nlog(n)) a pamati O(n)

Najprv si veky z fotografie utriedime'. Nésledne si prejdeme pole a hladdme miesta, kde maji dva za sebou
nasledujtce prvky v poli rovnaki hodnotu (dvojicky). Ak existuje nejaky jednotlivec, teda pocet_dvojiciek-2 # n,
moze tento ¢lovek urobit dvojicku s fotografom, ¢ize zvysime pocet dvoji¢iek o 1. Maximélny mozny vek dvojiciek
je posledny prvok v poli, kedZe pole mame utriedené od najmensieho po najvicsie.

nulano
2. Vsetkych nas nezastavia! max. 12 b za popis, 8 b za program
y g

Najprv sa zamyslime nad tym, ako vyriesit pripad n = 2, m = 4, teda pre dvoch Iudi a styroch mimozemsta-
nov. Oznaéme si hmotnosti mimozemstanov a < b < ¢ < d. Akymi sposobmi ich moézeme rozdelit medzi dvoch
Tudi? St iba tri rdzne moZnosti: a +b a c+d; a + c a b+ d; alebo a + d a b + c. VSimnite si, Ze vSetky ostatné
rozdelenia st zhodné s jednym z tychto rozdeleni.

Rozdelenie a + b a ¢ + d zjavne nie je najlepsie, kedze ¢ + d je vicsie alebo rovné ako kazdy iny stacet. Staci
néam teda porovnat iba rozdelenie a + ¢ a b+ d s rozdelenim a + d a b+ ¢. V prvej moznosti vidime, ze ¢lovek
s b+ d mé najtazsi ndklad, kedze b+ d > a + ¢, lebo b > a a zaroven d > c¢. Ak ale tto hmotnost porovname
s tretim rozdelenim, zistime, Ze tretie rozdelenie je vyhodnejsie, kedze b+ d > a + d (lebo b > a) a zaroven
b+ d > b+ c (lebo d > ¢). Najvyhodnejsie rozdelenie tychto Styroch mimozemstanov teda je a +d a b+ c.

Teraz skisme vyriesit pripad n = 3,m = 6; ozna¢me si hmotnosti mimozemstanov a < b < ¢ < d <
e < f. Podobnym uvazovanim ako vysSie vieme ukdzat, Ze prvy ¢lovek musi niest hmotnost a + f. Zvysnych
mimozems$tanov potom musime rozdelif rovnakym postupom ako pre n =2, m = 4, tedana b+e a c+d.

Takto vieme pokracovat a dokazat, Ze pre fubovolné zadanie m = 2n musime mimozemstanov rozdelit na
najtazsieho s najlah$im, druhého najtazsieho s druhym najtaZzsim, tretiecho najtazsieho s tretim najlahsim, atd.

Ako modzeme toto rieSenie zovSeobecnit na Tubovolné m < 2n? Mohli by sme uvazovat nad tym, kolko
Tudi bude mat kolko voInych ruk, a priradit im najtazsich mimozemstanov, a zvysok vyriesit ako vysSie. Pri
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tomto rieSeni sa ale d4 lahko zabudnit na pripad m < n. A ako ste sa mnohi sami presveddili, program ktory
spravne riesi iba m > n, mohol dostat len 2 body. Ovela jednoduchsie je predstavit si, ze v kazdej volnej ruke
je mimozems$tan s hmotnostou 0. Vsimnite si, ze celkovi hmotnost, ktorti nesie dany ¢lovek to neovplyvni, a
mozeme potom vyuzit vySSie popisané rieSenie pre m = 2n.

Vysledny program teda najprv nacéita hmotnosti m mimozemstanov, doplni ich o 2n — m mimozemstanov
s hmotnostou 0, utriedi podla hmotnosti, a vypiSe pre kazdého ¢loveka doteraz nepriradeného najtazsieho a
najlahsieho mimozemstana.

Dano
3. Obojstranna c¢okotuba (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Iba jedna strana

Pozrime sa, ako by sa tloha zmenila, keby sme mohli brat ¢okolady iba zlava. Sktisme vSetky moznosti a
pre kazda overme, ¢i vyhovuje. Najskor teda overime, ¢ ndm staci zobraf iba prva éokolddu. Potom skisime
zobrat prvi a druhd, potom skiisime prvid, druht a tretiu. .. Z vyhovujicich moznosti zoberieme ta najkratsiu.
Ako ale zistif, ¢ moznost vyhovuje?

Pre kazdu testovani moznost si zratame, kolko ¢okolad ktorej farby obsahuje. Majme pole p velkosti f so
samymi nulami. Cislo p; ndm hovori, kolko ¢okolad farby i momentilne mame. Ak zoberieme ¢okoladu farby
u, tak ku p, pripo¢itame 1. Ked si teda napocitame cokolddy v testovanom tseku, mozeme prejst vSetky
poziadavky a pre kazdu poziadavku overit, ¢ je splnené. Takéto rieSenie jednoduchsej tlohy bude fungovat v
¢ase O(n(n+m+ f)), pretoze pre kazda z n moznosti prejdeme nanajvys n policok, vynulujeme pole p velkosti
f a prejdeme vSetkych m poziadaviek.

Iba jedna strana, rychlejsie

V povodnom rieseni sme vela veci robili zbyto¢ne. Napriklad, ak sme uZ poznali poéty ¢okolad v tseku [1, x]
a chceli sme zistif pocty ¢okolad v tseku [1, =+ 1], nemuseli sme nulovat celé pole p. Uplne nam stac¢i pridat do
pola p cokolddu na pozicii x4 1. VSetky ostatné cokolady totiz budu tie isté, ako v starom tseku. Ku p,_, teda
iba pripo¢itame 1. Teraz, ked nezahadzujeme informécie zo skimania predchidzajiicej moznosti, vieme kazdu
novi moznost spracovat v O(m). MoZnosti je stile n, takze ¢asova zlozitost je O(f +nm). Stale totiz pre kazda
moznost prechddzame cez vSetky poziadavky. Pole p vSak nastavujeme uz iba raz.

Iba jedna strana, este rychlejsie

Asi je celkom ocividné, Ze slabou ¢astou nasho doterajSieho rieSenia je to, Ze pre kazdi moZnost prechddzame
vSetky poziadavky, aby sme overili, ¢i s splnené. Ako to zlepsit?

Vieme, ze ked sme eSte nezobrali ziadnu ¢okoladu, tak nie je splnend Zziadna poziadavka. Majme teda po-
¢itadlo nesplnene, ktoré bude hovorit, kolko mame eSte nesplnenych poziadaviek. Na zacdiatku, je samozrejme
nastavené na m. Postupne pridédvame ¢okolady, az niekedy nastane zaujimava udalost. Pridanim ¢okolddy farby
w sa nam mohol zvysit podet tychto dokoldd na minimalnu hranicu pozadovanti Samom a Janom. To znamena,
ze poziadavka na cokolady farby w doteraz nebola splnend, ale teraz uz splnena je. Mozeme teda od nesplnene
oddéitat 1.

Ked niekedy nesplnene dosiahne hodnotu 0, vieme, Ze uz st vsetky poziadavky splnené. Nemusime teda uz
ani skagat braf dalsie ¢okolady. Urcite by sme tym uZ nenasli lepsie rieSenie, ako mame teraz.

Ako ale zistit, Ze nejakd poZziadavka doteraz nebola splnena a teraz uz je? Na zaciatku si spravime pole
t velkosti f, ktoré ndm pre kazda farbu povie, kolko jej je ziadanej. To vieme spravit uz pocas naditavania
poziadaviek. Potom s tymito hodnotami vieme porovnavat hodnoty z pola p. Ak doteraz platilo, Ze p; < t; a
zobratim nejakej ¢okolady farby i zacalo platit, Ze p; = t;, tak poziadavka na farbu i je uz splnena. Casova
zlozitost teda bude O(n +m + f).

Dve strany, hruba sila

Jednoduchym riesenim pdévodnej tilohy je vyskasat vSetky moZnosti pre zobratie prefixu a suffixu a kazdu
takito moznost overit. Podla toho, ako dobre spravime overovanie moze mat toto rieSenie ¢asovi zlozitost
zhruba niekde medzi O(n?) a O(n?). Rozne sposoby overovania sme si popisali vyssie.

Dve strany, vzorové rieSenie

Podme sa ale pozriet, ako mozeme rieSenie tlohy, kde berieme ¢okolady iba zlava rozsirit na obojstrannt
verziu.
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V jednoduchs$ej tlohe sme spravili pozorovanie, Ze ak vieme splnit poZziadavky najlavejsimi = ¢okolddami,
tak uz nemusime skisat brat dalSie, pretoze by sme tym urcite neziskali lepsie rieSenie. Ako toto pozorovanie
vyuzit? Nuz, skiisme nezobrat ziadne ¢okolady sprava. Zlava teraz zoberieme iba tolko ¢okolad, kolko ndm staci
na splnenie vietkych poziadaviek. Mame teda nejaké riesenie. Mozno je najlepsie, mozno nie, no uréite splia
vSetky poziadavky. No dobre, zlava uz uréite nechceme zobrat viac ¢okolad.

Co ale sprava? Co sa moze staf, ked zoberieme naviac este jednu ¢okoladu sprava? Ak to bola ¢okolada,
ktorej farba sa nijak nevyskytuje v poziadavkach, tak ni¢ neriesime. Zhorsili sme si sice doterajsie rieSenie, ale
to nés nijak netrapi, pretoze vysledok lepsieho riesenia si pamitame ako doteraz najlepsie néjdené. Co sa ale
stane, ak sa farba najpravejsej ¢okolady nachadza niekde v poziadavkach na vyvazenu stravu? Znamend to, Ze
mozno mozeme na lavi stranu vratit éokoladu, ktori sme odtial zobrali ako poslednii. MéZeme ju vratif, ak
mé rovnakt farbu, ako td, ktorl sme teraz zobrali sprava. No a aby sme sa z lavej strany dostali k ¢okolade,
ktorti sme tam teraz vratili, museli sme mozno prejst cez nejaké cokolady, ktoré sme vobec nechceli. Mozeme
tam teda vratit aj tie. A lala, mozno sme préave nasli nové najlep$ie rieSenie.

Pozrime sa na to naopak. Mame rieSenie, ktoré berie ¢okolady iba zlava. Vieme, ze vSetky poziadavky
st splnené. Skiisme vratif ¢okoladu, ktorti sme zobrali ako posledntt. Tym moZno prestala byt splnené nejakéa
poziadavka. To znamen4, Ze teraz budeme brat ¢okolady sprava, az kym neopravime tito pokazent poziadavku.
Tento postup teda zacne s rieSenim, ktoré berie iba ¢okolady zlava a opakuje dva jednoduché kroky:

1. Vrat na Tavi stranu éokolddu, ktoru si odtial zobral ako poslednt
2. Ber ¢okolady sprava, kym opét nie su splnené vietky poziadavky

Moézeme si v8imnut, ze niekedy nadm vréatenie ¢okolddy na lavi stranu ziadnu poziadavku nepokazi. Vtedy
teda nemusime brat Ziadne dalsie ¢okolady sprava.

Ak to mé celé Gasovi zloZitost? Najskor ndjdeme nejaké riesenie, ktoré berie ¢okolady iba zlava. To uz vieme
v O(n+m+ f). Potom vzdy vratime jednu ¢okolddu na lava stranu a zoberieme niekolko, mozno aj 0, ¢okolad
sprava. Kazdu ¢okolddu teda najviac raz zoberieme a najviac raz vratime. Bude to teda celé v O(n +m + f).

Pamitova vyzerd ako O(n 4+ m + f). Poziadavky si ale nemusime pamétat ako zoznam, takZe sa dostdvame
na O(n + f) a stale plati, ze f < n, takZe aj o paméiti mdzeme povedat, ze je O(n).

Dévid
4. Jeden smer (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Preco binarny zapis a ako to funguje

Binarny zapis riesenia sme zvolili pre to, Zze na to, aby sme zistili “uhol”, potom nepotrebujeme ziadne
vypocty. Sta¢i ndm zistit, ako dany ndzov svetovej strany vznikol. TotiZ ked zistime v ktorej polovici je hladana
strana, vieme jedno desatinné miesto. Ked zistime Stvrtinu, vieme dve. Ked osminu, vieme tri, a tak dalej.
Riesenie sa teda da Tahko postupne sprestiovat a lahko sa d4 vypisat aj ako dlhy refazec bez nejakjch problémov s
presnostou alebo upravovanim zlomkov. Nasleduje este jeden obrazok, na ktorom vidno ako toto “sprestiovanie”
funguje. VSimnite si, Ze zelené/modré ¢asti vedla seba st vzdy rovnaké a na éervenych sa striedajia 0 a 1.

0.00 0.000 , 0.0000 .,

1 0.001 9 0

1 0.01 0| 0 0.110f 0.0100

0.101 1 0

0 0.100 0.1000

Naivné riesenie

A7 4 body ziskame za rieSenie, ktoré bude postupne vytvéarat vsetky svetové strany, a s nimi aj uhly, ktoré ku
nim prislichaja. Nasledne nam staci sa pozrief do tohoto zoznamu a vypisat ten spravny uhol, bez zbyto¢nych
nal na konci. Ked budeme tieto svetové strany vytvarat po trovniach, dal$iu Groven vyrobime tak, ze vzdy
zoberieme uhol strany vlavo od nej a pripiSeme na koniec 1 (vid obrazok vyssie). Ked toto spravime, treba este
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vSetkym starym stranam pripisat na koniec 0, aby sa nam aj dalej zachoval rovnaky podet desatinnych miest.
Zlozitost takéhoto riesenia je O(2") kde u je poet tirovni ktoré chceme vyrobif. Aby nas odhad bol zévisli len
od velkosti vstupu, mozeme ho zvysit na O(27) kde n je dizka vstupu, lebo vieme, Ze viac trovni potrebovat
urcite nebudeme.

Vzorové riesenie

Prvé vec, ¢o si uréite kazdy vSimne je, Ze uz z pismen ktoré mame na vstupe, vieme lahko urcit Stvrtinu, v
ktorej je hladany smer. Ak st to napriklad pismend S a V, vieme, Ze smer je niekde medzi severom a vychodom.
Uhol ktory hladdme v bindrnej sustave teda zacina 0.00 (okrem pripadu kedy je to vychod samotny a smer je
uz 0.01).

Dalsi krok, ktory by sme mali spravif je, zistif ¢i sa nachddzame medzi S a SV alebo medzi SV a V. Ked
to zistime, budeme vediet, Ze dalsia cifra je 0 v prvom pripade resp. 1 v druhom pripade. Najprv vSak musime
pochopit, ako toto skladanie strdn prebieha. Ked si napiSeme nézov nejakej strany, mozeme si ho “uzatvorkovat”
tak, ako vznikal az po troven, kedy st v samostatnych zatvorkach jednotlivé pismena.

Aby to bolo prehladnejsie, budeme to demonstrovat na obrézku, na strane VSVSVVSV. Kazdy ramdcek
predstavuje jednu “zatvorku” a pod nim st naznacené “zatvorky” v niom, teda dve svetové strany, ktorych
zlozenim vznikol. Farebné odliSenie ndm este ukazuje kolko zlozeni treba na vytvorenie danej srany. Nazvy ktoré
vznikli bez skladania - zdkladné strany (Cierna), strany ktoré vznikli jednym zlozenim (modré), dve zloZenia
(Gervend), tri (modrd) a Styri (zlta).

VSVSVVSV
VSV SVVSV
V| SV VSV

s|v|s|v|v|sv
sV

Na tomto obrazku si mézeme v8imnut napriklad to, Ze v jednej farbe sa vzdy nachadza to isté (az na éiernu).
Co by sa stalo na dalsej tirovni? To je velmi jednoduché. Dalsia troveni vznikne tak, Ze pred tento nizov prilepime
to, ¢o je vlavo alebo to, ¢o je vpravo od tejto strany. Teraz si staci uvedomit, Ze vlastne tento nézov samotny
vznikol ako spojenie toho vlavo, a toho vpravo, teda VSV a SVVSV. KedZe tieto dve veci uz mame v nasom
obrazku (v druhom riadku), ni¢ “nové” ndm nepribudne.

Spit ku nasej tlohe. Chceme zistit, ¢ sa nachddzame medzi S a SV aleo medzi V a SV. Pri dalsom pohlade
na obréazok zistime, Ze S sa tam vzdy nachddza iba ako priama stucast SV, ale V sa tam nachddza aj ako stucast
inych stran (napr VSV). Ked sa nad tym este chvilu zamyslime, lahko zistime preco je to tak. Ak sa nachddzame
medzi SV a V a kazd4 strana vznik& spojenim okolitych dvoch, nemé sa tam ako dostat S samotné. Teda ak
méame viac pismen V ako pismen S, vieme Ze okrem SV nam tam ostavaju prave pismenéd V. Mame teda dalsiu
cifru n4sho dvojkového desatinného zdpisu. Nakolko sme isli do pravej polovice (pri pohlade zo stredu), je to 1
a teda mame 0.001.

Teraz nam ostava cely proces opakovat. Vieme Ze sme medzi SV a V| a chceme zistit, ¢i vpravo alebo vlavo
od VSV. Vieme teda, ze cely ndzov je zlozeny zo SV a V a chceme zistit, ¢i je zlozeny z VSV a SV alebo
VSV a V. Na to sa ndm oplati vediet, kolko krat je tam SV a kolko V. Ked si na zaciatku spoéitame ze
#s5 = 3 a #yv = 5 (mriezkou oznadujeme pocet vyskytov pismena) vidime, Ze v dalSom kroku #gy = #g a
#v = #v — #5. Teda minuli sme tolko V kolko je S aby sme ich pospédjali do SV. Teraz opéft zistime, ¢oho
je viac a vieme dal$iu cifru. Mame teda #gy = 3 a #y = 2, sme blizsie ku SV, teda medzi VSV a SV (uhol
0.0010). Teraz polozime #y sy = #v = 2 a #sv = #sv — #v = 1. Sme teda blizsie ku VSV a mame uhol
0.00101. V dalom kroku ndm ostane #syvsy = 1 a #vsyv = 1, teda sme priamo medzi tymito dvoma stranami
a findlny uhol je 0.001011 (posledn4 cifra ndm vzdy vyjde 1).

Podobnost tohto postupu s algoritmom na zistenie najvicsieho spolo¢ného delitela sama o sebe naznacuje
jednoduchost implementécie.

Casové zlozitost takéhoto rieSenia je O(n) od dlzky slova na vstupe.
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Iné riesenie

Z predoslého rieSenia si mozeme vSimnut, Zze uz pocet pismen S a V, resp. Ich pomer, urcuje jednoznacne
uhol a je v jednom smere rastici. Ak teda vieme desatinné dvojkové ¢islo previest na ndzov strany (staéi aj
pocet pismen S a V), mdZeme vysledny uhol bindrne vyhladavat.

MarekC
5. Interpunkcné parovanie (max. 12 b za popis, 8 b za program)

KedZze z retazca bola podla zadania odstrdnend prave jedna zatvorka, chceme zistit, aka. Najst chybajicu
zétvorku vieme tak, Ze jednoducho prejdeme cely retazec a spocitame vyskyty jednotlivych zatvoriek. Typ
zatvorky, ktorého pocetnost v refazci je o 1 mensia ako pocetnost jeho parového typu, chyba. Okay, inymi
slovami, ak sme zistili, Ze je v refazci, napriklad, nx (a (n—1)x ), vieme, ze chyba ).

Pomalé rieSenie a overenie spravnosti uzatvorkovania retazca

Dobre, méame chybajtcu zétvorku. Co s fiou? Skisme ju vlozif na vetky mozné pozicie a spoéitajme, pri
kolkych tychto pokusoch vznikne spravne uzatvorkovany refazec. Ako ale vieme zistit, ¢i je refazec spravne
uzatvorkovany?

Pouzijeme zasobnikovy automat. Kazd4 otvaracia zatvorka, napr. (, musi mat niekde vpravo od seba svoju
zatvaraciu, ). A to nie len-tak niekde. Teda, zamerajme sa skor na to, ¢o musi platit v intervale medzi tymto
parom zatvoriek.

Musi sa tu nachadzat spravne uzatvorkovany (korektny) podretazec alebo viac takychto podretazcov vedla
seba. Napriklad: ( {[1(O} [1 ). Medzi vonkaj$imi () sa nachddzaji dva korektné podretazce: {[1()} a [].
Z tohto sa ndm uz ¢rté akési rekurzivne pravidlo, Ze kazdy korektny podretazec, ohrani¢eny parom zéatvoriek (v
spravnom smere), obsahuje 0 alebo viac korektnych podretazcov vedla seba. Napriklad [] je korektny podretazec,
ktory obsahuje 0 podretazcov v sebe; a {[1 ()} obsahuje [1(), atd.

Ako teda vieme pouzit zdsobnikovy automat? Povedzme, Ze prechddzame retazec po znakoch zlava. Ak
najdeme otvaraciu zatvorku, priddme si ju do zasobnika a ideme dalej. Ak ndjdeme zatvaraciu zatvorku, musi
to byt prave parova zatvorka k zatvorke na vrchu zasobnika. Ak to plati, otvaraciu zatvorku zo zdsobnika
vyberieme. Znamena to, Ze uzatvara zatvorku, ktord sa otvorila ako posledna a nebola eSte uzavreta. Nemoze
sa staf, Ze sa otvori, napr. ( a hned za tou sa zatvori 1. Vtedy by bol retazec nekorektny.

Napriklad: ( {[1O} [1 ) - na zaciatku sme nasli prvi (, potom sme skontrolovali niekolko dalsich parov,
ktoré boli kompletné (otvorili sa a zatvorili bez toho, aby sa “pretinali”, napr. {[}], a teraz sme nasli poslednt
), ktord je zatvaracia k tej prvej, ¢ize “uzatvara zatvorku, ktora sa otvorila ako posledna z tych, ¢o este neboli
uzavreté”. Z toho je jasné, Ze nés ten stred (podretazec medzi krajnymi zatvorkami) nezaujima.

Takéato kontrola prejde cely refazec iba raz. Vyberaf z a vkladaf do zésobnika vieme v konStantnom ¢ase.
Preto vieme povedaf, 7e ¢asova zloZitost jedného overenia retazcu dizky n je O(n).

Pamitat si potrebujeme iba zdsobnik, ktory plnime len zo vstupného refazca, preto jeho velkost urdite
nepresiahne velkost vstupného retazca, ¢o je rovnako O(n).

Sprévnost stringu v tomto rieSeni ale overujeme pre kazda mozni poziciu chybajtcej zatvorky, ktorych je
n + 1. To ndm dokopy déva ¢asovi zlozitost O(n?).

D4 sa to rychlejsie? Pytal by som sa, ak by sa nedalo?

Nieco lepsie

Naozaj musime skuSat doplnit chybajicu zatvorku na vSetky miesta v refazci? Vieme nejako zistit kam
najskor a kam najneskor moézeme doplnif chybajtcu zatvorku? Ano.

Skiisme zasobnikovym automatom overit spravnost refazca zo vstupu aj ked vieme, Ze je pokazeny. Aku
dalsiu informéciu si z toho ale vieme vziat?

Na vstupe je toto: [(([1())1{}. Pustime na to zdsobnikovy automat (popisany vyssie). Ten sa zasekne
na tretej zatvorke od konca, kedze na vrchu zasobnika je (, ale na vstupe sa nachadza 1. M4 zmysel doplnit
chybajicu zatvorku niekam za tato 17

Uvedomme si: Ak doplnime chybajicu zatvorku hocikam za miesto zaseknutia, pri spusteni automatu pre
overenie sa automat zasekne znova na rovnakom mieste a k novo doplnenej zatvorke sa ani nedostane, lebo
chybnd cast refazca zostala nezmenend. Tymto sme vlastne nasli hranicu, pokial ma zmysel sktSat doplnit
chybajicu zatvorku. Tak isto vieme spustit automat aj z opacnej strany a zasekne sa na ( prvej z lava.

Tym paddom nam zostalo [(_(_[_1_()_)_1{}, kde _ zndzoriiuje miesto, kam mé zmysel skisit doplnit zat-
vorku. Teraz mozeme na kazdé _ skisit doplnif zatvorku a overit korektnost retazca.
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Je to uréite zaujimavé myslienka, no pri takomto pouziti je toto len jemné optimalizicia. Casova zloZitost
tohto vylepSenia je aj tak stdle O(n?), takze sme velmi potencial tychto “hranic” nevyuzili. Ako teda tito
informéciu vyuzif naplno?

V/zorové riesenie

Dokézeme zistit, ¢i zdtvorku mozeme doplnit na dané miesto, bez toho, aby sme museli overif korektnost
refazca? Hm. .. Ano!

Dobre, zasobnikovym automatom sme zistili, kde najskor a kde najnekér, mohla vzniknit chyba. Chyba
znamend, ze nejakd zatvorka sa otvorila a nezatvorila. Je to jasné? Pri prechode automatom sme narazili na
miesto, kde sme chceli zavriet nejaka zatvorku, ale zistili sme, Ze eSte ind nebola zavretd, a tym padom sa to
celé pokazilo. (Ak chyba otvéracia zatvorka, vieme rovnaku tivahu aplikovat na refazec z opacénej strany)

Ako vieme tento pokazeny refazec opravit? Zavrieme tito nezatvorent zatvorku. To sa zd4 byt celkom
jednoduché a toto zdanie nie je daleko od pravdy.

Ako by sme “zavreli” zatvorku? (Spomenme si na $tvrty odsek tohto vzordku) Doplnime zatvaraciu zatvorku
niekam vpravo od prvej otvorenej v nadjdenom intervale (prvéa zatvorka bude urdite prave opa¢né k chybajicej)
tak, aby sa v ich vnuatri nenachddzalo ni¢ alebo nejaky korektny podrefazec. Ak by sme do vnutra zatvoriek
uzaverli nekorektny podretazec, cely refazec by bol nekorektny a preto by dand pozicia doplnenej zatvorky
nepripadala do tvahy.

Napriklad, zostal ndm interval [() a chyba ndm v refazci 1. MoZeme ju doplnit takto: []1() alebo takto:
L[], ale nie takto: [(]1). Ak by bol interval [[()], médme 4 moznosti, kam dat chybajacul: [1[O]1, [[10],
[[O1T a[LOI].

Vsimnime si, Ze poslednt a predposlednii moznost ratame ako dve, aj ked v kone¢nom vysledku vyzeraju
rovnako. To preto, lebo nés zaujima, kam ddme chybajicu zatvorku, nie kolko réznych refazcov moze vzniknat.
Chéapeme, ze vsetky zatvorky st unikatne a je teda rozdiel, ¢i doplnime chybajicu zatvorku na posledné alebo
predposledné miesto.

Je tak zrejmé, ze zatvorku chceme dpolnit, bud hned za jej opa¢ni (ak ta nie je vo vnitri inych zatvoriek,
¢o znamend, Ze je tento podretazec korektny a pridanim dalej zatvorky by sa uréite pokazil), alebo medzi nimi
nechat nejaky “uzavrety” korektny retazec/retazce.

“Uzavrety” korektny refazec znamend, ze ho obkolesuju zatvorky iného typu, ako chybajica. To znamena,
ze donl nemozeme ni¢ vlozit, lebo by sme ho pokazili.

Poslednou ¢astou skladacky je tak identifikovanie “uzavretych” korektnych podrefazcov v skiimanom inter-
vale. Vieme lahko zistif, Ze takyto podretazec zacina tym, Ze prec¢itame otvaraciu zatvorku iného typu, akého
je chybajtica. Ako potom zistif, pokial aZ tento uzavrety podretazec siaha? Vieme zase pouzif zasobnikovy
automat. .. Vieme, ze podretazec je korektny. Tym paddom konéi, ked sa zdsobnik automatu vyprazdni.

Takto dokdzeme jednym prechodom intervalu néjst, a teda aj spoditat, miesta, kam je mozné doplnit chy-
bajicu zatvorku.

Zlozitosti

Pre najdenie hranic intervalu potrebujeme pustif zdsobnikové automaty z oboch stran. Vkladanie a vyberanie
zo zasobnika ma konStantnt Casova zloZitost, takZe ¢asovd zlozitost ndjdenia hranic pri n znakoch je O(n).
Néjdenie a spocitanie vhodnych miest trva jeden prechod ndjdeneho intervalu, ¢o je tiez O(n). Preto aj vyslednd
Casové zlozitost je O(n).

Potrebujeme si zjavne pamitat cely refazec, aby sme ho mohli prejst z oboch stran. Okrem toho si nie-
kedy pamétame obsah nejakého zasobnika, ktory plnime len zo vstupného refazca, preto jeho velkost uréite
nepresiahne velkost vstupného retazca. Preto hovorime O(n).

Kedze méame t retazcov o dizkach ni,ns ... ns, vieme asovi zlozitost odhadnif pomocou sumy: O(Zz:l n;)
a pamiitovil pomocou maxima: O(MAX(N)), kde N = {ny,na...ns}.

< Samo
6. Cakove deti (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Sktsme najprv vyriesit jednoduchsiu verziu tlohy. Poktisme sa len overit, ¢i sa zo vSeobecnych praud (dalej
ich budeme volat axiémy) d4 odvodit vyrok 0.

Nage riesenie sa bude inSipovat myS$lienkami pri prehladdvani grafov. Budeme si udrzovat mnozinu uz do-
kézanych vyrokov a takisto frontu vyrokov, ktoré postupne budeme spracovavat (uz dokdzanych). Ku kazdému
pravidlu si budeme navyse pamitat pocéet predpokladov (vyrokov, ktoré treba mat dokizané aby sme vedeli
dokézat nové tvrdenie) ktorésiuz dokazané.

http://ksp.sk/ strana 6 z 13



Zatneme tym, Ze oznaCime vSetky axidmy za pravdivé a vsetky si ich ulozime do nasej fronty. Budeme
postupne spracovavat vyroky z fronty. Ked budeme spracovavat vyrok v, ktory sa nachddza ako predpoklad v
odvodzovacich pravidlach aq, ..., ar. Pre kazdy z tychto vyrokov zvysime pocitadlo dokézanych predpokladov.
A pokial sme uz dokazali vSetky predpoklady moZeme prehlasit za pravdivy aj jeho dosledok (vyrok ktory sme
dokézali tymto odvodzovacim pravidlom). A zaroveil tento novo dokdzany vyrok priddme do fronty.

A7 sa ndm raz vyprazdni fronta budeme mat dokézané vSetky dokazatelné vyroky a teda jednoducho overime,
¢i medzi ne patri aj vyrok 0.

Vsimnime si, Ze cely algoritmus by mal ¢asovi zlozitost O(n+ Z;i_ol k;). Kde n je pocet vyrokov a k; pocet
predpokladov v i-tom odvodzovacom pravidle. Kazdy vyrok totiZ len raz priddme do fronty a kazdy predpoklad
si teda len raz oznacime za splneny.

Jednoduché zaklincovanie

Ak chceme vyriesit povodnt tilohu, staéi vyskusat vSetky mozné pamiite Caka, vyfiltrovat, ktoré odvodzo-
vacie pravidla si vie zapamétat a vzdy spustif vyssie spominany algoritmus. Ba ¢o dokonca viac, my t spréavnu
najmensiu vyhovujicu pamit vieme bindrne vyhladat. Vtedy casova zloZitost nésho rieSenia pri spravnej im-
plementécii vedie ku O((n + Z?i_ol ki)log(maxk;))

Vzorak

Vzordk namiesto sptsfania prehladévania zakazdym od znova bude prehladdvat postupne, najprv pomo-
fronty ich budeme pouZivat maxk;. Algoritmus bude podobny ako povodny. Axiémy pridame do fronty ¢&islo
0. Teraz budeme postupne spracovavat frontu ako vyssie. AvSak ak dokdzeme vSetky predpoklady niektorého
odvodzovacieho pravidla, tak namiesto pridania dosledku do rovnakej fronty pridame ho do fronty s poradovym
¢islom podla pocétu potrebovanych predpokladov. Ked sa nam vyprazdni aktudlna fronta skontrolujeme, ¢i sme
uz dokdzali vyrok 0. Ak 4no, mozeme vypisat poradové ¢iso ukoncenej fronty. Ak nie, tak zaéneme spracovéavat

Celé to bude mat ¢asovi zlozitost O(n+ Z?:Ol k;). Kedze podobne ako vyssie, kazdy vyrok bude v niektorej
fronte maximélne raz (ak uz je vyrok pravdivy nepriddvame ho do fronty aj ked sme ho odvodili znova). Zbytok
algoritmu je rovanky ako vyssie. Pamitova zloZitost bude O(n + Z?:Ol k;), kedZze si musime pamiitat vSetky
odvodzovacie pravidla a k nim to, kolko z predpokladov uz bolo odvodenych, a takisto fronty, v ktorych bude
dokopy najviac n prvkov (kazdy vyrok maximélne raz).

Hodobox
7. Ked uz je to po ceste... (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Ako vzdy, hruba sila

Chceme vediet pocet usporiadanych trojic bodov (A,B,C) pre ktoré plati, Ze sti¢et Manhattanovskych vzdia-
lenosti medzi A,B a B,C je rovny Manhattanovskej vzdialenosti medzi A a C.

Tak ich podme vSetky vyskusat - v troch vnorenych cykloch prejdeme vetky body, overime ¢i rovnost sedi,
a ak 4no, pripo&itame odpoved.

Poéet roznych trojic bodov, ktoré vyskusame, je O(n?). Nemusime si pritom pamiitat ni¢ okrem samotnych
bodov a zopéar pomocnych premennych, méme teda pamit O(n).

Toto by ndm malo stacit na prva sadu, kde n < 200.

Poznamka o suradniciach

Doleuvedené riesenia budu zélezat od velkosti stradnic. Pre zjednoduSenie zlozitosti si teda mdzeme uve-
domit, Ze ozajstné stiradnice nas az tak nezaujimaju, iba ich relativne poradie. MoZeme si teda x-ové aj y-ové
stradnice na vstupe osobitne precislovat od 0 po n — 1 v O(nlogn), a dalSia prica zéleziaca na stradniciach
bodov uz bude O(n). Ked st sturadnice mensie ako n, ponechame ich tak a pouZijeme notaciu O(s).

Postavime Manhattan

Kedy plati pozadovand rovnost pre body (A,B,C)? Kedy je cesta od A do B a B do C rovnako dlh4, ako
priama cesta z A do C? Optimalna cesta z A do B, kde BUNV. A je nalavo hore od C, je nejaka postupnost
krokov dlzky jedna dole a vpravo, pri¢om nikdy neprekroéime siradnice bodu C. KedZe tato postupnost krokov
je lubovolné (nezédlezi v akom poradi tieto kroky spravime, len aby bol spravny podet krokov dole a spravny
pocet vpravo), mozeme pritom navstivit lubovolny bod B ktory je v obdlzniku s bodmi A a C ako rohmi.
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Pre kazdt dvojicu bodov by sme teda chceli vediet odpovedat na otazku: Kolko bodov lezi v obdlzniku
ur¢enom tymito dvoma bodmi?

Toto je presne ta otazka, na ktoru vie efektivne odpovedat 2D prefixovy stcet, o ktorom si mozete precitat
v kuchérke?.

Spravime si teda mriezku nil, na stradnice bodov pripoc¢itame jedna, a spravime na nej 2D prefixovy stucet.

Teraz jednoducho prejdeme vSetky dvojice bodov, a pre kazdd k odpovedi pripocitame pocet bodov v
obdlzniku medzi nimi, minus dva (ked%e v obdizniku sa nachadzaji aj nase rohové body). Kedze kazdy platny
bod B s rohmi A a C patri do trojice (A,B,C) aj (C,B,A), nakoniec nas vysledok este prendsobime dvomi.

Naga mriezka musi mat riadok/stipec pre kazdd mozni stradnicu. Naga mriezka teda mé velkost O(n?),

KedZe vytvarame mriezku velkosti n?, a prechadzame vietky dvojice bodov (pre ktoré spravime O(1) ope-
raciu v 2D prefixej mriezke), nasa ¢asova zlozitost je $0(n"2).

Pamitova je priamociaro O(n?).

Opacna otazka

Limitujuici faktor v naSom rieseni je, ze musime vyskusat vSetky dvojice bodov (a spocitat kolko bodov je v
obdlzniku medzi nimi).

Vieme tiito otazku oto¢it naopak, a zistif pre kazdy bod, kolko dvojic bodov tvori obdlznik, v ktorom lezi?

Samozrejme Ze to bola basnicks otdzka, inak by nebola vo vzoraku, vsakze??

Podme sa nad tiou teda zamyslief. Obdlznik ktory obsahuje nejaky bod B musi mat jeden roh nad nim
(alebo zarovno), a druhy roh pod nim (alebo zarovno). Ndpodobne, musi mat jeden roh nalavo od neho (alebo
zarovno), a druhy roh napravo (alebo zarovno).

Ak skuisime tieto styri podmienky zli¢it do dvoch bodov, ziskame len dve moZnosti: bud je jeden roh nalavo
hore a druhy napravo dole, alebo je jeden roh napravo hore a druhy nalavo dole. Vsetky takéto dvojice bodov
st rohmi obdlZnika, ktorj nas bod obsahuje.

Prejdime teda vsetky body, a pre kazdy vyndsobme pocet bodov nalavo hore s bodmi napravo dole, a pocdet
bodov napravo hore s bodmi nalavo dole, a tieto dve &isla s¢itajme. Uspesne sme zapoditali vietky obdlzniky,
ktoré obsahujii nas bod! Nanestastie, niektoré sme zapocitali viackrat. St to prave tie, v ktorych oba body maju
jednu zo stradnic rovnaka ako nas bod. Napriklad bod ktory je priamo nad nasim zvolenym, sme zapocitali v
obdlznikoch s druhym rohom nalavo dole aj napravo dole, pricom v oboch pripadoch sme pripoéitali body ktoré
st priamo pod nim. Musime ich teraz raz odpoéitat. Od naseho vysledku teda eSte odpoéitame pocet bodov
priamo nad nasim bodom krat podet bodov priamo pod nim, a ndpodobne s bodmi priamo nalavo a napravo.

Vietky tieto otazky st na pocty bodov v obdlZnikoch, ¢ize ich hravo zodpovieme 2D prefixov§mi stctami v
konstantnom case.

Stale vytvarame mriezku so vietkymi stradnicami, ¢ize O(s?).

Kazdy bod teraz spracujeme len raz, pri¢om sa popytame na konstantne vela obdlznikov v nagich 2D prefi-
xoch, a teda aj ¢asové zlozitost je rovnaké.

Vzorak

Ked vsak stradnice narastii, mame uz problém aj s O(s?) aj s O(n?) mriezkou. 2D prefixy nam uz nestadcia.

Zamyslime sa teda trochu nad informéciou ktora potrebujeme, aby sme pripoc¢itali k odpovedi cesty preché-
dzajuce cez dany bod. Potrebujeme vedief pocet bodov presne nad nim a pod nim, po¢et bodov presne nalavo
a napravo od neho, a po¢et bodov vlavo/vpravo a hore/dole od neho. Ak si teda tito informéciu nevieme ziskat
pre vSetky body naraz (postavenim 2D prefixov), mozno si ju vieme postupne prepoéitavat od jedného bodu k
druhému? Tento pristup nas v tomto pripade dovedie k rieseniu.

Podme skiisit prechadzat bodmi zhora-dole, zlava-doprava, a udrzovaf si vSetku potrebnii informéciu pre bod,
ktory prave spracivame. Na zaciatku, pred spracovanim prvého bodu, st akoby vsetky bod pod nami. Vytvorme
si teda pole dole, ktoré na suradnici x bude udrzovat pocet bodov pod bodom, ktory prave spracivame, a s
x-ovou stradnicou x. Pred tym ako za¢neme spracovavat si doni zapiSeme vSetky body. Napodobne si vytvorme
pole hore, ktoré bude udrziavat pocet bodov nad bodom ktory préve spractivame, ktoré je najprv plné nal.

Postupne ako budeme prechadzat bodmi zhora-dole, si ich budeme odpoditavat z pola dole a pripocitavat
do pola hore. Toto nam d4 skoro vSetku informdciu ¢o potrebujeme - vieme spocitat pocet bodov napr. nalavo
dole od prave spractivaného bodu (x,y) ako siucet pola dole od stradnice 0 po x, a napr. napravo hore ako
stGet pola hore od z po maximum zo vstupu. Poéet bodov priamo nad/pod nasim bodom je priamo hore [x],
resp. dole[x].

2https://www.ksp.sk/kucharka/2d_prefixove_sumy/
3aj to je basnicka otazka

http://ksp.sk/ strana 8 z 13


https://www.ksp.sk/kucharka/2d_prefixove_sumy/
https://www.ksp.sk/kucharka/2d_prefixove_sumy/
https://www.ksp.sk/kucharka/2d_prefixove_sumy/

Jediné ¢o nam ostéva je vyriesit spravanie bodov s rovnakou y stiradnicou. Jedna moznost je napriklad spra-
covavaf vietky body s rovnakou vyskou naraz - pridat ich hore, spo¢itat pozadované obdlzniky, odpoéitat pocet
bodov priamo vlavo a vpravo (kedZe spracovavame vsetky v jednom prechode, udrzujeme si tito informéciu), a
nakoniec ich vSetky jednotne odpoditat z dole.

Aby sme si polepsili s ¢asovou zlozitostou, nase polia dole a hore budi musiet vediet séitavat ¢isla v
intervale, a menit hodnoty na jednotlivych siuradniciach, v lepSom ¢ase ako O(n) resp. O(s). Pouzijeme teda
nejakt vhodni détovd struktiru, ako Intervalovy strom* alebo Finsky strom?.

Budeme si pamétat naSe body a polia zhruba také velké, akii mame najvicésiu stradnicu — ak pouzijeme
kompresiu, je to n, ¢ize pamétova zloZitost je O(n).

Body musime usporiadaf, pripadne spravit kompresiu suradnic, ¢o ndm zaberie O(nlogn). Nésledne vSetky
body prejdeme, a kazdy konstantne vela krat priddme/odpocitame z intervalového stromu, a zakazdym spravime
konstantne vela si¢tov na tomto strome. VSetky tieto operécie zabert O(logn), ¢ize dokopy taktiez O(nlogn).

Baklazan
8. Yvettin Emental Neschopnosti (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Zacnime jednoduchym pozorovanim: ak pre dany zoznam slov existuja nejaké dvojicky, uréite existuju aj
také dvojicky, ktoré za¢inaji roznymi slovami, aj konéia réznymi slovami (tito vlastnost budi spliiat napriklad
najkratsie dvojicky — ak by mali rovnaké prvé slovo, mohli by sme toto slovo vynechat a dostali by sme kratsie
dvojicky, rovnako, ak by mali rovnaké posledné slovo). Na vyrieSenie tlohy ndm teda stadi zistit, ¢i existuju
dvojicky, ktorych prvé aj posledné slové st rozne. VSetky algoritmy v tomto vzoraku buda hladaf prave takéto
dvojicky.

Dvojicky by sme mohli konstruovat nasledujiicim postupom:

1. Najdeme v zozname dve slova u, v také, Ze u je prefixom v. Tieto dve slova si zapiSeme do dvoch riadkov

(kazdé do jedného) tak, aby ich zaciatky boli zarovnané pod seba. Plati teda, ze ak s dve pismend
napisané nad sebou, si to rovnaké pismena.

2. Kym plati, ze nase riadky st rézne dlhé, robime nasledujtci krok:

2.1. Najdeme v zozname nejaké vhodné slovo w a dopiSeme ho na koniec kratsieho riadka. Slovo w musi
byt také, aby aj po jeho dopisani platilo, Ze pismend, ktoré st pod sebou, st rovnaké.

3. Ked dospejeme k tomu, Ze oba riadky st rovnako dlhé, nasli sme dvojicky (slové, ktoré sme zapisali do
prvého riadku, tvoria prva z nich a slové, ktoré sme zapisali do druhého, tvoria druha).

Pre zoznam slov {emental, mentalne, moj, moje, neschopnosti, schopnosti} by teda prvé tri kroky mohli
vyzerat takto:

moj
moje

mojemental
moje

mojemental
mojementalne

Tento postup eSte nie je deterministicky algoritmus — nie je jasné, ako mame zvolif pociatocné slova u, v,
(ak by sme mali viac moZnosti), ani ako méme v druhom kroku volit slovo w.

Plati vsak, ze ak dvojicky existuju, pri vhodnych volbach u,v a w ich naSim postupom vieme zostrojit.
Naopak, ak neexistuji, potom potom sa nadm to pri ziadnych volbach u,v a w nepodari (bud sa zasekneme na
tom, Ze v zozname nie je vhodné slovo, alebo sa nikdy nedostaneme z druhého kroku). Na vyrieSenie nasej tlohy
ndm teda staci zistit, ¢i existuji vhodné volby slov zo zoznamu, ktoré by viedli k ndjdeniu dvojiciek.

Vsetky moznosti volieb u, v a w, vyskusat nevieme, lebo ich moéze byt nekoneéne vela (napriklad pre zoznam
slov {c, ca, aa, ab, ba bb} sa nas postup v druhom kroku zacykli, pricom si vZdy moze vybrat z dvoch moznych
w). Namiesto toho zaloZzime nase rieSenie na nasledujtcich pozorovaniach.

To, & je v nejakom momente nasho postupu este mozné doplnit nase dva riadky na dvojicky, zdvisi iba na
rozdieli nasich riadkov, teda na postupnosti pismen, o ktort je dlhsi riadok dlhsi. Tento rozdiel si nazvime stav.
Ak sme napriklad zatial napisali

4https://www.ksp.sk/kucharka/intervalovy_strom/
Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Fenwick_tree
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mojemental
moje

povieme, Ze sme v stave ,mental". Mozeme si v8§imnuaf, Ze kazdy stav, od ktorého sa mozeme dostat, je
sufixom nejakého slova zo zoznamu. To znamena, %e roznych moznych stavov je O(n).

Na celt lohu sa mézeme pozerat ako na grafovy problém: vrcholy st stavy a hrana zo stavu A do stavu B
vedie prave vtedy, ked v zozname existuje slovo w, ktorého napisanim by sme sa dostali zo stavu A do stavu B.
Tie stavy, do ktorych sa dé dostat prvym krokom nasho postupu, nazvime zaciatoéné. Nasim cielom je zistit,
¢i sa z nejakého zadiatocného stavu dé dostat do stavu " (prazdny retazec), kedze tento stav zodpoveda tomu,
ze nase dva riadky s rovnako dlhé.

Prvé rieSenie

Na grafe stavov urobime prehladavanie do $irky®. Graf si nebudeme konstruovat explicitne, ale podla potreby
za behu. Budeme si udrziavat mnozinu stavov, do ktorych sa d4 dostat, ako mnozinu retazcov. Okrem toho
budeme mat aj frontu stavov, do ktorych sa d4 dostat a eSte sme sa z nich nesirili.

Pre dvojicu slov z,y takd, Ze x je prefix y, budeme notaciou y — x znacit slovo, ktoré dostaneme, ked zo
slova y zmazeme prefix x.

Na zaciatku sa pre kazdu dvojicu slov u, v zo zoznamu pozrieme, ¢i u nie je prefixom v. Ak je, priddme do
mnoziny dosiahnutelnych stavov, aj do fronty, slovo v — u. Tymto sme nasli vSetky zacdiatocné stavy.

Nasledne vyberdme stavy z fronty a z kazdého z nich sa Sirime. Ked vyberieme z fronty nejaky stav s,
prejdeme cely zoznam slov a hladdme v fiom také, ktorym je s prefixom, pripadne ktoré sa prefixom s.

e Ked najdeme nejaké slovo w, ktorého je s prefixom, znamend to, ze zo stavu s sa da ist do stavu w — s.
e Ked najdeme nejaké slovo w, ktoré je prefixom s, znamena to, ze z s sa da ist do s — w.

V oboch pripadoch sa pozrieme, ¢i tento novy stav (teda w — s, alebo s — w) uz méame v mnozine objavenych
stavov. Ak nie, priddme ho tam a priddme ho aj do fronty nerozsirenych stavov.

Takto pokracujeme, az kym sa ndm nevyprazdni fronta, alebo kym neobjavime stav ," (prazdny retazec).
Dvojicky existuju prave vtedy, ak sme pocas prehladavania objavili stav ,".

Tento algoritmus prehlada graf stavov korektne, kedZe ide iba o jemne exoticki implementéciu prehladévania
do sirky.

Zlozitost

Pri hladani zaciatoénych stavov porovnédvame kazdé slovo v zo zoznamu s kazdym moznym slovom u. Slova
v zozname s dokopy dlhé n, pre jedno v teda toto porovnévanie teda zaberie O(n) ¢asu. Pri porovnévani
najdeme pre jedno v nanajvys k vhodnych slov u, pre ktoré vznikne zaciato¢ny stav v — u. Kazdy z tychto
zaciatoénych stavov je dlhy O(n) a treba ho pridat (ak tam este nie je) do mnoziny dosiahnutelnych stavov, ktora
obsahuje O(n) refazcov dlhych O(n). Ak mnozinu stavov implementujeme pomocou vyvazeného vyhladévacieho
stromu (ako napriklad std: :set<std::string> v C++), jedno vyhladdvanie/vkladanie do nej bude vyzadovat
O(logn) porovnani trvajiacich O(n). To znamen4, Ze pridavanie jedného zaciatoéného stavu (resp. kontrola, ze
uz bol objaveny) trvd O(nlogn). Pridanie vSetkych zaciatoénych stavov objavenych pri danom v teda bude
trvat O(knlogn). Jedno v teda spacujeme v ¢ase O(knlogn + n) = O(knlogn). Vsetky v ndm budd trvat
O(k*nlogn).

Pri rozSirovani sa z nejakého stavu s je situacia podobné: musime porovnat s s kazdym moZnym w, ¢o nam
zaberie O(n) ¢asu. Pritom ndjdeme O(k) hrén, pre kazdd z nich musime overit, ¢i sa nejaky novy stav dlhy
O(n) nachéddza v mnozine objavenych. To zaberie dokopy O(knlogn). Na rozsirenie jedného stavu teda minieme
O(knlogn + n) = O(knlogn) ¢asu. KedZe moznych stavov je O(n), dokopy sa budeme rozsirovat O(n)-krat,
teda nage prehlad4vanie do §irky bude trvat O(kn?logn).

Kedze k < n, ¢asova zlozitost celého algoritmu je O((kn®logn) + (k*nlogn)) = O(kn®logn). Ak by sme
mnozinu stavov implementovali efektivnejsou datovou truktirou, napriklad pismenkovym stromom’, zloZitost
by bola O(kn?) (kedZe v pismenkovom strome vieme slova dlzky n vyhladévat/pridavat v O(n)). Trochu né-
ro¢nejsou analjzou sa d nas odhad zlozitosti este spresnit na © (n? min (k, /n)).

Lepsia reprezentacia stavov

Predoslé rieSenie sa da zrychlif SikovnejSou reprezentaciou stavov. Vieme, Ze kazdy dosiahnutelny stav je
sufixom nejakého slova zo zoznamu. D4 sa teda popisat dvojicou ¢isel (i,1), kde 4 je index nejakého slova v
zozname a [ je dlzka sufixu.

Shttps://wuw.ksp.sk/kucharka/bfs
"https://en.wikipedia.org/wiki/Trie
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Vsetky operéacie, ktoré so stavmi v naSom algoritme robime, vieme efektivne robit aj s takouto reprezentéciou.
Pri hladani zadiato¢nych stavov vzdy vieme, z ktorych slov u, v jednotlivé stavy vznikaji. To znamena, ze pre
ne vieme v konsStantnom ¢ase vypocitat ich reprezentaciu. Pri $ireni sa z nejakého stavu (i,1) si skonstruujeme
prislusny retazec (sufix i-teho slova dlhy ) a ten porovnavame so slovami v zozname. Vzdy, ked ndjdeme nejaki
hranu, vieme aj v konstantnom ¢ase vypocitat reprezentaciu stavu, do ktorého vedie (kedZe vieme, z akého slova
dany stav vznikne).

Na reprezentaciu mnoziny dosiahnutelnych stavov nam stac¢i pamétat si pre kazdé slovo t zo zoznamu jedno
pole boolovskych premennych rovnako dlhé ako ¢. Na [-tom indexe v tomto poli si budeme pamétat, ¢i je stav
zodpovedajuci sufixu slova t dlzky | dosiahnutelny. Kedze slova zo zoznamu st dohromady dlhé n, celkova dizka
tychto boolovskych poli bude tiez n. Overenie, ¢i je nejaky stav v mnoZine dosiahnutelnych, teraz vieme urobit
v ¢ase O(1), rovnako aj pridanie stavu do mnoziny dosiahnutelnych.

Vsimnime si, Ze graf, ktory teraz prehladédvame, je trochu iny, ako v predoslom rieseni. Ak totiz dve slova
zo zoznamu maju spolo¢ny sufix, stav zodpovedajtci tomuto sufixu ma az dve mozné reprezentacie a my s nim
pracujeme, akoby to boli dva rozne vrcholy. D4 sa vSak Tahko ukézaf, Ze cesta zo zaciato¢ného stavu do stavu
" (prézdneho retfazca) existuje v nasom grafe prave vtedy, ked existovala aj v pévodnom. NavySe, pre nas
upraveny graf stale plati, ze ma O(n) vrcholov.

Casovi zlozitost tohto riesenia odhadneme rovnakym spdsobom, ako pri predoslom rieseni. Kedze sme vy-
razne zrychlili operacie s mnozinou dosiahnutelnych stavov, ¢asovéa zlozitost sa ndm zlepsi na O(n?).

Rychlejsie hfadanie hran

V doterajsich rieSeniach sme si hrany nésho grafu konstruovali pocdas prehlad4vania, podla potreby. Skisme
si ich teraz explicitne skonstruovat vopred. Pre kazdy sufix s kazdého slova zo zoznamu teda potrebujeme néjst
vsetky slova w, také, Ze s je prefixom w, alebo w je prefixom s. Ak by sme to robili naivne, trvalo by ndm to
O(n?). Ide to v8ak aj rychlejie, s pomocou Knuth-Morris-Prattovho algoritmu®’.

Pre kazda dvojicu slov z,w zo zoznamu spustime KMP s textom z a vzorkou w. Ak je w kratSie nez z,
mozno najdeme niekolko vyskytov w v z. Kazdy z tychto vyskytov vlastne znamen4, Ze slovo w je prefixom
nejakého sufixu s slova x. Prislusné hrany priddme do grafu.

KMP si pocas svojho behu udrziava informéaciu o tom, aky najdlhsi sufix precitanej casti textu je zaroven
prefixom vzorky. To znamen4, Ze po doditani celého slova z budeme vediet, aky najdlhsi sufix slova x je zdroven
prefixom slova w. Prislu$ntt hranu priddme do grafu. Okrem toho potrebujeme najst aj vSetky ostatné sufixy
x, ktoré su prefixami w. Tie vieme najst v case linedrnom od ich poétu, s vyuzitim informaécie, ktorti sme si
predratali v ramci KMP — stac¢i ndm nasledovat spétné linky (to, ¢o v texte v Kuchéarke volame funkcia next()).

Takto sme nasli vSetky hrany zo sufixov slova z, ktoré vyuzivaja slovo w, pricom nadm to trvalo O(|z| + |w|)
¢asu. Ked tento vypocet urobime pre kazdu dvojicu x,w, budeme mat skonStruované vSetky hrany v grafe.
Dokopy spustime KMP k2-krat, pri¢om kazdé slovo zo zoznamu bude k-krat v roli slova x a k-krat v roli slova
w. Kazdé slovo y teda do ¢asovej zlozitosti prispeje ¢asom O(k|y|). Kedze stcet dlzok slov je n, celkové casova
zlozitost konstruovania grafu bude O(kn).

Na hladanie zaciatoénych vrcholov moéZeme vyuzit nas éerstvo zostrojeny graf. Pre kazdé slovo v zo zoznamu
sa pozrieme na stav, ktory zodpoveda jeho najdlhSiemu sufixu (teda celému slovu v). Z tohto stavu povedie
niekolko hrén, pricom jedna pdjde do stavu ," (prazdny retazec). VSetky ostatné hradny vedu do zaciatoénych
stavov. Rozmyslite si, Ze takto ndjdeme vSetky zac¢iatoéné stavy (dokonca kazdy dvakrat).

KedZze nas graf ma O(n) vrcholov a z kazdého vedie nanajvys k hran, prehladavanie grafu bude trvat O(kn),
teda cely algoritmus ndm bezi v ¢ase O(kn). Ak by sme chceli odhadniit zlozitost ndsho algoritmu iba v zavislosti
od n, mozeme vyuzit, ze k < n, teda nas algoritmus bezi v ase O(n?). V skutocnosti sa vSak pocet slov d4
odhadnit aj tesnejsie: kedZe vSetky slovd musia byt rézne, bude ich nanajvys O( , teda nas algoritmus bezi

véaseO( n’ )

logn

logn)

Pocet hran v grafe

Graf, ktory sme v predoslom algoritme zostrojili, mal O(n) vrcholov a mohol mat az radovo % hran.
2
n

Naozaj sa pritom daju zostrojif vstupy, pre ktoré bude mat graf © (m

) hran. Zda sa teda, Ze nase rieSenie
sa uz ned4 zlepsit.

V skutocnosti vSak vSetky “zlé” vstupy, pre ktoré mé graf vela hran, vyuzivaju fakt, ze ak méa vela slov
rovnaky sufix a vela inych slov mé taky prefix, v grafe sa pospéajajiu “kazdé s kazdym”. Ak prejdeme naspit ku

8https://www.ksp.sk/kucharka/kmp/
9 Ak tento algoritmus nepoznate, odport¢am v tomto momente prerusif &itanie tohto vzordku a precitaf si o fiom nieco. Zvysok
tohto vzordku predpoklada, ze KMP poznate.
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grafu, kde kazdy retazec mohol mat iba jeden vrchol (bez ohladu na pocet slov, ktorych je sufixom), najvacsi
mozny pocet hran sa vyrazne znizi.

Najprv potrebujeme zmenif sposob, ako reprezentujeme vrcholy grafu. VSetky slova zo zoznamu si napisme
odzadu. Nad takymito odzadu napisanymi slovami teraz postavme pismenkovy strom. Kazdy vrchol pismen-
kového stromu zodpovedd nejakému retazcu, z ktorého po otodeni dostaneme sufix jedného, alebo viacerych
slov zo zoznamu. Zaroven kazdy vrchol pismenkového stromu zodpoveda inému retazcu. Vrcholy pismenkového
stromu nam teda dobre reprezentuju stavy, pricom kazdy mozny stav je reprezentovany prave raz.

Kolko hran moze mat nas graf teraz? Hrany si rozdelme na dva typy:

e wvniutorné hrany sa také, ktoré vznikli zo stavu s s pouzitim slova w kratsieho nez s a veda do stavu s — w.
e vonkag§ie hrany st také, ktoré vznikli zo stavu s s pouzitim slova w dlhsieho (alebo rovnako dlhého) ako
s a vedu do stavu w — s.

Ked sa pozrieme na nejaky konkrétny stav s, vedie z neho tolko vnatornych hrén, kolko je v zozname
slov, ktoré st prefixom s. VSetky tieto slovd st urcite rozne (lebo slovd v zozname st rozne) a tym padom
rozne dlhé (lebo rozne prefixy slova s musia byt rozne dlhé). KedZe slova v zozname st dokopy dlhé n, rozne
dlhych slov v tiom modze byt nanajvys O (y/n). To znamena, ze z kazdého vrcholu vedie nanajvys O (v/n)
vnutornych hran. Zaroven plati, Ze ich z kazdého vrcholu vedie nanajvys k. Celkovy pocet vnutornych hran je
teda O (nmin (v/n, k)).

Vezmime si teraz nejaké ¢islo [ a pozrime sa na vietky stavy dizky [ (v hibke [ v nagom pismenkovom strome).
Tieto stavy budeme volat stavy [-tej drovne. Pocet vonkajSich hran veducich zo stavov I-tej irovne ozna¢me o;.
Na to, aby z nejakého stavu s z I-tej trovne viedla nejakd vonkajsia hrana, musi v zozname existovat nejaké
slovo w také, Ze s je prefixom w. Kedze kazdé slovo ma nanajvys jeden prefix dzky [, kazdé slovo zo zoznamu
moZe byt v roli w pre nanajvys jeden zo stavov [-tej tirovne. Plati teda o; < k. Ba ¢o viac, v roli w mozu byt
iba slova dlhé aspon I. Ak si pocet slov zo zoznamu, dlhych asponi I, oznac¢ime ako k;, plati o; < ;.

Podet vonkajsich hran v nasom grafe vieme spoditat ako

01+03+ -+ 0p.

Vieme pritom, Ze plati

or+o2+-+op <ki+kat-+ky
Navyse plati

ki +ko+ -+ kn =n,

kedze kazdé slovo je zaratané v prave tolkych k;, kolko ma pismen. Vonkajsich hrén je teda nanajvys n.
Dokopy m4 teda nas graf O (nmin (y/n, k)) hran.

Este rychlejsie hladanie hran

N4s novy graf je redsi, bude sa teda dat rychlejsie prehladat. Hladanie hran ndm vSak stéle trva ©(nk) casu.
To sa d4 zrychlit tym, Ze namiesto sptstania KMP k2-krat, pouzijeme Aho-Corasickovej algoritmus!®, ktory
bude stacit spustit k-krat.

Vo vsetkych behoch Aho-Corasickovej algoritmu budeme pouzivat rovnaki mnozZinu vzoriek: vSetky slova
zo zoznamu. Predratanie potrebnych informécii pre vzorky (pismenkového stromu so spidtnymi linkami) ndm
teda staél urobit len raz. V tomto momente v naSom algoritme vystupuji dva pismenkové stromy — jeden
nad obratenymi slovami zo zoznamu, ktorého vrcholy st zaroven vrcholmi grafu, ktory budujeme, a druhy nad
povodnymi slovami zo zoznamu, vyuzivany v Aho-Corasickovej algoritme.

Pre kazdé slovo x zo zoznamu spustime Aho-Corasickovej algoritmus s textom x a celym zoznamom slov
ako vzorkami. Vzdy, ked Aho-Corasickovej algoritmus najde vyskyt nejakého slova v slove z, priddme do grafu
prislusnd vnatornt hranu. Ked Aho-Corasickovej algoritmus dodita celé x, budeme vediet, aky najdlhsi sufix
slova x je prefixom jedného, alebo viacerych slov zo zoznamu. Tento sufix ozna¢me ¢. Najdeme vsetky slova
zo zoznamu, ktorych prefixom je ¢ (o chvilu si ukdZeme ako) a prislusné vonkajsie hrany priddme do grafu.
Nasledne ndjdeme druhy najdlhsi sufix x, ktory je prefixom nejakych slov zo zoznamu (v konstantnom case,
nasledovanim spitnej linky v Aho-Corasickovej strome) a urobime pren to isté. Takto pokracujeme, az kym
nenastane jedna z dvoch moznosti:

Ohttps://en.wikipedia.org/wiki/Aho%E2%80%93Corasick_algorithm
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1. Presli sme vSetky zaujimavé sufixy slova x. V tomto momente st vSetky hrany, ktoré vedu zo sufixov =z,
objavené.

2. Prisli sme na nejaky sufix s, ktory je zaroven sufixom nejakého iného, uz spracovaného slova. To znamena,
ze hrany vedice zo stavu s, aj vSetkych kratSich sufixov slova x st uz objavené a spracovavanie slova x
moZzeme ukondit.

Je dolezité, ze v druhom pripade ihned prestaneme pracovat. Inak by sme mohli vonkajsie hrany vedtce
z jedného stavu objavovat velakrat a vobec by nam nepomohlo, Zze graf, ktory konsStruujeme, je riedky. Pri
pridavani vntatornych hrén tiez mézeme kontrolovat, ¢i priddvand hrana neviedie zo skér spracovaného stavu,
aby sme sa vyhli duplicitnému priddvaniu hrén (pri analyze zlozitosti budeme predpokladat, Ze to kontrolujeme.
Zlozitost by sa vSak nezhorsila, ani keby sme to pre vntatorné hrany nerobili).

Zostava vymyslietf, ako pre zadany refazec ¢ najst vsetky slova zo zoznamu, ktorych je prefixom. Refazcu ¢
zodpovedd vrchol v Aho-Corasickovej strome. VSetkym slovam zo zoznamu, pre ktoré je ¢ prefixom, zodpovedaju
nejaké vrcholy Aho-Corasickovej stromu, ktoré st v podstrome pod t. Sta¢i ndm teda tento podstrom prehladat
(napriklad do hibky) a nijst v fiom vSetky vrcholy, ktoré zodpovedajti celému slovu zo zoznamu. Pritom si treba
dat pozor na to, Ze podstrom pod ¢t moze byt velky, aj keby v fiom bolo iba jedno slovo. V takom pripade si ho
nemdzeme dovolit prehladdvat naivne, lebo by to trvalo velmi dlho.

Preto urobime takzvani kompresiu ciest. Vrchol Aho-Corasickovej stromu budeme povazovat za zaujimavy,
ak m4 aspon jednu z tychto dvoch vlastnosti:

e Kondéi v iom nejaké slovo zo zoznamu
e M3 aspon dve deti

Nezaujimavé vrcholy st teda také, v ktorych nekon¢i Ziadne slovo a maju prave jedno dieta. Pre kazdy
nezaujimavy vrchol V' si na zaciatku algoritmu predpocitame, do akého prvého zaujimavého vrcholu U prideme,
ak z vrcholu V pojdeme po strome nadol. KedZe z nezaujimavych vrcholov sa dé ist nadol vzdy prave jednym
sposobom, vrchol U je jednoznacéne uréeny. Toto predratanie vieme urobit v ¢ase O(n), Sikovnym prehladava-
nim do hibky. Nésledne vzdy, ked pri prehladdvani nejakého podstromu Aho-Corasickovej stromu prideme do
nejakého nezaujimavého vrcholu, sko¢ime rovno do najblizSieho zaujimavého vrcholu. Takto zarucime, ze cas
prehladévania podstromu bude linedrny od poctu ndjdenych slov, kedze prehladdme nanajvys tolko nezaujima-
vych vrcholov, ako zaujimavych a v minimalne polovici zaujimavych vrcholov konéia slova (to vyplyva z toho,
Ze strom mé viac listov, nez vetveni).

Zlozitost

Na zadiatku si potrebujeme vybudovat oba naSe pismenkové stromy a predpocitat si na nich vSetko potrebné.
To ndm zaberie O(n) ¢asu. Nasledne spustame Aho-Corasickovej algoritmus, ktory musi postupne precitat texty
s celkovou dizkou n. Samotné éitanie mu teda zaberie O(n) ¢asu. Okrem &itania slov ale robime aj iné ¢innosti:
priddvame vnitorné hrany a hladdme a priddvame vonkajsie hrany. VSimnime si, Ze vSetky ¢innosti, stvisiace
s pridédvanim hran, mali éasovi zloZitost linedrnu od pocétu novych hran, ktoré pridali do grafu. Kedze graf
mé O (nmin (y/n, k)) hran, ¢innosti stvisiace s priddvanim hrdn zabert dohromady O (nmin (v/n,k)) Gasu.
Nakoniec este nas graf v ¢ase O (nmin (v/n, k)) prehladdme. Celkova Gasovd zlozitost nasho algoritmu je teda
O (nmin (y/n, k)). Ak ju vyjadrime bez pouzitia k, dostaneme O (n/n).
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