KoreSpondencny seminar z programovania
-6)- XXXVI. roénik, 2018/19

Katedra zakladov a vyucovania informatiky FMFI UK,
Mlynska Dolina, 842 48 Bratislava

Vzorové riesenia 1. kola letnej casti

Andrej (ajo@ksp.sk)
1. Party (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Nagou tulohou je z daného poctu znakov ¢ a v poskladat retazec znakov, ktory bude mat uréity pocet
prechodov(miesto, kde st vedla seba dva rozdielne znaky). KedZze mame pocty c a v zadané, tak nasou tlohou
je tieto znaky len vhodne preusporiadat.

Riesenie hrubou silou

Kedze hladame iba preusporiadanie, ktoré splia uréité podmienky, mézeme samozrejme vyskusat vsetky
preusporiadania. Pri kazdom preusporiadani skontrolujeme, ¢i ma pozadovany pocet prechodov. V pripade, ze
4no, ho vypiSeme a skon¢ime. Pokial chceme skisat vSetky moZnosti, zviiésa st na vyber dve moZné cesty.

Prva, implementa¢ne mozno jednoduchsia, je zalozena na metdde next_permutation. Tato funkcia v C++ vie
vyrabat permutdcie. Ako? Ako uz nazov napovedd, pokial ju zavoldme na nejakti mnozinu prvkov vo vektore,
vrati dalsiu permutéciu. Dalsiu v tomto pripade znamena v lexikografickom poradi. Ak teda tato funkciu
zavolame na vektor obsahujuci 0007, funkcia vrati true a obsah sa zmeni na 0070. Pokial vSak zavoldme tuto
funkciu na pole ¢i vektor obsahujici 7000, ¢o je zjavne lexikograficky poslednd permutacia, vrati ndm false
a ni¢ nespravi. To znamend, Ze pokial jej na zaciatku ddme utriedeny vektor a budeme tuto funkciu volat,
pokym nevrati false, vygeneruje ndm kazdu permutéaciu. Uzito¢ny je fakt, ze permutécie, ktoré sa lisia iba v
preusporiadani rovnakych prvkov ndm vrati iba raz. Kéd by mohol vyzerat takto: (Upozoriiujeme na celkom
nestandardnt konstrukciu do-while, ktoré sa ¢asto s next_permutation pouziva. T4 zapricini, ze pred prvym
volanim next_permutation sa eSte preveri iplne prva permutécia.)

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <algorithm>

using namespace std;
int main ()
{

int a, b, x;

cin >> a >> b >> x;

vector<int> prac(a+b, 1);

for (int i=0; i<a; ++1)

prac[i] = 0;
do
{
int pocet_inverz = 0;
for (int i=0; i+l<a+b; ++1i)
if (prac[i] != prac[i+l])
++pocet_inverz;
if (pocet_inverz == x)
break;
} while (next_permutation (prac.begin(), prac.end()));

for (int i=0; i<a+b; ++1)

{
if (prac[i] == 1) cout << ’'v’;
else cout << ’c’;

}

cout << endl;

return 0;

AK4 je Casova zlozitost tohto rieSenia? Mohlo by sa zdat, Ze permutécii je n!. My vSak vieme, Ze niektoré

y . o s . b)!
permutacie su totozné, pretoze jednotlivé znaky c a v nerozliSujeme. Preto plati, Ze permutacii je (‘:{b!) . Vdaka

pouzitu funkcie next_permutation plati, Ze Gasova zlozitost je totoZna poctu permutécii, teda O( (ZTbb!) ! ). Jedno
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volanie next_permutation sice méze trvat rddovo az O(n), potom v8ak bude nasledovat viac rychlych vo-
lani. Toto sa vol& amortizovana Casova zloZitost. Paméfové zlozitost je O(a + b), pretoZe si musime pamiitat
preverovany refazec dizky prave a + b.

Druh4 cesta, ktorou sa mozeme vydat, st triky s bitmi. Pokial chcete, mozete ttto ¢ast vzorového riesenia
preskodit, ide skor o pekny bonus. Mohli by sme povedat, Ze je zbytocné hraf sa s bitmi, pokial mame na
permutovanie funkciu, ktord je jednoducha a funkéna. Fakt ale je, ze bitové operacie st na pocitaci rychle a
tento spdsob sa ¢asto da pouzit na vyrazné urychlenie bruteforcu. Predstavme si, Ze ideme riesit tato tlohu
znova generovanim vsetkjch preusporiadani. Ukazali sme si, Ze mame nejakych n znakov. Co je ddlezité, tie
st iba dvoch typov, znak je teda bud c, alebo v. To je pri tejto technike velmi délezité. Veci, ktoré chceme
odlisit, musia byt iba dvoch kategdrii - to z dovodu aby ich bolo mozné reprezentovat ako 0 a 1. Ako teraz prist
na vSetky preusporiadania? Pokial je veci n, mdzeme si tto situdciu predstavit ako n-bitové éislo. Situdciu
10001 vieme teraz interpretovat ako cvvvc. Co sme touto reprezentaciou ziskali? Odpoved je, Ze teraz vieme
jednoducho generovat vSetky moznosti. Pokial prejdeme éisla od 0 po 2™ — 1, ziskame vSetky mozné n-tice c
a v v kaZdom mozZnom preusporiadani, sta¢i sa ndm teda len pozriet na zapis tychto éisel v dvojkovej ststave.
VyskuSajme si to pre n = 3, ¢ = 2, v = 1. Pomocou troch bitov vieme ziskat ¢isla 000, 001, 010, 011, 100,
101, 110, 111. Iste, niektoré ¢isla neodpovedaji poc¢tami bitov rozumnému poc¢tu ¢ a v. To ndm vSak nevadi,
pretoze tento sposob bude velmi rychly, nakolko ndm staéi iba inkrementovat jedn premennt. Otézka este je,
ako z ¢isla z, vieme dostat hodnotu i-teho bitu... To uz je miesto, kde prichddza k spominanému triku. Na
zistenie bitu ndm staci operacia shift, ktord posunie bitovil reprezentaciu ¢isla dolava a nové miesto doplni
nulou. Teda 1 << 2 = 4 pretoZe bitova reprezentdcia 1 posunutd dolava a doplnend nulami ndm da 100, ¢o
je v desiatkovej ststave 4. Teraz uz len potrebujeme operaciu and, ktord vezme dve bitové reprezenticie Cisel
a urobi po bitoch logicky and. Teda 121 and 55 = 1111001 and 0110111 = 0110001. Teraz vyuzijeme trik,
ktory spo¢iva v tom, Ze ked spravime x and (1<<i), dostaneme kladné ¢islo prave vtedy, ked i-ty bit x sprava
bol 1 a nulu ak bol 0. Pytanim sa na jednotlivé bity vieme zistif ich jednotlivé hodnoty. Napriek tomu, Ze to
moze vyzeraf ako zdlhavy proces. Pre n = 7, teda 2" moznosti urobime pri pytani sa na jednotlivé bity iba 14
operacii, ktoré st pre procesor zo sidka najjednoduchsich a najrychlejsich. Program by mohol vyzerat nejak
takto:

Listing programu (C++)
#include <iostream>
using namespace std;
int main ()
{ ipt c, v, p;
cin >> ¢ >> v >> p;

int n = c+t+v;

for (int i=0; i< (1l<<n); ++i

{

int inver = 0, nc = 0, nv = 0;
for (int j=n-1; 3>=0; --3j)
{
if(i & (1<<3)
++nc;
else
++nv;
if(3>0 && (bool) (1 & (1<<(3j-1))) != (bool) (i & (1<<(3))))
++inver;
}
if(nc == c && nv == v && inver == p)
for (int j=n-1; 3>=0; --73)
{
if (i & (1<<3j)) cout << ’'c’;

else cout << ’'v’;
}
cout << endl;
return 0O;

}

return O;

Ak si nie ste isty, ¢i ste porozmueli tomuto triku, mézete si ho vysktsat napr. na tlohe vojaci'.
Aké je ¢asova zlozitost tohto rieSenia? Vsetkych vyskaSanych moznosti je zjavne 2¢+°. Overenie kazdého
preusporadania trvd O(a + b). Dokopy to teda celé trva O(22F° - (a + b)).

Thttps://testovac.ksp.sk/tasks/1s14-vojacil/
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Obidve doterajsie rieSenia funguja na principe, Ze si najprv vyberieme nejaké poradie a potom ho kontro-
lujeme. Nebolo by lepsie najst sposob, akym vieme uréif spravne usporiadanie bez toho, aby sme ho museli
overovat?

Vzorové riesenie

Pokazdé budeme predpokladat, ze pocet v je viac¢si nanajvys rovny poctu c. To samozrejme nemusi platit. V
tom pripade si na vSetkych miestach, kde pouZijeme znak c moZeme predstavit znak v a naopak. Predstavme
si nachvilu, ze sme uz vSetky znaky v ulozili, kedZe na konci aj tak vSetky skondia v kolaci a vSetky znaky c
chceme nejako poukladat medzi nich. Na tilohu sa teraz moZzeme teraz pozriet ako na vkladanie ¢ do nie¢oho
tvaru XvXvX...XvXvX. Na kazdé miesto oznacené X(chlievik) mozeme dat nejaky, mozno aj nulovy pocet c.

Prvé zaujimavé vec, ktortt by sme mohli zistit je, aky najmensi a najvicsi pocet prechodov vieme dosiahnut.
Najmensi pocet prechodov vieme zrejme dosiahnut tak, Ze poukladédme jeden typ cesta za seba a potom dalsi.
Dostaneme postupnost tvaru c...cv...v s jednym prechodom. Rozoberme si eSte najviési dosiahnutelny pocet
prechodov. UloZenim prvého ¢ do chlievika, ziskame nejaky pocet prechodov. Ulozenim dalsieho ¢ do chlievika,
v ktorom sa uz jedno c nachadza nové prechody neziskame. V krajnych chlievikoch vlozenim ziskame 1 prechod.
Ulozenim na ostatné X ziskame 2 prechody. Maximéalny pocet prechodov ziskame tak, Ze najskor ukladame
¢ do vnutornych chlievikov a na koniec do dvoch krajnych. Uvedomme si, ze obidva krajné chlieviky nikdy
nevyuzijeme, nakolko by to znamenalo, Ze pocet c je vicsi ako pocet v(cvcve). RozlisSime teraz dva pripady.
Pokial je pocet ¢ rovny poctu v vieme ziskat ¢ + v — 1 prechodov s tym, Ze vyuZijeme prave jeden okrajovy
chlievik. Pokial je pocet ¢ mensi, vieme ziskat préave 2¢ prechodov. KedZe mame garantované, Ze rieSenie existuje,
vieme skonstruovat vzorové riesenie.

Najprv si oznac¢ime znak, ktorého je menej m a toho, ktorého je viac v. To, ¢o namiesto nich budeme
vypisovat na vystup teda zalezi na jednotlivych poctoch cesta. Uvedomme si, Ze pokial je pocet prechodov
nepéarny, vieme, ze musime vyuzit jeden z dvoch krajnych chlievikov. VSetky ostatné ndm totiz daju parny
pocet prechodov. Dohodneme sa, Ze pokial takéto nieo nastane, vzidy umiestnime cesto farby m do prvého
chlievika. RieSenie je teraz celkom priamociare. Postupne plnime chlieviky zlava doprava, pokial dosiahneme
zelany pocet prechodov, vSetky ostavajtce cestd farby m vlozime do posledného pouzitého chlievika.

Listing programu (C++)
#include <iostream>

using namespace std;

int main ()
{
int a, b, x;
cin >> a >> b >> x;

char m = 'c’, v = 'v’;

if(a > b)

{
swap (a, b);
swap (m, v);

}

for (int i=0; i<b; ++1i)
{
if(i == 0 && (x%2) == 1)
{
cout << m;
——x;
——a;

if(i !'= 0 && x != 0)
cout << m;
X —= 2;
——a;
}
if(x == 0) while(a-- > 0) cout << m;
cout << v;
}

cout << endl;

return 0O;

Casova zlozitost tohto riesenia je O(a + b), kedze pri kazdej naSej operacii trvajiicej konstantny cas sa
znizi pocet a alebo b, ktoré zaroven aj vypisujeme. Pamiitova zlozitost je O(1), kedZe si vysledné poradie ciest
nemusime pamiétat, lebo hned vieme povedat, v akom poradi budi na torte.
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Hodobox (hodobox@ksp. sk)
2. Riadny strach (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Co vlastne hladame

Chceli by sme zistit pre aké velkosti skupiniek od 1 po n budu Krtko a Jerry zavolani spolu. To vieme vSak
vypocditat ako n minus pocet velkosti skupiniek, pre ktoré buda Krtko a Jerry zavolani oddelene, teda ked budu
patrit do dvoch réznych po sebe iducich skupiniek.

A &o musi velkost skupinky spliiaf, aby Krtka a Jerry rozdelila? No ésla r — 1 a r musia patrit do dvoch
roznych skupiniek, teda ak r — 1 patri do skupinky ¢islo &, tak r patri do skupinky ¢islo k + 1. Ak tieto skupinky
maji velkost x, tak potom bolo v prvych k skupinkich dokopy kx = r — 1 Studentov. Aby toto nastalo, musi
byt r — 1 nasobkom velkosti skupinky x, inymi slovami  musi byt delitelom r — 1. Kedze kazdy delitel r» — 1
oznacujuci velkost skupinky dosiahne rozdelenie Krta a Jerry, celd tiloha je vlastne len ‘vypi§ (n minus pocet
delitelov r — 1) deleno n v zékladnom tvare’.

Vsetky moznosti

Kazdy celociselny delitel r — 1 lezi medzi 1 a r — 1, vratane — mozeme teda vSetky vyskusat.

Prejdeme for cyklom &isla od 1 po r —1, a ak je zvysok po deleni? rovny nule, pripo¢itame k odpovedi jedna.

Nakoniec chceme vypisat zlomok % v zdkladnom tvare, teda tak aby n—odpoved a n nemali spolo¢né
delitele okrem 1. Mo6zeme jednoducho prejst vSetky éisla od 1 po n — odpoved, a vSetkymi ktoré delia aj
n — odpoved aj n ich predelime dokym ich nedelia.

KedZze v cykle prechadzame ¢&isla od 1 po r — 1, ¢o je najviac n, a vzdy vykoname niekolko konStantnych
operécii, toto ndm zaberie O(n) ¢asu. V druhom cykle tiez uréite neprejdeme viac ako n ¢isel, ¢ize celkova
Casové zlozitost je O(n).

Staci si ndm pritom pamétat len konStantne vela premennych, ¢ize pamitova zlozitost je O(1).

Listing programu (C++)

#include<iostream>
using namespace std;
int main ()
{
long long n, r;
cin >> n >> r;

long long counter = 0;

for (long long i=1; i<=r-1; ++i)

{
}

if ((r-1)%i == 0) counter++;

long long citatel = n-counter;
long long menovatel = n;

for (long long i=2; i<=citatel;i++)
{
while (citatel%i == 0 && menovatel%i == 0)
{
citatel = citatel/i;
menovatel = menovatel/i;
}
}

cout << citatel << ”._” << menovatel << endl;

Vzorové riesenie

Ako vieme néjst pocet delitelov efektivnejsie?
Pouzijeme pozorovanie ktoré sa ¢asto v tlohdch o deliteloch a prvocislach pouzivaju: ak a-b = x, tak aspon
jedno z a, b < +/n.

ol bay  A*b=n (7*11=77)
- D>

0 ¥n (8.775...) n (77)

2Vo viacerych jazykoch je operator na zvysok po deleni %
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Kazdy delitel viicsi-rovny y/n méa svojho spolo¢nika ktory je mensi-rovny ako y/n. Staél ndm teda hladat
delitele po odmocninu z r — 1, a za kazdy najdeny pripocitat dva, ledaze by prave platilo 22 = r — 1, kde sa
delitel opakuje a my ho chceme zaratat len raz.

Skrétime teda nas for cyklus a trochu ho prepiSeme, a mame riesenie v O(y/n).

Na néjdenie zlomku v zakladnom tvare pouzijeme Euklidov algoritmus® na néjdenie najviésieho spolo¢ného

delitela citatela a menovatela, a predelime ich nim. Euklidov algoritmus zbehne v O(logn), ¢ize celé riesenie
ndm pobezi v O(y/n).
Pamifova zlozitost sa nezmenila — O(1).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

long long GCD(long long a, long long b)
{

if (a>b) swap(a,b);

if (a==0) return b;

return GCD (b%a, a);
}

int main()

{
long long n, r;
cin >> n >> r;

long long counter = 0;

for (long long i = 1; ixi <= r-1; ++1i)

{

if ((r-1)%i == 0) counter += 2;

if (ixi == r-1) counter--;

}

long long cit = n-counter;

cout << cit/GCD(cit, n)<< ”.” << n/GCD(cit, n)<< endl;

return 0;
}

buj (bui@ksp.sk)

3. Otravné notifikacie (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Jednoducha simulécia

Neprecitané notifikicie si vieme predstavit, Ze st usporiadané do radu podla toho, kedy prisli. Na zaciatku
radu st najstarsie notifikdcie, na konci najnovsie. Jednotlivé udalosti potom zodpovedaji nasledovnym opera-
cidm:

e Ked pride nova notifikdcia, tak ju umiestnime na koniec radu.

e Ked precitame vSetky notifikdcie od aplikacie z, z radu vyhodime vSetky také notifikicie. Na to si potre-
bujeme pre kazda notifikdciu paméitat, od ktorej aplikicie pochédza.

e Ked precitame prvych ¢ notifikicii, z radu vyhodime prvych ¢ prvkov.

3https://sk.wikipedia.org/wiki/Euklidov_algoritmus
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(prazdny rad)
+ notifikacie1 2 1

1|21

precitaj prvu notifikaciu
2|1
+ notifikacie 1 3

21|13

precitaj vsetky 1

/23

Nas rad je ale nestandardny, pozadujeme totiz od neho nielen to, aby sme vedeli pridédvat na koniec a mazat
odpredu, ale aj to, aby sme vedeli mazat z vnitra radu. Ako to implementovat?

Aby sme vedeli pristupovat do vnitra radu, reprezentujeme si rad Standardne vo vnutri pola.* Mame dva
smerniky: jeden na zaciatok radu a jeden na koniec radu. Obsah radu je tvoreny prvkami, ktoré sa v poli na-
chadzaju za zaciatkom, ale pred koncom, pri¢om “za” chédpeme cyklicky (za poslednym polickom pola nasleduje
prvé). Takyto rad vie maf iba tolko prvkov, kolko je dizka pola. To ndm ale nevadi: za cely Zivot nadm pride
nanajvys q notifikicii, staéi teda dizka pola gq.

V takejto reprezentécii vieme pristupovat k prvkom radu. Co ale ked chceme niektory z nich zmazat?
Stadi si pre jednotlivé prvky (t.j. policka pola) pamétat, ¢i uz boli zmazané alebo nie. Pri vSetkych operédciach
potom ignorujeme uZ zmazané prvky. - Ak chceme posunit zaciatok radu (napriklad lebo sme preéitali prva 1
neprecitant notifikdciu), tak presko¢ime na prvy este-nezmazany prvok. - Standardne sa dizka radu d4 vypodéitat
tak, ze od seba odratame pozicie smernikov na koniec a na zadiatok radu, modulo dizka pola. V tomto pripade
ale nie vietky prvky medzi zaciatkom a koncom skuto¢ne st v rade. Dizku radu si preto musime explicitne
poditat.

4Viac o rade a pribuznych $truktirach najdete tu: https://www.ksp.sk/kucharka/stack_queue_deque/
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+ notifikdcie1l 2 1

12

1

precitaj prvu notifikaciu

_E

1

+ notifikdcie 1

3

_E

1

1

2

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

int main () {
int n, qg;
cin >> n >> qg;

// implementacia radu

int pole(q]l;

int zac = 0, kon = 0;

bool zmazane[q];

for (int i = 0; 1 < g; i++) {
zmazane[1] = false;

}

int poc = 0;

for (int gi = 0; gi < g; gi++) {

int t, x;
cin >> t >> x;
if (t == 1) { // pridame prvok na koniec
polelkon] = x;
kon += 1;
poc += 1;
}
else
if (t == 2) { // precitame vsetko od aplikacie <x>
for (int i = zac; 1 < kon; i++) {
if (zmazane[i]) {
continue;
}
if (pole[i] == x) {
zmazane[i] = true;
poc —= 1;
}
}
}
else { // precitame prvych <x> notifikacii
for (int xi = 0; xi < x; xi++) {

while (zmazane[zac]) {

precitaj vsetky 1
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zac += 1;
}
zmazane [zac] = true;
zac += 1;
}
poc -= Xx;
}
cout << poc << "\n”;

}

return O;

}

V skutocnosti sa d4 zaobist aj bez operacie “zmaz prvok vo vnutri”. Pre zaujemcov uvddzame zdrojovy kdd,
sktiste z neho sami vy¢muchat, Ze ako.

Listing programu (C++)

Zdrojové kédy budu zverejnené az po 17.6. 23:59:59. Dovtedy sa mdzete pokusit Ulohu naprogramovat sami
(a ziskat tym nejaké body navyse) .

Implementéacia s pouzitim modernejsich datovych struktuar, ako je pole —pouzijeme dynamické pole std: : vector.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

int main () {
int n, qg;
cin >> n >> qg;

vector<int> notifikacie;
for (int 1 = 0; 1 < qg; i++) {

int t, x;
cin >> t >> x;
if (t == 1) { // pridame prvok na koniec

notifikacie.push_back (x);

}

else
if (t == 2) { // precitame vsetko od aplikacie <x>
for (int j = 0; J < (int)notifikacie.size(); Jj++) {
if (notifikacie[]j] == x) {
notifikacie.erase(notifikacie.begin() + Jj);
J==

}
}
}

else { // precitame prvych <x> notifikacii

notifikacie.erase(notifikacie.begin(), notifikacie.begin() + x);
}
cout << notifikacie.size() << ”\n”;
}
return 0;

}

Pamitova zlozitost je O(q). Casova zloZitost sa ale ukaze byt az O(ngq). Pozrime sa na zloZitosti jednotlivych
operacii nad radom.

Prichod novej notifikdcie mame v ¢ase O(1). Precitanie prvych ¢ notifikacii trva v najhorSom pripade tolko,
kolko je prvkov medzi smernikom na zacdiatok a na koniec, takZe na prvy pohlad tato operacia trva dlho. Ak sa
ale pozrieme na “big picture”, tak si uvedomime, ze pri tejto operacii sa nam smernik na zaciatok vzdy posunie
v poli dopredu. Nikdy nepretecie, lebo notifikacii je len ¢ a viac ich proste z radu nevyberieme. Pritom pole je
dlhé tieZ ¢, teda sa tam vsetky notifikdcie zmestia. TakZe dokopy nam tieto opericie tiez zabert len O(q). °

Problém ale nastéva, ked chceme precitat vSetky notifikdcie niektorej aplikdcie. Na to potrebujeme z radu
vyhodit nejaké vnitorné prvky—my postupne prejdeme vSetky prvky radu, a o kaZdom rozhodneme, ¢ ho
chceme alebo nie. Tento postup moze trvat az O(q), pricom niekedy za tolko vela prdce nemdme velmi ¢o
ukazat. Napriklad ked precitame vSetko od aplikdcie 1, moze sa stat, Ze prejdeme cely rad dlhy O(q) a zistime,
ze ziadna notifikicia od aplikdcie 1 v lom nie je. Spravili sme teda vela prace, ktorti sme si mozno mohli usetrit.

Vzorové rieSenie

Vyssie uvedend analyza nam hovori, ktort operdciu potrebujeme urychlit: éitanie vSetkych notifikicii nie-
ktorej aplikacie. Ak by sme si vedeli nejakym spdsobom pre kazdu aplikidciu pamétat, v ktorych polickach pola
su jej notifikacie, vyhrali by sme.

50dbornymi slovami, tato operacia zabera ¢as O(1) amortizovane —niektoré jej volania sice budu trvat dlho, avéak dokopy to
v priemere vyjde len O(1).
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No ale to vieme spravit, nie? Iba si pre kazdu aplikiciu udrzujeme zoznam policok, na ktorych sa nachadzaju
jej notifikicie. - Ked pride nova notifikicia, tak prislusnej aplikdcii na koniec zoznamu pridame poziciu v poli,
kam notifikdcia prisla. - Ked precitame vSetky notifikdcie aplikacie, tak iba prejdeme tie prvky pola, ktoré st v
jej zozname, a oznac¢ime ich za zmazané. Zoznam potom vypradznime. - Co ale, ked pre¢itame prvii neprecitant
notifikaciu? Celkom vhod nam pride, Ze je prvdi—v zozname pre dant aplikiciu je teda urcite na zacCiatku. Staci
je teda vymazat.

Od tychto zoznamov teda pozadujeme len tolko, aby sme vedeli priddvat na koniec, prejst cez vsetky prvky,
a mazaf zo zaciatku. Tieto poziadavky splha (opit) datova Struktira rad. Tentokrat na implementaciu ale
nepouzijeme pole, nakolko neméame dobry horny odhad na maximélnu velkost radu—urcite v iom bude nanajvys
q prvkov, avSak tychto zoznamov chceme n, a ng pamite je uz vela. Namiesto toho tieto rady implementujeme
ako spajané zoznamy.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

// implementacia spajaneho zoznamu
struct Zoznam {

int pozicia;

Zoznam* dalsi;

Zoznam () : dalsi (NULL) {}

Zoznam (int poz0) : pozicia(poz0), dalsi (NULL) {}
Vi
int main () {

int n, g;

cin >> n >> qg;

// implementacia radu
int pole(q];

int zac = 0, kon = 0;
bool zmazane[q];
for (int 1 = 0; 1 < qg; i++) {

zmazane [1] false;
}

int poc = 0;

// zoznamy pre jednotlive aplikacie
Zoznam* zaciatok[n+1];
Zoznam* koniec[n+1];

for (int i = 1; 1 <= n; 1i++) {
zaciatok[1] = NULL;
koniec[i] = NULL;

}

for (int gi = 0; gi < g; gi++) {
int t, x;
cin >> t >> x;

if (t == 1) { // pridame prvok na koniec
polelkon] = x;
{ // upravime zoznam pre aplikaciu <x>
if (koniec[x] != NULL) {
koniec[x]->dalsi = new Zoznam(kon);
koniec([x] = koniec[x]->dalsi;
}
else {
zaciatok [x] = new Zoznam(kon);
koniec[x] = zaciatok[x];
}
}
kon += 1;
poc += 1;
}
else
if (t == 2) { // precitame vsetko od aplikacie <x>
Zoznam* kde = zaciatok[x];
while (kde != NULL) {
zmazane [kde->pozicia] = true;

Zoznamx dalsi = kde->dalsi;
delete kde; // v C++ nie je garbage collection, pamat si manazujeme sami...
kde = dalsi;

poc —-= 1;
}
zaciatok [x] = NULL;
koniec[x] = NULL;

else { // precitame prvych <x> notifikacii
for (int xi = 0; xi < x; xi++) {
while (zmazane[zac]) {
zac += 1;
}

int ap = pole[zac];

Zoznam* dalsi = zaciatok[ap]->dalsi;

delete zaciatok([apl; // v C++ nie je garbage collection, pamat si manazujeme sami..
zaciatok[ap] = dalsi; // zmazeme prvy prvok v zozname citanej aplikacie

if (zaciatok[ap] == NULL) {
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koniec[ap] = NULL;
}
zmazane [zac] = true;
zac += 1;
}
poc -= Xx;
}
cout << poc << "\n”;

}
) return 0;

Tymto sa ndm podarilo zlepsit ¢asovi zlozitost druhej operacie. Opift, jedna operdcia moze trvat az O(q),
ale ked sa pozrieme na big picture, zo zoznamu nemozeme vybrat viac prvkov, ako do neho za cely Zivot vloZime.
Kazd4 notifikacia pride len do jedného zoznamu, a teda dokopy vyberieme O(q) prvkov.®

Dostévame tak vyslednt ¢asovi zlozitost O(n+q) (potrebujeme O(n) na inicializéciu jednotlivych zoznamov).

Pre zaujemcov zdrojovy kéd alternativneho riesenia. Je celkom rovnaké, ako to predchadzajice, az na to, ze
inak pristupuje k udalostiam tretieho typu. Skuste vyémuchat, ako funguje a preco méa dobri éasovu zloZitost.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

// implementacia spajaneho zoznamu
struct Zoznam {

int pozicia;

Zoznamx dalsi;

Zoznam () : dalsi (NULL) {}

Zoznam (int poz0) : pozicia(poz0), dalsi (NULL) {}
i
int main () {

int n, qg;

cin >> n >> qg;

// implementacia radu

int pole(q];

int zac = 0, kon = 0;

bool zmazane[q]

for (int i = 0;
zmazane[1] =

}

int poc = 0;

// zoznamy pre jednotlive aplikacie
Zoznamx zaciatok[n+1];
Zoznamx koniec[n+1];

for (int 1 = 1; i <= n; i++) {
zaciatok[i] = NULL;
koniec[i] = NULL;

}

for (int gi = 0; gi < g; gi++) {

int t, x;
cin >> t >> x;
if (t == 1) { // pridame prvok na koniec
polelkon] = x;
{ // upravime zoznam pre aplikaciu <x>
if (koniec[x] != NULL) {
koniec[x]->dalsi = new Zoznam(kon);
koniec[x] = koniec[x]->dalsi;
}
else {
zaciatok [x] = new Zoznam(kon);
koniec[x] = zaciatok[x];
}
}
kon += 1;
poc += 1;
}
else
if (t == 2) { // precitame vsetko od aplikacie <x>
Zoznamx kde = zaciatok[x];
while (kde != NULL) {
if (!zmazane[kde->pozicial) {
zmazane [kde->pozicia] = true;
poc -= 1;
}
Zoznam* dalsi = kde->dalsi;

delete kde; // v C++ nie je garbage collection, pamat si manazujeme sami...
kde = dalsi;

}
zaciatok[x] = NULL;
koniec[x] = NULL;

}

6 Amortizovane O(1).
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else { // precitame prvych <x> notifikacii
for (int xi = 0; xi < x; xi++) {
while (zmazane[zac]) {
zac += 1;
}
zmazane [zac] = true;
zac += 1;
}
poc -= Xx;
}
cout << poc << "\n”;

}

return O;

}

Adam (kral@ksp.sk)
4. Treba sa najest (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Predtym nez sa ponorime do rieSenia, zavedme si notécie zlah¢ujtce zépis niektorych vztahov. A[i:j] je
stvisly tsek refazca A, ktory zacina na i-tom pismene a konéi na j-tom pismene (pouZity zapis teda zodpoveda
polootvorenému intervalu). Tu treba zdoraznit fakt, ze Tavy index sa berie vratane, ale pravy index sa neberie.
NavySe, ak vynechdme lavy index, znamena to zadiatok slova a vynechanie pravého indexu znamend koniec
slova. Teda A[:] je v tomto pripade cely retazec A”. Okrem toho, ak povieme, Ze A sa zmesti do B, budeme tym
mysliet to, Ze A je podrefazcom B. Posledné dolezité vyrazy, ktoré mozno uz poznate, si prefix a suffix. Prefix
oznacuje suvisla c¢ast refazca, ktord zacina na jeho zaciatku, teda A[:i] a suffix oznacduje suvisla ¢ast refazca,
ktora kon¢i na jeho konci, teda A[i:].

Zacnime si ujasnenim toho, ¢o musi platit pre dvojicu refazcov S a T, pre ktoré je odpoved ano. Vieme, Ze
kazdy znak z S na pozicii i (pre 0 < i < |S|) sa musi nachddzat v nejakom podretazci tvoriacom T. To znamen4,
ze musi existovat také j, Ze j-ty znak v T je rovnaky ako i-ty znak v S a zéroven sa T[:j] zmesti do S[:i] a
T[j+1:] sa zmesti do S[i+1:].

S[:i] S[i+1:]
S S[i]

T T[]
TL:] T[+1:]

Ako prvé by sme si teda mohli rozmysliet, ako overit, Ze sa refazec A zmesti do retazca B. To je vSak pomerne
jednoduché. Postupne budeme prechadzat refazcom B, pri¢om si pamitame index do A, ktory ndm hovori, ako
dlhy prefix A sme uz v B videli. Po¢iato¢nd hodnota tohto indexu je, samozrejme, 0. Ak narazime v B na znak,
ktory sa zhoduje s pismenom na tomto indexe v A, posunieme index o jedna dalej. A na konci refazca B iba
overime, 7e sme presli celym A. Casova zlozitost tohto postupu je linearne zéavisla od dizky B. To je vSak prilis
pomalé, ak to chceme robif pre kazdu dvojicu znakov v S a T.

My si vSak dokdZeme takato informéciu ziskat aj rychlejsie, a to dynamickym programovanim. Musime si
totiz uvedomit, Ze naSe otazky sa netykaju ndhodnych refazcov. Zakazdym sa pytame iba na to, ¢i sa nejaky
prefix T zmesti do prefixu S (a rovnako so sufixami). Pre kazdy prefix S by sme si mohli predpo¢itat, aky najdlhsi
prefix T sa doil zmesti. Jednak vdaka tomu vieme odpovedat na fubovolnt otazku, lebo dlhsie prefixy sa uréite
nezmestia a vSetky krat$ie sa zmestit musia, a jednak vieme tieto hodnoty podéitat v jednom prechode a to prave
spominanym dynamickym programovanim.

Ak je T[:j] podretazcom S[:i], potom uréite bude T[:j] aj podretazcom S[:i+1], pretoZze sme len pridali
pismeno. Ale naviac, ak sa S[i] rovnalo T[j], tak vieme, Ze aj T[:j+1] je podretazcom S[:i+1]. Rovnakym
postupom ako predtym, pomocou jedného indexu do T si teda vieme predpoditat pole, ktoré nam pre lubovolny
prefix S povie, aky najdlhsi prefix T sa dofi zmesti. Toto isté, akurat odzadu, vieme spravit aj pre suffixy. Teraz
uz vieme lahko zistit, ¢i sa T[:j] nachédza v S[:1], staéi sa pozriet, aky najdlhsi prefix T sa zmesti do S[:i],
¢o mame predpocitané v poli, a porovnaf ho s j.

V tomto bode mame riesenie s ¢asovou zlozitostou O(|S] - |T'|). Pre kazdy index i v retazci S vysktsame
kazdy mozny index j v T a overime, ¢i st tieto znaky rovnaké a &i sa zvySok refazca T zmesti do prislusnych
¢asti 8, ¢o pomocou predpocitanych hodnot vieme robif v konStantnom case. Predpocéitanie hodnot vsak trva

"T4to notéacia zodpoveda tomu, ako sa s retazcami pracuje v Pythone.
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iba O(|T|) a ich pouZivanie konstantny ¢as, najpomalsia ¢ast rieSenia je teda td, kde pre znak z S zistujeme,
ktory znak z T mu priradif. Tato ¢ast by sme teda chceli urychlit.

Majme i-ty znak z S a najdlhsi mozny prefix, ktory sa zmesti do S[:1i] je T[:j]. To znamen4, zZe i-ty znak
musi zodpovedat niektorému z prvych j + 1 znakov T', inak by sa zvy$ny prefix T do S[:i] nezmestil. Nech je
teda i-ty znak napriklad x. Potom tento znak musi zodpovedat niektorému x z prvych j + 1 znakov refazca T.
Uvedomme si viak, Ze je vhodné vybrat ¢o najneskorsi vyskyt x v T[:j+1]. Prefix® totiz bude stéle vyhovovat,
a ¢im vicsiu hodnotu si vyberieme, tym kratsi suffix staci dat do S[i+1:]. To znamena, ze ak sa i-ty znak z S
nachddza v nejakej podpostupnosti tvoriacej T, tak to musi byt aj v pripade, ked je toto i-te pismeno najpravejsi
vyskyt v T[:j+1].

Chceli by sme preto vedief rychlo odpovedat na otdzku: Ktord najpravejsia pozicia T[:j] obsahuje pismeno
x? Pre kazdé pismeno si vytvorime pole dizky |T|, kde na pozicii k bude posledna pozicia daného pismena v
prefixe T dlzky k. To sa pocita lahko, kedZe bud je tito hodnota rovnaké ako znak predtym, alebo je to hodnota
aktualnej pozicie, ak je na nej hladany znak.

Casova, zlozitost predpoéitania poli je linearna od dlzky refazca S a ¢asova zlozitost poéitania vyskytov
pismen je linearna od dlzky refazca T a dizky abecedy (v tomto pripade ju méZeme povazovaf za konstantu
26). Nakoniec netreba zabudnit na pocet vstupov n. Vysledna ¢asova zlozitost je O(n - (|S| + |T])). Pamitat si
potrebujeme iba dve polia dizky |S| a 26 poli dizky |T| a tato informacia nazilezi na poéte vstupov, pamitova
zlozitost je teda O(|S| + |T]).

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <iostream>
#include <string>
#include <algorithm>
#include <vector>
#include <cmath>
#include <queue>
#include <set>
#include <map>
#include <stack>
using namespace std;

#define For (i,n) for(int i=
#define mp (a,b) make_pair ((
typedef long long 11;
typedef pair<int,int> pii;

i<(n); i++)

0;
a), (b))

int main2 () {
char C[200047];
scanf (”".%s”,C);
string s = C;
scanf (”".%s”,C);
string t = C;
vector<vector<int> > Pp(26), Ps(26);

For (i, 26) {
Pp[i].resize(t.length()+1);
Ppl[i] [0] = -1;
Ps[i].resize(t.length()+1);
Ps[i] [t.length()] = t.length();

}

For(i, t.length()) {
For(j, 26) Pp[jl[i+1] = Pp[J][i]
Pplt[i] - "a’][i+1] = 1i;

}

for(int i = t.length()-1; 1 >=0; i--) {
For(j, 26) Ps[j][i] = Ps[J][i+1];
Ps[t[i] - "a’][i] = i;

}

vector<int> P (s.length()),S(s.length());

int index = 0;

For (i, s.length()) {
if (index != t.length() && s[i] == t[index]) index++;
P[i] = index;

}

index = t.length()-1;

for(int i = s.length()-1; i >= 0; i--) {
if(index != -1 && s[i] == t[index]) index--;
S[i] = index + 1;

}

bool res = true;

For (i, s.length()) {
int left = Pp[s[i] - ’a’][P[i]], right = Ps[s[i] - ’"a’]1[S[i]];
if(left < right) res = false;

}

if (res) printf("ano\n");

else printf (”nie\n”);

int main() {
int t;
scanf (”%d"”, &t);

8Prefix ako predpona, nie Prefix ako veduci.

http://ksp.sk/ strana 12 z 24



For (i, t) main2();

Marek (marekc@ksp.sk)
5. QOoo, Vlaky (max. 12 b za popis, 8 b za program)

KedZe zadanie tlohy je pomerne dlhé, zhriime si najprv, o ¢o tu ide. Na vstupe méme popisany graf (strom)
s n vrcholmi a n bodov v rovine. Ulohou je polozit vrcholy grafu do bodov v rovine tak, aby sa Ziadne hrany
nepretinali. Pritom hrany grafu sa zobrazia na tsecky medzi bodmi v rovine. Ako to spravit?

RieSenie hrubou silou

Prvou moZnostou by bolo nie¢o velmi pomalé. VSetkym bodom v rovine priradime nejaké vrcholy grafu a
skontrolujeme, ¢i ndm koliduji nejaké hrany. Ak dno, sktisime vrcholy rozmiestnit nejako inak. Inak povedané,
permutécie usporiadanej mnoziny vrcholov skiSame zobrazif na usporiadanti mnozinu bodov, kym nendjdeme
spravne riesenie.

Hmmm. Jednak by to bolo trochu neefektivne, Ze aj ked zmenime medzi jednotlivymi permutaciami len mala
¢ast vrcholov, zase musime kontrolovat vSetky dvojice useciek, a dvak, asi nechceme skusat vSetky permutécie,
chceme tento problém vyriesit nejako rozumne postupne.

Co keby sme vrcholy ukladali postupne po jednom a pre kazdy pridany vrchol by sme hned zistili, ¢ sa jeho
poloZenim niec¢o pretalo? Tym padom by sme vedeli, ¢i m4 zmysel pokracovat v takomto rozlozeni vrcholov.
Takto by nam stadilo vzdy pri uloZeni vrcholu skontrolovat len tie hrany, ktorymi sme tento vrchol pripojili ku
zvysku grafu.

Ulohu si vyriesime rekurzivne tak, Ze v kazdom kroku méme z vrcholov uz uloZenych a n — x, ktoré st
eSte volné. KedZze chceme skuSat rozne moznosti ulozenia vrcholov, staéi ndm menit poradie vrcholov a body
v rovine nechame napriklad v poradi zo vstupu. Preto majme usporiadantt mnozinu bodov v rovine. V i-tom
kroku ulozime nejaky vrchol do bodu 3.

Na zaciatku z = 0. Vyberieme si nejaky vrchol, ten ulozime, skontrolujeme, ¢i sa jeho hrany s niecim
nepretinajt, a krok opakujeme s n — x vrcholmi. Ak v nejakom kroku zistime, ze eSte mame neulozené vrcholy
a nevieme uz ziaden uloZif tak, aby ndm ni¢ nekolidovalo, vratime sa o krok spét a sktisime namiesto naposledy
uloZeného vrcholu uloZit nejaky iny a pokracovat dalej. Toto opakujeme, az kym nie st vSetky vrcholy ulozené.
Vsimnime si, ze ked sa zasekneme a pozmenime nejako uloZenie, nemusime zase porovnavat vsetky dvojice
tseciek, ale len tie, ktoré zahrnajt novo pridané hrany.

Takyto dynamicky pristup sice vyzera pekne, no jeho asymptotickd ¢asova zlozitost az tak pekne nevyzera.
Hrozi tu, Ze v najhorSom pripade potrebujeme preverit n! ulozeni grafu, pricom ale pre kazda vetvu vypoctového
stromu skontrolujeme n? dvojic tseéiek. Z toho ndm vychadza ¢asova zlozitost O(n! - n?).?

Zamyslime sa. Doteraz sme pracovali s myslienkou, Ze budeme nejakym spdsobom sktiSat napasovat zadany
graf do zadanych stiradnic a testovat pri tom, ¢ je dand moznost vyhovujiica alebo nie¢o koliduje. Co keby sme
vedeli nejakym sposobom vopred zarudit, Ze vybrané uloZenie je korektné, aj bez potreby overovania?

Vzorové riesenie

Kazdy strom si vieme rozdelif na mensie podstromy a tie na mensie podstromy a tak dalej, az dostaneme
strom hibky 1. Strom hibky 1 moéZeme inak nazvaf hviezda. Takto nizky strom vieme ulozif do roviny fubovolne
a aj tak sa nestane, Ze sa nejaké hrany budi pretinat (samozrejme pocitame s tym, Ze ziadne 3 body nelezia ne
jedenej priamke).

Ak si zvolime v zadanom strome nejaky koren, potom si predstavme podstromy, ktorych korerimi st jeho
synovia. Kazdy takyto podstrom bude okupovat nejaka ¢ast roviny, ktort vieme ohranicit konvexnym obalom
jeho vrcholov. Ak by sme vedeli tieto pre kazdy podstrom vybrat mnozinu tak, aby sa ich obaly nepretinali,
mali by sme uz ¢iastoéne vyhrané. Totiz ak sa obaly nepretinaji, nemozu sa pretinat ani hrany. Ak by sme toto
vedeli opakovaf rekurzivne do hibky, mali by sme vyhrané tplne, lebo takto vieme ulozit vetky vrcholy grafu.

Jediné, ¢o uz teraz potrebujeme vyriesit je, ako rozdelit body v rovine do jednotlivych podstromov tak,
aby sa ich obaly nepretinali. Ked buda body kazdého podstromu “pri sebe”, tak snad nebudu zavadzaf inym
podstromom. Chceme ich teda “poskupinkovat” nejako lokalne.

Dobre. Z pohladu Iubovolného bodu korena vidime kazdy iny bod pod nejakym uhlom. Zo zadania sme sa
docitali, ze ziadne tri body nelezia na rovnakej priamke. Preto vieme, Ze takyto uhol je pre kazdy bod unikatny.
Hmmm. Ak sme v koreni a vSetky dostupné body utriedime podla tohto uhla, vieme si ich v tomto poradi
“poskupinkovat” a prerozdelif svojim synom. Tym paddom sa ziadna skupina bodov “nemiesa” s nejakou inou,

9D4 sa spravit Sikovnejsia analyza casovej zlozitosti, z ktorej vyjde O(n - n!). Nie ze by sme si velmi pomohli. ..
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pretoze body kaZdej tejto mnoziny pozorujeme pod uhlom z nejakého intervalu, pricom body dalsej sledujme
pod uhlom z iného intervalu, pricom tieto intervaly maju prazdny prienik.

A funguje to vzdy? Nie.

Ak si pre koren vyberieme Tubovolny bod, moze sa stat, ze interval, pod ktorym vidime ist(i mnoZinu bodov
bude v&csi nez 7, ¢o by znamenalo, Ze plocha ohrani¢ena konvexnym obalom tejto mnoziny bodov by obsahovala
aj koren. Tym padom, by sa mohlo stat, Ze nejakd hrana v tomto tizemi by pretinala hranu medzi korefiom
a inym synom. Tento problém vieme ale jednoducho vyriesit tak, Zze ako korenl stromu zvolime najlavejsi bod.
To ndm zarudi, ze vSetky ostatné body sa budu nachadzat vpravo od neho, ¢o inak znamend aj to, Ze interval
uhlov, pod ktorymi budi viditelné z korena, bude najviac od § po —F otvoreny z aspon jednej strany, kedze
ziadne tri body nelezia na rovnakej priamke.

Ten isty problém sa moZe stat aj na dalsich trovniach: moZno sa podstrom zobrazneny na svojej pridelenej
podmnoZine pretne s hranou, ktord je medzi jeho koretiom a jeho otcom. To opéf vyrieSime extrémnou volbou
koretia podstromu: ak ho umiestnime do prvého bodu v poradi (podla uhla). KedZze vSetky ostatné body buda
zvieratf s jeho otcom mensi uhol, nebude tak mozné, aby sa lubovolna tsecka medzi tymito bodmi pretla s tou
spomenutou.

Tym padom vsetky usporiadané podmnoziny bodov st pridelené nejakym podstromom. To znamena, ze tito
tlohu vieme vyriesit pekne rekurzivne.

Najprv si porebujeme prehladanim do hibky spoéitaf velkosti jednotlivich podstromov, aby sme neskor
vedeli, kolko bodov médme konkrétnemu podstromu vyclenif. Potom uZ vieme rekurzivnym prehladdvanim do
hibky ukladat najprv koren celého stromu, potom jeho synov a tak dalej, pri¢om vzdy ulozime koreii, polarne
utriedime zvy$né body préave vzhladom na koreit daného podstromu a rozdelime tieto body jeho synom, podla
velkosti ich podstromov.

Zlozitosti. To, ze vrcholy ukladdme do roviny rekurziou do hibky, nds méze Tahko zldkat na myslienku, Ze pre
kazd1 troven rekurzie si potrebujeme pamitat zase novii mnozinu bodov, lebo si chceme pdvodnii usporiadanii
mnozinu pamétat pre pripad, Ze sa k nej z rekurzie vratime a budeme s tiou dalej pracovat. Najhorsi pripad by
potom nastal, ak by graf na vstupe bol cesta a zakorenili by sme si ho ma jej konci. Vtedy by sme si najprv
pamitali n bodov, potom n — 1, n — 2, ... ¢o je asymptoticky n?. Z toho dostavame teda zloZitost O(n?).

Uvedomme si ale, ze ak ¢ast (isty stvisly usek usporiadanej mnoziny) bodov priradime nejakému synovi a
jeho podstromu, ostatni synovia s touto ¢astou uz nepracuji. Preto nevadi, Ze v tejto podmnoZine zmenime
poradie prvkov predtym, ako rozdelime aj vSetky ostatné prvky. To znamend, Ze ndm tplne postacuje pamétat
si mnozinu v8etkych bodov len raz a potom pracovat s jej podmnozinami bez toho, aby sme museli zachovadvat
povodné poradie. Pamitovi zlozitost tohto rieSenia tak vieme odhadnaf na O(n).

A Casova zlozitost? Spocitanie velkosti podstromov trva len O(n). Triedit vieme v O(nlogn), ale potrebujeme
to robit pre kazdy podstrom, no na druhej strane, pre kazdy podstrom sa ndm meni n. V najhorSom pripade
by zadany graf bol cesta. Vtedy by sme vzdy v i-tej Grovni rekurzie polarne triedili n — ¢ bodov a Grovni by
bolo n. Z toho ndm vychadza asymptoticka ¢asova zlozitost O(n?logn).

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <algorithm>
#include <vector>

using namespace std;

struct Point {
long x, y;
int id;

}i

// porovnavacia funkcia pre usporiadanie podla x-ovej suradnice
bool compare_x (Point a, Point b) {
return a.x < b.x;

}

// chceme rozhodovat o poradi dvoch bodov, co zavisi od tretieho
// vieme to implementovat cez objekt toho tretieho bodu:
class CompareClass {
public:
Point root;

CompareClass (Point p) : root(p) {}

// porovnavacia metoda pre polarne triedenie
bool operator () (const Point a, const Point b) ({
return ((a.x - root.x) % (b.y - root.y) - (b.x - root.x) * (a.y - root.y)) > 0;
}
Vi

vector <int> Tree_size;
vector <vector <int> > Node, Syn;
vector <Point> Points;
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void dfs (int node, int parent) {
Tree_size[node] = 1; // 1 bod zaberie uz koren podstromu

for (int i = 0; i < Node[node].size(); i++) {

int syn = Node[node] [1i];

if (Node[node][i] != parent) { // ak to nie je moj parent
dfs (Node [node] [1], node); // vypocitam velkost
Syn[node] .push_back (syn); // a dam do zoznamu synov
Tree_size[node] += Tree_size[syn];

}

int solve (int node, int left, int right) {
CompareClass compareClass (Points[left]); // koren je v prvom bode

if (right - left > 1) // polarne triedenie
sort (Points.begin() + left + 1, Points.begin() + right, compareClass);

int tmp = 1; // 1 bod uz pre samotny koren
for (int 1 = 0; i < Syn[node].size(); i++) {
// zvysne rozdelime synom

int left_border = left + tmp;
tmp += Tree_size[Syn[node] [i]];
int right_border = left + tmp;

// tunel ma existovat medzi aktualnym korenom a jeho synom
printf (”% _%d\n”, compareClass.root.id, solve(Syn[node][i], left_border, right_border));

}

return compareClass.root.id;

}

int main () {
int n;
scanf (”%d”, &n);

Tree_size.resize(n);
Node.resize (n);
Syn.resize(n);
Points.resize (n);

for (int 1 = 0; 1 < n - 1; i++) {
int a, b;
scanf (”"%d.%d”, &a, &b);
Node[a] .push_back (b) ;
Node [b] .push_back (a) ;

}

// spocitame velkosti podstromov

dfs (0, -1);

for (int i = 0; i < n; i++) |
scanf (”"$1d.%1d”, &Points[i].x, &Points[i].y);
Points[i].id = i;

}

// zoradime podla x-ovej suradnice
sort (Points.begin(), Points.end(), compare_x);

solve (0, 0, n);

Poznamka na zaver: to, ze tymto spésobom najdeme spravne rieSenie, neznamena, ze najdeme jediné spravne.
Mbobze existovat strom ulozeny v rovine aj ked neexistuje taky jeho koren, z ktorého by sme videli mnoZiny bodov
podstromov jeho synov a vedeli si ich takto rozdelit do konvexnych mnozin. My sme chceli len najst Tubovolné
rieSenie pre ulozenie stromu, nie vsetky.

Zaba (zaba@ksp.sk)
6. Totalna pohroma (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Uloha vyzera uz na prvy pohlad komplikovane. Mame poéitat pocet moznosti, niektoré ¢asti st uz vopred
urcené a tie dopliiaf neméame a popritom este mame kontrolovat, 7e v kazdom diagonalnom Stvorci bude parny
pocet jednotiek. KedZe je toho vela, treba sa skusit zameraf na nejaki mensiu éast, objavit niekolko zdkladnych
pravidiel a odtial sa postvat k vSeobecnému rieSeniu. A samozrejme cely Cas si kreslit, to poméaha najviac. Nuz
a ked sme si nie isty, ktorym smerom sa vydat, pomoct ndm moézu ndvodné, Tahsie, sady.

Zadana diagonala

Hlavna diagondla naSej matice je dolezitd, kedZe nas zaujimaju iba Stvorce v jej okoli. V prvej sade navyse
mame zarucené, ze vSetky prvky tejto diagonaly st vopred urcené a ni¢ naviac sme nedostali. Poktasme sa
teda postupne vypliat zvy$né policka. Zacat mozeme od najmensich moznych stvorcov velkosti 2 x 2. V tomto
pripade méme uréené dve policka na diagonéle a doplnif treba zvysné dve. Vieme, Ze sucet tychto prvkov musi
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byt parny (¢o je len inak vyjadrend podmienka parneho poé¢tu jednotiek), éisla z diagonaly ndm teda urcéuju ¢i
sa zvysné dve cisla rovnaké alebo rozdielne.

Predstavme si, Ze stucet dvoch zadanych ¢isel na diagonéle je parny. Potom aj zvys$né dve &isla musia mat
parny sucet — musia byt rovnaké. Naopak, ak ¢isla na diagonale ddvaji neparny stcet, st rdzne, musia byt rozne
aj zvysné dve ¢isla. V oboch pripadoch méme dve moznosti, ako tieto hodnoty doplnif. V parnom pripade to
bude bud 0 — 0 alebo 1 — 1, v neparnom bud 0 — 1 alebo 1 — 0 (na poradi zalezi, kedze st to rozne policka
matice).

Nagtastie, je jedno, ktort moZnost si zvolime, pri zvy$nych Stvorcoch to nemoze zavazif. MoZete si totiz
vSimnut, ze Tubovolny diagonalny $tvorec, ktory obsahuje jedno z tychto dvoch poli¢ok musi nutne obsahovat
aj druhé. No a ich stcet je uréeny diagondlnym Stvorcom 2 X 2 a je jedno, ktorymi hodnotami sa k tomuto
suctu dopracujeme. Do vysledku si teda mdZeme poznacit, Ze sme ziskali dve rozne moznosti a pokradovat dalej
s Tubovolnou z nich.

Po doplneni stvorcov 2 X 2 sa presunieme na Stvorce 3 x 3. Opéit ndm na doplnenie ostavaji uz len dve hodnoty
—rohy neleziace na hlavnej diagonale. Zvys$né policka st totiz zahrnuté v niektorom mensom diagonalnom stvorci.
Zo stétu uz vyplnenych policok opif zistime, ¢i mé byt stdet tychto poliGok parny alebo neparny, teda ¢i st v
nich ¢isla rovnaké alebo rozne. Z toho opif vyplyvaji dve mozné priradenia hodndt, ktoré st vSak ekvivalentné
a je jedno, ktoré z nich si zvolime, staci zZe si zapamétame, Ze sme mali dve moznosti na vyber.

Vieme si v8ak v8imnut zaujimavi vec. V skutocnosti je parita suétu dvoch nedoplnenjych policok rovnaka
ako parita stredného policka Stvorca 3 x 3. Preco? Vsimnime si, Zze vSetky uz doplnené policka sa daju rozdelit
do dvoch diagonalnych Stvorcov velkosti 2 x 2, ktoré sa prekryvaju v strednom policku, oznaéme si ho x. Stcet
prvkov vsetkych tychto policok sa rovna sictu oboch Stvorcov 2 x 2 minus z, ktoré sme zapocitali dvakrat.
Ale sti¢et prvkov v $tvorci 2 X 2 musi byt parny. To znamend, Ze vysledny stéet musi mat rovnaki paritu ako
hodnota x. Rohy Stvorca 3 x 3 teda vieme doplnit iba na zéklade streného ¢isla, ktoré sa nachadza na hlavne;
diagondle.

Poktisme sa doplnit prvky v diagonalnych Stvorcoch k x k, pricom k > 3 a vSetky mensie Stvorce s ispesne
vyplnené. Opit vidime, Ze nevyplnené ostévaji iba dve policka v rohoch tohto Stvorca. Naviac, vyplnené policka
tvoria dva diagonélne tvorce velkosti (k — 1) x (k — 1), ktoré sa prekryvaji v diagondlnom Stvorci velkosti
(k —2) x (k —2). Stcet tychto prvkov vieme teda vypocitat aj tak, Ze séitame stacet Stvorcov s hranou k — 1 a
odéitame sucet Stvorca s hranou (k — 2). Sucty vSetkych tychto Stvorcov musia byt vSak podla zadania parne.
To znamend, Ze aj tento vysledok bude parny. Z toho vyplyva, Ze hodnoty v nediagonélnych rohoch stvorca
k x k musia byt rovnaké a navyse vobec nezévisia od hodnét na diagonale ani nicom inom.

\ J
|
k

Sivé policka este nie st vyplnené. Cervené aj modré stvorce musia obsahovat pdrny pocet 1. Z toho vyplijva,
Ze pocet 1 v celom Stvorci s vynimkou sivych policok je pdrny. Sivé policka teda musia obsahoval rovnaki
hodnotu.

Tento pristup nefunguje pre Stvorce 3 x 3 a 2 X 2, pretoze mensie Stvorce, z ktorych sa skladajd, nie st
velkosti asponi 2 x 2, a tym padom pre ne neplati predpoklad o parnosti ich suctu.
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Z vyssie uvedenych tvrdeni vidime, Ze v okamihu ked mame vyplnenti diagonalu, rieSenie je jednoduché.
Policka symetrické cez diagonalu st od seba navzajom zavislé, v pripade, ze st od diagonaly prili§ vzidalené
musia mat rovnakii hodnotu, inak st hodnotami na diagondle mierne ovplyvnené. V kazdom pripade vSak

n—mn

dostaneme dve moznosti ich hodnét, a preto vysledok musi byt 2z — mimo diagonély je n? — n policok a ich
hodnoty uréujeme po dvojiciach.

Toto ¢islo vieme vypocitat metédou rychleho umoctiovania v éase O(logn). Myslienka tohto algoritmu je
rekurzivna. Namiesto toho aby sme mocninu pocitali postupnym nasobenim ¢islom 2, poc¢itame hodnotu 2¢ tak,
7e rekurzivne spocitame &slo 2%/2, ktoré potom umocnime na druht. Namiesto postupného pocitania vietkych
hodnét 2, 22,23 24 ... 2972 291 94 hudeme poéitat iba hodnoty 2¢,24/2 20/4 22 2 ktorych je vyrazne menej,
iba logaritmicky vera.

Vopred urcené hodnoty

V druhej sade sme okrem celej diagonaly mali vyplnené aj nejaké dalsie policka. Ako to ovplyvni vysledok?
Obmedzi to nase moznosti. VSetky mozné doplnenia sa totiz vyskytovali v dvojiciach, napriklad sme mohli
zistit, Ze konkrétne dve policka musia byt rovnaké, teda bud 0 — 0 alebo 1 — 1. Ak v8ak méme uréené, ze jedno z
tychto policok mé hodnotu 0, tak ndm ostéva iba jedna moznost. NavySe, ak by sme v takomto pripade zistili,
7e obe policka st predvyplnené rozdielnymi hodnotami, vieme, %e maticu nevieme doplnit Ziadnym spdsobom.

V tomto pripade musime rozliSovat dva pripady podla vzdialenosti zadaného policka od hlavnej diagondly.
Pre policka, ktoré st pridaleko, aspoti vo vzdialenosti 3 od diagonély nam staci overit, éi neméme zadané aj pre ne
symetrické policko s opa¢nom hodnotou. V takom pripade bude teda moznych doplneny 0, inak zapocitame iba
jednu, vstupom urcenti, moznost pre tito dvojicu poli¢ok. Najjednoduchsie rieSenie tohto problému je pouzitim
bindrneho vyhladavacieho stromu (set v C++), ktoré ale vedia k rieSeniu s ¢asovou zlozitostou O(mlogm).
Toho logaritmu sa vSak vieme zbavit, ¢ uz pouzitim hash mapy alebo nejakého rychlejsieho triedenia, napr.
radix sort. Pri programovani vSak takyto maly rozdiel zvycajne nepotrebujeme riesit, kedze set je skutocne
rychly.

Zadané policka v blizkosti diagonaly st o nie¢o doblezitejsie, st totiz ovplyvnené hodnotami na diagonale a
nevieme dopredu povedat, ¢i maju byt symetrické policka rozdielne alebo rovnaké. Potrebujeme ich teda prejst
samostatne. Navyse, s tymito hodnotami budeme musiet ovela viac pracovat aj v pripade, Ze diagonala nie
je uréend, preto si ich treba vhodne zapaméitat. Poméct ndm moze bud hash mapa, ale takisto sa dé pouzit
klasické pole, kedze si potrebujeme pamitat iba 5 diagonal — hlavni a po dvoch susednych na oboch stran.

Urcenie hodnét na diagondle

Zatial sme riesili iba problém, v ktorom boli hodnoty na diagonale vopred urcené. Toto vSak nie je vSeobecny
pripad. Ako si s nim teda poradime?

Nuz, budeme si ju musiet urcit. Samozrejme, mohli by sme ju uréovat celt naraz, v takom pripade by sme
museli prejst postupne kazdi z 2™ moznosti. Uvedomme si vSak, Ze na diagondle zavisia iba $tvorce velkosti
2 x 2 a 3 x 3. To znamen4, Ze hodnoty na spodku diagondly nijak neurcuj, ako maju vyzerat hodnoty na jej
vrchu. Presnejsie, policka na diagonale, ktoré st od seba vo vzdialenosti viac ako 3 sa uz vobec neovplyvinuja.
nejaka verzia dynamického programovania. Stav nasho dynamického programovania bude Dy ., — kolkymi
moznostami vieme vyplnit diagondlne Stvorce velkosti 2 x 2 a 3 X 3 v §tvorci zad¢inajiicom na policku (0,0) a
koné¢iacom na policku (k, k) ak posledné dve hodnoty na diagonale buda x a y?

Vypocet tejto hodnoty bude zavisiet na tom, ako sme vyplnili o jedno mensi Stvorec, teda od hodndt Dy_1 0 4
a Dp_11,5. V tomto pripade nés zaujima iba to, kolkymi moznostami vieme doplnit policka (k—1,k), (k—2,k),
(k,k —1) a (k,k — 2), kedze vyplnenie zvysnych policok bolo uréené hodnotami Dy_1 4.
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Sivé policka nds nezaujimaji, pretoZe si od diagondly pridaleko. Aktudine dopliiané policka su cervené.
Modré boli vyplnené v predchddzajicich iterdaciach dynamického programovania a pozndame pre ne pocet roznych
moznosti. Na diagondle sme si urcili hodnoty x a y, ktoré ouvplyvniuji aktudlne pocitanée policka. Pri tretej
hodnote vyskusame obe moznosti, aj 0 aj 1.

Toto overenie je navyse jednoduché, staci sa pozriet, ¢i st ur¢ené hodnoty kompatibilné s hodnotami, ktoré
méame zadané na vstupe, hodnoty niektorych z tychto policok totiz uz mozu byt doplnené, a vratit jednu z
hodnét 0, 1 alebo 2.

Hodnotu jedného stavu dynamického programovania vieme vypoditat v konStantnom case a vSetkych stavov
je 4n. Celkovéa Gasova zlozitost tohto kroku je preto O(n). Celkova ¢asova zloZitost tohto riesenia je O(n + m),
pamitovd O(n + m). Pred programovanim je eSte treba poriadne si rozmysliet okrajové pripady, zaciatok
dynamického programovania a rozobratf krok samotnej dynamiky. Potom je to vSak pomerne priamociare.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <iostream>
#include <string>
#include <algorithm>
#include <vector>
#include <cmath>
#include <queue>
#include <set>
#include <map>
#include <stack>
using namespace std;

#define For (i,n) for(int i=0; i<(n); i++)
#define mp (a,b) make_pair((a), (b))
typedef long long 11;

typedef pair<int,int> pii;

11 MOD = 100000000911;
map<pii, int> M;

int vratM(int x, int y) {
if (M.count ({x, y}) =
return -1;
return M[{x, v}];

= 0)

}

11 moznosti_2x2 (int k, int x, int y) {
// hodnoty na diagonale su ine

if ((vratM(k, k) != -1 && vratM(k, k) != vy)
|| (vratM(k-1, k-1) != -1 && vratM(k-1, k-1) != x)) return 0;
// rohove policka nie su zadane
if (vratM(k, k-1) == -1 && vratM(k-1, k) == -1) return 2;
// prave jedno rohove policko je zadane
if (vratM(k, k-1) == -1 \\ vratM(k-1, k) == -1) return 1;
// obe rohove policka su zadane
return 1 - (x + y + vratM(k, k-1) + vratM(k-1, k))%2;

}

11 moznosti_3x3(int k, int x) {
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// rohove policka nie su zadane

if (vratM(k, k-2) == -1 && vratM(k-2, k) == -1) return 2;
// prave jedno rohove policko je zadane

if (vratM(k, k-2) == -1 || vratM(k-2, k) == -1) return 1;
// obe rohove policka su zadane

return 1 - (x + vratM(k, k-2) + vratM(k-2, k))%2;

}

// vrat hodnotu a’b

11 umocni (11 a, 11 b) {
if (b == 0) return 1;
if (b%2 == 1) return (a * umocni(a, b-1)) % MOD;
11 p = umocni(a, b/2);

return (p * p) % MOD;
}

11 D[100047][2][2];

int main() {
int n, m;
scanf (”.%d.%d"”, &n, &m);
For (i, m) {
int x, vy, w;
scanf (”_.%d.%d.-%d"”, &x, &y, &w);

M[{x-1, y-1}] = w;
}
if (n == 1) {
if (vratM(0, 0) == -1) printf("2\n");

else printf (”1\n”);
return 0;
}
// dynamicke programovanie
For(x, 2) For(y, 2) D[1][x][y] = moznosti_2x2(1, x, y);
for (int k = 2; k < n; k++) {
For(x, 2) For(y, 2) {
D[k][x][y] = ((D[k-11[0][x] + D[k-11[1]1[x]) * moznosti_2x2(k, x,
}
}

// pocet policok mimo 3x3 stvorcov

11 pocet = (11)n = n - 5+« (n-2) - 4;
11 jed = 0, dvoj = 0;
for (auto it = M.begin(); it != M.end(); it++) {
int x = it->first.first, y = it->first.second, w = it->second;

// v niektorom 3x3 stvorci
if (abs(x - y) < 3) continue;

if (vratM(y, x) == -1) jed++;
else |
dvoj++;
if (w != vratM(y, x)) {
printf (”0\n");
return 0;

}
}
// spocitanie vysledku
pocet -= dvoj + 2«xjed;
pocet /= 2;
11 vysledok = 0;
For(x, 2) For(y, 2) vysledok += D[n-1]([x][y];
vysledok x= umocni (2, pocet);
vysledok %= MOD;
printf("%lld\n”, vysledok) ;

7. Ye ti zima?

Tato tloha mala az prekvapivo jednoduché riesenie. Netreba ziadne logaritmické datové struktiry, vystacime

v)

* moznosti_3x3 (k,

MiSof (misof@ksp.sk)
(max. 12 b za popis, 8 b za program)

si s obyCajnymi prefixovymi stctami a kazda otazku zodpovieme v konstantnom case.

Skor, nez sa do rieSenia pustime, dohodneme sa, Ze vSetky intervaly, ktoré budeme pouzivat, buda poloot-
vorené: lavy koniec do nich patri, pravy uz nie. Napr. [0, 3) je interval obsahujuci éisla 0, 1 a 2, zatial ¢o [4,5)

obsahuje len ¢islo 4.

Zékladnd myslienka rieSenia bude nasledovna: ked méme zistif pocet spésobov, ako vybrat retazec ‘ksp’ zo
znakov, ktorych indexy lezia v intervale [a, b), zoberieme pocet sposobov, ako vybrat ‘ksp’ zo znakov s indexmi
v intervale [0,b) a od nich potom odpocitame tie z1é. Z1é spdsoby su troch typov: bud lezi v intervale [0, a)
len znak ‘k’, alebo znaky ‘ks’, alebo tam lezi celé ‘ksp’. Nizsie si detailne popiSeme, ako vSetky tieto pocty v

konStantnom céase vypocitat z oby¢ajnych prefixovych stactov.

x))

Pocet sposobov, ako vybrat refazec r spomedzi prvych i pismen refazca S si oznacime P,.[i].

Pre jednopismenové retazce je tento pocet velmi Tahké spoéitat: je to jednoducho podet vyskytov dotyéného
znaku v dotyénom tseku refazca S. Napriklad teda plati Px[0] = 0 a Vi : Pg[i + 1] = Pg[i] + (1 ak S[i]="k’).

Analogicky spocitame hodnoty P, a P,.

o
S

MOD;
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Pozrime sa teraz na hodnoty Pys. Zjavne aj tu plati Pys[0] = 0, lebo ked neméme Ziadne znaky, nevyberieme
7iadne ks. Predstavme si teraz, ze postupne zvicSujeme dlzku prefixu S, z ktorého mozeme vyberaf. Ked
pribudne nové pismeno, st dve mozZnosti. Ak to nie je ‘s’, tak sa pocet sposobov vyberu ‘ks’ nijak nezmeni —
toto nové pismeno neméme ako pouzif. A ak pribudne ‘s’, zvicsi sa pocet ‘ks’ o tolko, kolko réznych ‘k’ sme uz
videli. Dokopy teda dostdvame toto: Vi : Pys[i + 1] = Prs[i] + (Px[i] ak S[i]=s").

Rovnakym sposobom vieme spocitat aj hodnoty Ps,. No a Giplne na zéver celej pripravy si spo¢itame hodnoty
Pysp, pri¢om znova opakujeme t istd uvahu: ak pre nejaké i vidime, ze S[i]="p’, pribudlo ndm do Pyp[i + 1]
oproti Pysp[i] prave tolko novych moznosti vyberu retazca ‘ksp’, kolko mame moznosti na vyber ‘ks’ zo znakov
s indexmi mensimi ako <.

Ako teraz zodpovieme na otdzku, kolkymi spésobmi vieme ‘ksp’ vybrat z daného useku [a,b) refazca S?
Hladant odpoved mézeme zapisat v tvare a — 3 — v — 4, kde:

« je pocet vyskytov ‘ksp’ v intervale [0, b).
B je pocet vyskytov ‘ksp’ v intervale [0, a).
v je pocet vyskytov ‘ksp’ takych, Ze ‘k’ lezi v intervale [0,a) a ‘sp’ v intervale [a, b).
J je pocet vyskytov ‘ksp’ takych, Ze ‘ks’ lezi v intervale [0,a) a ‘p’ v intervale [a, b).

Skoro vsetky tieto hodnoty uz vieme:

= PkSP [b]

a=
B= PkSP[ ]
§ = Pysla] - (Pp[b] — Ppla]). Rozmyslite si, preco je P,[b] — Pyla] rovné poctu vyskytov ‘p’ v [a, b).

Jediné, s éim eSte bude trocha prace, je v. Ale tej prace bude skuto¢ne len trocha, kedze hodnotu v mézeme
tiez ur¢it podobnou tvahou. Mame Pjy[a] moZnosti, ako vybrat ‘k’ leziace v intervale [0, a), ostdva ndm uz len
uréit pocet sposobov, ako vybraf ‘sp’ z intervalu [a,b). No a toto vieme zistit ako ( — n — 6, kde:

e ( je pocet vyskytov ‘sp’ v intervale [0,0), teda ¢ = Ps,[b]
e 1) je pocet vyskytov ‘sp’ v intervale [0, a), teda n = Psplal.
e 0 je pocet vyskytov ‘sp’ takych, ze ‘s’ lezi v [0,a) a ‘p’ lezi v [a,b), ¢ize 8 = Psa] - (P,[b] — Pylal).

A to uz je vietko. V linedrnom ¢&ase od dlzky S sme si predpoéitali hodnoty P a nésledne v konstantnom
Case vieme odpovedatf na Tubovolnt otézku. Celkova ¢asova zlozitost je teda O(n + q).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
int N;
cin >> N;
string S;
cin >> S;

vector<long long> prefixK(N+1,0), prefixS(N+1,0), prefixP (N+1,0);

for (int n=0; n<N; ++n) prefixK[n+1l] = prefixK[n] + (S[n] == 'k’);

for (int n=0; n<N; ++n) prefixS[n+l] = prefixS[n] + (S[n] == 's’);

for (int n=0; n<N; ++n) prefixP[n+l] = prefixP[n] + (S[n] == 'p’);

vector<long long> prefixKS (N+1,0), prefixSP(N+1,0);

for (int n=0; n<N; ++n) prefixKS[n+l] = prefixKS[n] + (S[n] == ’s’)xprefixK([n];
for (int n=0; n<N; ++n) prefixSP[n+1] = prefixSP[n] + (S[n] == ’p’)*prefixS[n];
vector<long long> prefixKSP (N+1,0);

for (int n=0; n<N; ++n) prefixKSP[n+l] = prefixKSP[n] + (S[n] == ’'p’)*prefixKS[n];

int Q;
cin >> Q;
vector<long long> C(Q,0);
for (int g=0; g<Q; ++qg) {
int x, y;
cin >> x >> y;
if (g > 0) { x = (x+C[g-1])%N; y = (y+Cl[g-1])%N; }
int a = min(x,y), b = max(x,y)+1;

long long SP_in_ab = prefixSP[b];

SP_in_ab -= prefixSP[al;

SP_in_ab -= prefixS[a] * (prefixP[b] - prefixPla]l);
Clgq]l = prefixKSP[b];

C[g] —-= prefixKSP[a]l;

C[g] —-= prefixKS[a] * (prefixP[b] - prefixP[al);
C[g] —-= prefixK[a] % SP_in_ab;

cout << C[g] << "\n”;
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ralbo (peto@ksp. sk)
8. Pochutka (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Prvé pozorovanie, ktoré moze skiisenym riesitelom napadnif je, ze pri rieSeni tloh, ktoré sa odohravaji v
tabulke si vieme situdciu zakreslit ako bipartitny graf. V jednej Casti (particii) vrcholy reprezentuju riadky a
v druhej Gasti vrcholy reprezentuja jednotlivé stipce. Hrany medzi nimi reprezentuju policka tabulky. Tymto
sposobom si modZeme tlohu pretransformovat na nasledovni: Mame bipartitny graf v ktorom moze byt medzi
niektorymi dvojicami vrcholov viac hran (pocet hrén reprezentuje pocet kolacov v danom policku). Kolkymi
sposobom vieme vybrat hrany (ozdobit kolac¢e/vyfarbif hrany) tak aby podgraf tvoreny vSetkymi vrcholmi a
vybranymi (vyfarbenymi) hranami spliial podmienku, Ze kazdy vrchol mé nepérny stupeii?

Dalsie pozorovanie je, Ze v réznych komponentoch mdzeme hrany vyfarbovat nezavisle od seba. To znamena,
7e celkovy pocet moznosti akym vyfarbime hrany je sti¢inom poc¢tu moznosti ako vyfarbif hrany v jednotlivych
komponentoch.

Podme si na chvilu predstavit, Ze nejaky z komponentov je strom. To znamené Ze neobsahuje cykly. Kedy ho
vieme vyfarbif a ako? Ak je vrchol list tak potrebuje aby z neho iSiel neparny pocet vyfarbenych hran. Kedze
list mé iba jednu hranu tak tato hrana musi byt uréite vyfarbend. A toto nam teda jednoznacne uréuje, ze
vietky hrany k listom budia vyfarbené. Co teda ostatné hrany? Uvazujme nasledovny rekurzivny algoritmus
na vyfarbenie hran v strome: Zoberme si vrchol rekurzivne ofarbime vSetky hrany v jeho podstorme. Ak sme
vyfarbili parny pocet hran vedicich z vrcholu musime vyfarbif este aj hranu k otcovi, aby sme pre tento vrchol
dostali neparny pocet zafarbenych hran. Ked sa lepsie pozriete na tento algoritmus zistite ze vdaka invariantom
v rekurzii vzdy je jednoznac¢ne uréené, ktoré hrany v strome budua zafarbené. Moze sa vSak stat, Ze zistime, Ze
korei m4 zafarbeny iba parny pocet hrédn a s tym nevieme ni¢ spravit. (Nevedie totiz od neho hrana k otcovi.)
Vdaka tomuto algoritmu vSak vieme, Ze v kazdom strome vieme zafarbit hrany najviac jednym povolenym
sposobom a aj to, Ze mozu existovat stromy v ktorych sa to neda.

Prichadza ¢as na otazku, kedy sa strom nedé zafarbitf. Kazdy vrchol v storme ma nejaka hibku. Zoberme
si vrcholy v parnych hibkach. (koreii je BUNV v hibke 0). Z tjchto vrcholov vSetky hrany ida do vrcholov v
neparnych hibkach. Pocet zafarbenjch hran z vrcholov v parnych hibkach sa preto musi rovnat po¢tu zafarbenych
hran z vrcholov v neparnych hibkach. To znamené e musia maf aj rovnaka paritu. Kedze z kazdého vrchola
vedie neparny pocet zafarbenych hran, tak parita poétu vrcholov v parnej hibke musi byt rovna parite poétu
vrcholov v nepérnej hibke na to aby strom isiel zafarbif. Ak st rozne tak prave vtedy sa stane ten pripad Ze po
jednoznac¢nom zafarbeni hran v strome zistime ze z koreniu vychadza parny pocet zafarbenych hran. Ak sa vsak
parity rovnaké prave tento pripad nastat nemoze.

Tento princip vieme vyuZit aj na nestromové bipartitné grafy. Teda ak mame Iubovolny komponent tak
sa bude daf zafarbit prave vtedy ked méa pocet vrcholov na jednej jeho strane a na druhej strane rovnaku
paritu. Toto sa d4 Tahko dokézaf. Ak mé pocet vrcholov na jednotlivych stranich roznu paritu a z kazdého
vrcholu vychédza neparny pocet zafarbenych hran potom nam nesedi celkovy pocet zafarbenych hran z tychto
stran(particii) grafu. Zarovenn ak mé pocet vrcholov rovnaku paritu tak si moézeme z komponentu zobrat jeho
kostru. Podla predchddzajiceho odseku vieme, Ze tato kostra (strom) sa da zafarbit jednoznaénym spdsobom a
preto existuje aspon jedno zafarbenie tohoto bipartitného grafu, tak aby boli splnené podmienky zo zadania.

Myslienka s kostrou je kli¢om k najdolezitejSiemu pozorovaniu tlohy. UvaZujme komponent pre ktory exis-
tuje zafarbenie. Vyberme si z neho lubovolnt kostru. Vsetky ostatné hrany mézeme zafarbit Gplne lubovolne
a stale bude existovat zafarbenie kostry, také aby nam sedela parita v kazdom vrchole. Ako toto dokézeme?
Konstrukciou. Nech vSetko v komponente okrem kostry je zafarbené Iubovolne. Teraz podme zafarbit hrany v
kostre. Opétovne postupujme rekurzivnym prehladavanim do hibky. Ked sa dostaneme k nejakému vrcholu tak
najprv zistime, ako maji byt zafarbené hrany v jeho podstrome. Potom zafarbime poslednt hranu, ktord sa
ho tyka (ta ktord vedie k jeho otcovi) a to iba v pripade, Ze pred jej zafarbenim by mal vrchol parny pocet
zafarbenych hran. Takto vieme zafarbit cely strom okrem korenu jednoznaénym sposobom. To, Ze bude mat
spravnu paritu poctu zafarbenych hran ukaZeme nasledovne: Vieme, ze pocet vrcholov v komponente na jed-
notlivych stranach (particiach) méa rovnakt paritu. Preto je ich sicet parny. Predstavme si, Ze by zo vSetkych
vrcholov vychadzal neparny pocet hran okrem koreru z ktorého vychadza parny pocet hran. Potom z vrcholov
okrem korerniu celkovo vychadza neparny pocet hran a z korena parny. Celkovy stucet po¢tu vychadzajucich hran
z vrcholov je neparny. To je ale v spore s tym ze kazda hrana vychadza dva krat - raz z kazdého vrcholu. Preto
aj z korefiu musi vychadzat neparny pocet zafarbenych hran.

Ako zistime podet zafarbeni nejakého komponentu? Je to 0, ked je podet vrcholov v komponente nepéarny.
(Ak je parny tak pocet vrcholov na jednotlivych strandch mé rovnaku paritu). A je to 2% ked je pocet vrcholov
v komponente parny, kde k je pocdet hran ktoré nie st v kostre. Kazdu z nich totiz vieme zafarbif jednym
z dvoch spdsobov. Aky je teda celkovy pocet moznych zafarbeni? Je to sucin pocétu zafarbeni jednotlivych
komponentov. Ak je teda nejaky komponent nezafarbitelny tak je vysledok nula. Inak je to stéin mocnin
dvojky, teda sucet exponentov. TakZe by sme mohli povedaft, Ze je to 2”7 ! kde n 4+ m je pocet hran a [
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je pocet hran v kostrach jednotlivych komponentov. Vsimnime si, Ze tento podet hrdn moZeme zase vypoditat
nasledovne. Nech u je pocet komponentov. Ak si spojime kostry, pricom pouZzijeme u — 1 hran, tak dostaneme
jednu megakostru ktord bude mat o jednu hranu menej ako je pocet vrcholov. ' Preto je teda celkovy podcet
zafarbeni 2ntm—((rts=1)=(u=1)) — gnimtu-r=s yypogitat zvysok tohoto &isla po deleni inym (malym é&slom)
vieme jednoducho cez znamy algoritmus v logaritmickom ¢ase od velkosti tohoto ¢isla.

Zostala posledné cast tlohy: Zistit podet komponentov. O ¢o by to bolo jednoduchsie keby ndm v zadani
nenadiktovali dodato¢né hrany. ..

Zoberme si teda Iubovolny takyto graf. Bez ujmy na vSeobecnosti nech r > s. Potom doitiho pridame aspoii
n >=r + s hran. Pozrime sa na tieto hrany podrobnejsie. Prvych r hran nam spoji kazdy riadok so stipcom,
ktory ma ¢&islo rovnaké, ako ¢islo riadku modulo pocet stipcov. Tymto nam v grafe zostane uz iba s komponentov.
Teraz priddme este s hran. Kazda spoji riadok s &islom i (ktory je uz spojeny so stipcom éislo i) s riadkom s
¢islom i + 7 (mod 7). Nech st vietky komponenty definované &islom stipca ktory sa v nich nachadza po prvych
r hranach. Potom tychto s dalsich hran nam spoji pre vietky i stipec i so stipcom i + r (mod s). Podme sa
pozriet na situdciu po pridani r + s hrén.

Mame s stipcov (riadky uz mozeme ignorovat lebo ku kazdému méme uZ jednoznacéne priradeny stipec,
ktory ho zastupuje. (Riadok i zastupuje stlpec (i (mod s)). Vieme nasledovné: Stipec i je spojeny so stipcom
i+ r (mod s), ziadne dalsie dodatoéné hrany momentalne nemame. Teda predstavme si to ako situdciu, kde
mame nasledovny graf: Kazdy stlpec predstavuje jeden vrchol. Stlpec i je spojeny so stipcom i + r (mod s) a
so stlpcom i —r mod s.

Tvrdim nasledovné: Stipec a je v jednom komponente so stipcom b prave vtedy, ked ged(r,s) ' deli a — b.

Dokaz: Ak existuje cesta z a do b tak prechadza nejakymi vrcholmi. VSimnime si, Ze dvojice susediacich
vrcholov maji rovnaky zvySok po deleni ged(r, s). Preto pocas celej cesty prechddzame vrcholmi s rovnakym
zvySkom po deleni ged(r, s). Ak teda existuje cesta z a do b tak vtedy musia mat a aj b rovnaky zvySok po
deleni ged(r, s).

Podobne mozeme dokazat, ze ak a — b deli ged(r, s) tak existuje cesta z a do b: Z a sa vieme dostat na
najviac m vrcholov vratane a. To je preto, Ze tolko vrcholov mé rovnaky zvySok po deleni ged(r, s) ako a.
Vieme sa odtial dostaf napriklad na vrcholy (¢ mod s), (a +r mod s), (a + 2r mod s), (a + 3r mod s)...
Vsimnite si, ze napriek tomu Ze tato postupnost je nekoneéne dlhé, moéze obsahovat len konecne vela é&isel. Preto
sa niekedy stane Ze bude obsahovat dva krét to isté ¢islo a teda sa nutne niekde zacykli. Zoberme si teda jej
najkratsi cyklus a zistime aky je dlhy. Pre nejaké k a j nutne plati Zze a + kr = a + jr (mod s). Potom ale
(k— j)r =0 (mod s). Pocet riadkov r si vieme rozpisat ako suéin r = x - ged(r, s), kde z je nestdelitelné s s.
Potom dostaneme (k— j)r = (k—j) -z ged(r, s) =0 (mod s). KedZe x je nestdelitelné nijako ndm neovplyviiuje
delitelnost s. Preto (k — j) ged(r,s) = 0 (mod s), no nato aby bolo nejaké ¢islo delitelné s tak musi byt bud 0
alebo aspoii s. Preto (k — j) ged(r, s) > s, teda k — j >= s/gcd(r,s) a tym padom ma najkratsi cyklus dizku
asponi s/ ged(r, s). No lenze vSimnite si, Ze uz vieme, ze v komponente s a bude najviac s/ ged(r, s) vrcholov.
Preto v komponente s a musia byt prave tie vrcholy ktoré maja rovnaky zvySok po deleni s/ ged(r, s).

Pozrime sa eSte na to, ¢o sa stane ak je n > r+s. VSimnite si, Ze sa vznikna hrany medzi (i (mod r) (mod s))
a i (mod s). Tieto ¢isla vSak zarucene maju rovnaky zvySok po deleni ged(r, s). Preto sa tym uz Ziadne dalsie
komponenty nespoja.

Tym padom po pridani n hran, budi dva stipce v jednom komponente prave vtedy ked ged(r,s) deli ich
vzdialenost.

Vsimnite si ze takto dostaneme ged(r,s) komponentov a kazdy z nich je rovnako velky, takze si Tahko
spoc¢itame ich velkost a z toho paritu.

Teraz uz zostava len posledné otézka — ako si zistit kolko komponentov vlastne mame, ked ich dodatoc¢ne
pospéjame m hranami. Na tento téel vieme pouzit Union-Find, no nebude tplne jednoduché kedZe si mozno
nebudeme vediet zapamétat vSetky vrcholy. Preto spravime par drobnych zmien. V prvom rade si budeme hlavné
vrcholy kazdého komponentu pamétat v mape namiesto pola. (Tym padom si nemusime pamétat vSetky vrcholy,
stacia iba tie kde nastala zmena.) TaktieZ si budeme pamitat celkovy poc¢et komponentov a poéet komponentov
s neparnym poctom vrcholov. Okrem toho si zapam#tame o kazdom komponente ¢i ma parny alebo neparny
pocet hran. Pomocou Union Findu budeme vzdy vediet Tahko zistif, ¢i hrana spaja dva komponenty, ktoré este
spojené neboli a ak 4no, tak budeme vediet, urcit ktoré to si. Tym padom budeme vediet aktualizovat paritu
poctu ich vrcholov a tiez pocet komponentov s nepadrnym poétov vrcholov. Tym padom nakoniec budeme vediet
¢l je komponent s neparnym poctom vrcholov a kolko komponentov je celkovo v grafe, z ¢oho budeme vediet
vyratat odpoved.

Union find bude potrebovat O(mlog(r+s)) krokov vzhladom k tomu Ze bude uloZeny v mape. Umoctiovanie

10Toto vieme z vlastnosti stromov
11 Greatest Common Divisor, po Slovensky najvacsi spoloény delitel
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spravime na radovo log(n + m) krokov. Najviiési spoloény delitel vieme pomocou Euklidovho algoritmu zratat
radovo v ¢ase O(log(r + s)). Celkova ¢asova zlozitost je teda O(mlog?(r + s) + log(n + m)).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <map>
#include <set>
#include <vector>
using namespace std;

#define MOD 1000000009

int exp2 (int e) {
/*#+ 2 to the power of <e>, modulo MOD. x/
if (e == 0) {
return 1;
}
long long sub = exp2(e/2);

int res = ((sub*sub) * (e%2 2 211 : 111)) % MOD;

return res;

}

int gcd (int a, int Db) {
/** Greatest common divisor of <a> and <b>. x*/
if (a < b) {
swap (a, b);
}
while (b != 0) {
a %= b;
swap(a, b);
}
return a;

}

struct DFU {

/*# Disjoint find union structure for arbitrarily large graphs. =/

map<int, int> parent, rank;
map<int, bool> parity;

int root_of (int v) {

/*# Returns the ultimate ancestor of <v>. Also compresses the path

* from <v> to that ancestor. */
if (parent.count (v) == 0) {
return v;

}

int par = parent([v];
int res = root_of (par);
parent[v] = res;

return res;

}

bool same_root (int u, int v) {

/#** Returns true if <u> and <v> are in the same component, false

* otherwise. */
return root_of (u) == root_of (v);
}
bool parity_of (int v) {

/#** Returns the parity of <u> (the parity of the size of the component

* of <u>). */

v = root_of (v);

if (parity.count (v)) {
return parity([v];

}

return 1;

}

int rank_of (int v) {
/*+ Returns the rank of vertex <v>. */
if (rank.count (v) == 0) {
return 0;
}
return rank([v];
}
void inc_rank (int v) {
/*# Increments rank of <v> by 1. %/
if (rank.count (v) == 0) {
rank[v] = 0;
}
rank[v] += 1;
}

void join (int u, int v) {

/*# Joins two vertices <u> and <v>. */

u = root_of(

v = root_of(

if (rank_of (u
inc_rank (v);

}

else

if (rank_of (u) > rank_of(v)) {
swap (u, v);

}

u);
v);
)

== rank_of (v)) {

int temp = (parity_of (u) + parity_of(v)) % 2;
parity[v] = temp;
parent [u] = v;

// for WTF_C++?? reasons,

one cannot put the right hand size immediately into t
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struct Grid {
int r, s;

// stuff related to the dimensionality of the vector space
int dim, dim2;

int num_comps, num_taken;

DFU comps;

void load () {
/+* Loads all input data: grid dimensions, number of default cakes
+ and number of additional cakes. Then loads all the bonus cakes. */

int n, m;
cin >> r >> s >> n >> n;
bool flipped = (r < s);

if (flipped) {
swap (r, s);

}

num_comps = gcd(r, s);
num_taken = s - num_comps;
dim = r + num_taken;

dim2 = n - dim;

// load all the bonus cakes

vector<int> rows (m), cols(m);

for (int i = 0; i < m; i++) {
cin >> rows[i];

}

for (int 1 = 0; 1 < m; i++) |
cin >> cols[i];

}
if (flipped) {
swap (rows, cols);

}
// process them

for (int i = 0; 1 < m; i++) {

int ri = rows|[i];

int si = cols[i];

int c_ri = ri % num_comps;

int c_si = si % num_comps;

if (comps.same_root (c_ri, c_si)) {
dim2 += 1;

}

else {
dim += 1;

comps.join(c_ri, c_si);
}
}
}
bool can_generate_ones () {
/*# Returns true if we can generate the configuration with all rows

* and columns containing odd number of decorated cakes, false otherwise.

if (r%2 !'= s%2) {
return false;

}

if (dim == r+s-1) {
return true;

}

int comp_size

= (r+s) / num_comps;
if (comp_size % 2 ==

0)
return true;
}
for (int 1 = 0; 1 < num_comps; i++) {
if (comps.parity_of(i)) {

return false;
}
}
return true;
}
void solve () {
if (can_generate_ones()) {
cout << exp2(dim2) << ”\n”;
return;
}
cout << ”0\n”;
}
Vi

int main () {
Grid G;
G.load();
G.solve () ;
return 0;

}

*/
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