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Vzorové riesenia 1. kola zimnej Casti

aja (aja@ksp.sk)
1. Trefa do cdierneho (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Hruba sila

Pri tomto rieSeni budeme ¢asto potrebovat zistif, ¢i sme pod alebo nad priamkou y = z. To je jednoduché:

Najjednoduchsie riesenie, ktoré by nam pri tejto ilohe mohlo napanit, je postupné simulovanie Samovych
posunov a ratanie pretnuti s priamkou. Problém ale je, Ze takéto posuny by mohli trvat potencidlne donekonecna.
Preto sa treba najprv zamyslief, kedy mozeme so simuldciou prestat. Podla toho, v akom vztahu st velkosti
posunov d; a d,, mdézu nastat nasledujace pripady:

e d, = d,: po kazdych 2 posunoch sa ocitneme op#t na priamke x = y, teda dotykov s priamkou bude
nekonecne vela.

e d; > d,: s priamkou sa stretneme iba raz, a to v bode (0, 0). Od nasho prvého pohybu sa uz budeme stéle
nachddzat iba pod priamkou (rozmyslite si).

e d; < dy: tu sa budeme s priamkou stretdvat rozne vela krat. Staci ndm ale uvedomit si, Ze ak sa pri
nejakom pohybe doprava nepretneme s priamkou, uz nikdy sa s 1iou nepretneme. Od tohto momentu
budeme totiz cely ¢as uz iba nad priamkou.

Ked uz pozname tieto tri situdcie, mozeme sa pustif do programovania nasho rieSenia. Na zaciatku skon-
vypiseme potrebny vysledok. Ak nie, simulujeme pohyb po mriezke a po kazdom kroku zistime, ¢i sme sa pre-
tli s priamkou. S priamkou sa pretneme vtedy, ak sme iSli spod priamky nad fiu, alebo naopak (samozrejme,
nezabtdame na oSetrenie dotyku s priamkou). Ak sme sa pri niektorom pohybe doprava nepretli s priamkou,
simulaciu ukon¢ime a vypiSeme pocet pretnuti.

Pamitova zlozitost tohto rieSenia je O(1), kedZe miesto, kde sme, a velkosti posunov si udrziavame v par
premennych.

Casova zlozitost riesenia je priamo timerna poctu krokov, ktoré odsimulujeme. Ten je zhruba rovny poétu
pretnuti s priamkou (ak dva kroky po sebe priamku nepretneme, simuldciu ukonéime). Ako si ukédzeme v casti
o idealnom rieSeni, pocet pretnuti je (v zaujimavom pripade d, < d,) zhruba d,/(d, — d,), Casova zlozitost je
preto O(dy/(dy — dg)) = O(d).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

int main() {
int t;
cin >> t;
for (int 1 = 0; i < t; i++) {
long long dx, dy;
cin >> dx >> dy;

if (dx == dy) {
cout << -1 << endl;
continue;

}
if (dx > dy) |
cout << 1 << endl;
continue;
}
long long somx = 0, somy = 0, pocet = 0;
while (true) {
if (somx == somy) pocet ++;
if (somx < somy && somx + dx > somy) pocet ++;
somx += dx;
if (somx < somy) break;

if (somx == somy) pocet ++;
if (somy < somx && somy + dy > somx) pocet ++;
somy += dy;
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}

cout << pocet << endl;
}
}

Idealne rieSenie

Ako sme si pri rieSeni hrubou silou mohli v§imnut, v dvoch pripadoch sme mali odpoved hned, bez akejkolvek
simulécie. Ak sa bliZsie zamyslime a nakreslime si par obrazkov, zistime, ze aj v poslednom pripade vieme pocet
dotykov vypocitat v konstantnom case.

Simul4ciu sme ukoncovali, ked sme prvy raz urobili krok doprava, pri ktorom sme nasu priamku nepretli,
ale zostali sme nad nou. Bol to vlastne prvy krok doprava, po ktorom bola naSa y-ova suradnica vicsia, nez
x-ové. Pozrime sa preto na body, v ktorych budeme po pohybe smerom vpravo, ¢ize po prvom kroku, po trefom
kroku, atd. a v§imajme si, o kolko je ich x-ovéa suradnica vic§ia, nez y-ova. Po prvom posune mé z-ové stradnica
“néskok” d, kedze sme v bode (d,0). Po kazdych dvoch krokoch vSak y-ova stiradnica tento “ndskok” stiahne
o d, — d,. Na to, aby y-ova stradnica “dobehla” ta z-ovi, teda treba [d,/(d, — d;)] takychto dvojkrokov. Pri
kazdom takomto dvojkroku, mozno s vynimkou posledného, pretneme priamku dvakrat, pocet pretnuti teda
bude zhruba 2d,/(d, — dg).

Do vzorca nesmieme zabudnit pripo¢itat pretnutie v bode (0,0) kde za¢iname. Dalej je potrebné si uvedomit,
7e nam vzniknu 2 pripady, pri ktorych sa po¢ty mierne liSia:

e V pripade, Ze je d, delitelné ¢&islom dy, — d, po d,/(dy, — d;) dvojkrokoch budeme presne na priamke.
To znamend, ze v kazdom dvojkroku priamku pretneme dvakrét, spolu s pretnutim v bode (0,0) teda
dostavame vzorec: 2 - d, /(dy, — dy) + 1

e Ak d, nie je delitelné ¢islom dy, —d,, po [d,/(dy —d,)] dvojkrokoch skon¢ime nad priamkou. To znamena,
Ze v poslednom z tychto dvojkrokov sme priamku pretli iba raz. Spolu s pretnutim v (0, 0) teda dostaneme
vzorec: 2 - [dy/(dy — dy)].

Casové aj pamitova zlozitost tohto rieSenia je konstantna, kedze potrebujeme iba par premennych na vipocet
vzorca, teda O(1).

Technicka poznamka

Pri vypocte hodnoty [d/(d,—d,)]| potrebujeme vydelif dve ¢isla a vysledok zaokrthlif nahor. Programovacie
jazyky ako Python a C++ vsSak pri celo¢iselnom deleni zaokrthluji nadol. Preto v kéde vzorového rieSenia
vyuzivame fakt, Ze d, nie je delitelné ¢islom d,, — d,, teda [d,/(dy — dy)] = |ds/(dy — dy)] + 1.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

int main() {
long long t;
cin >> t;
long long dx, dy;
for (int 1 = 0; 1 < t; i++) {
cin >> dx >> dy;

if (dx == dy) {
cout << -1 << endl;
continue;

}
if (dx > dy) |
cout << 1 << endl;

continue;
}
if (dx % (dy - dx) != 0)

cout << 2 % (dx / (dy - dx)) + 2 << endl;
else

cout << 2 % (dx / (dy - dx)) + 1 << endl;

Listing programu (Python)

t = int (input())
for testcase in range (t):
dx, dy = map(int, input().split())
if dx == dy:
print (-1)
elif dx > dy:
print (1)
else:
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if dx $ (dy - dx) == 0:

print (dx // (dy - dx) %= 2 + 1)
else:

print (dx // (dy - dx) %= 2 + 2)

Déavid (davidb@ksp.sk)
2. Ukladanie karticiek (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Nagou tlohou bolo zistit pre dany vstup, ¢ existuje vyherné stratégia pre prvého hraca. Teda ¢&i pocnic
prvym tahom, bez ohladu na to ako zareaguje John, moéze Vlejd spravit taky fah Ze Johna dostane do situacie,
z ktorej nemoze vyhrat (ak bude Vlejd hrat dobre).

Kedy Vlejd vyhra

Ak je v hre jedina karticka s najviacsim cislom, je to idealna situdcia, Vlejd ju zoberie a vyhra. Ak je ale
najvicsich karticiek viac, rozliSujeme dve situdcie. Ak je kartic¢iek neparny pocet, Vlejd opét zoberie prvi z nich
a dalej budu striedavo brat po jednej karticke, az zoberie posledni (John zase nemd na vyber ani v jednom
tahu).

Problém nastane ak ich je parny pocet. Vtedy Vlejd potrebuje aby prva z nich zobral John. Znamena to
teda Ze Vlejd je nuteny zobrat nejakt z mensSich kartidiek, aby hned neprehral. Musi si vSak daf pozor, aby
sa nedostal do situdcie, kedy mu John zoberie posledni mensiu karticku a on uz bude niteny zobrat prvi
z najvacsich kariet. Jeho cielom je teda opif zobraf posledni kartu, ale teraz zo vSetkych okrem najvicsich.
Dostali sme sa ku problému, ktory sme uz vyssie vyriesili.

Vieme teda, ze ak je najvicsich kariet neparny pocet, Vlejd vyhra. Ak je najvicsich parny, ale druhych
najvicsich neparny, Vlejd taktiez vyhra. Ak by sme takto pokracovali, zistime, Ze ak v postupnosti karticiek
usporiadanej od najvicsej narazime na nejaki, ktorej je neparny pocet, Vlejd urcite vyhra.

Pozrime sa, ako by teda prebiehala nejaka hra: Karty: 122333445555 Vlejd: 3 Karty: 33445555
John: ?

Vlejd sa pozrel na karticky a najviicésia, ktorej je neparny pocet, bola trojka, tak ju zobral. Po takomto tahu
Johnovi ostala kazda karta v parnom pocte, a neostdva mu ni¢ iné ako to zmenif a dat Vlejdovi opéf vitaznta
poziciu. Dalej Vlejdovi sta¢i tahat to isté, ¢o potiahne John.

Vyhravajica a prehravajica pozicia

Karticky, ktoré ostavaju na stole budeme volat pozicia v hre. Ak je teda na stole len jedna najviiésia karticka,
hraé, ktory je na tahu, moze vyhrat, a teda je vo vyhravajucej pozicii. Ak st na stole len dve rovnaké karticky a
ni¢ iné, hra¢ na tahu je v prehravajtcej pozicii, lebo nech by spravil ¢okolvek, protihra¢ sa dostane do vyherne;
pozicie.

Z popisu vyS§sie mozeme vidiet, ze pozicia, v ktorej je kazda karticka v paArnom poéte, je prehravajtica. Vsetky
ostatné — teda pozicie, v ktorych je nejakd karticka v neparnom pocte — st vyhravajuce.

RieSenie

Potrebujeme zistit, ¢ je tvodnd pozicia vyhravajica — teda ¢i sa na vstupe nachddza asponi jedno ¢islo
neparny pocet krat. Existuje niekolko sposobov ako nieco takéto naprogramovat.

Jeden sposob je, ze si ¢isla zoradime od najmensieho po najvicsie, a budeme podéitat, kolko rovnakych je za
sebou. Takéto riesenie dostane plny pocet bodov, existuje vSak o nieco krajsie riesenie:

Vyrobime si dost velké pole a na i-tom policku si budeme pamétat, kolko krat bolo na vstupe ¢islo i. Takyto
postup sa vold tiez Counting sort!, ale mdézeme si ho dovolit len vtedy, ked sa nam dost velké pole zmesti do
paméite, teda ked rozsah ¢isel na kartickich je dost maly. Toto rieSenie ma ¢asovu zlozitost O(n), pretoze iba
raz prejdeme nase vstupné pole. Paméitova zlozitost je taktiez O(n), kde n je najvicsie mozné ¢islo karticky na
vstupe.

Listing programu (Python)

n = int (input ())
cards = [int(x) for x in input () .split ()]
counts = [0 for i in range (10%%5 + 1)]

for ¢ in cards:
counts[c] += 1

for c in counts:
if ¢c % 2 == 1:

lhttps://sk.wikipedia.org/wiki/Counting_sort
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print ("Vliejd”)
exit (0)

print (”John”)

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int main () {

int n;

cin>>n;

vector<int> counts (100001,0);

for(int i = 0; 1 < n; 1i++){
int t;
cin>>t;
counts[t]++;

}

for(int i = 0; i <= 100000; i++){
if (counts[i] % 2 == 1){
cout << ”Vlejd” << endl;
return 0;
}
}

cout << ”John” << endl;

Je zaujimave uvedomit si, Ze pocet vyskytov ¢isla si v skuto¢nosti nemusime paméitat. Zaujima nas iba,
¢i sa dané &islo vyskytuje na vstupe parny alebo neparny pocet krat. Takuto hodnotu si moézeme ulozit ako
True/False a ked pride novy vyskyt daného ¢isla, iba hodnotu na pozicii tohoto ¢isla znegujeme — parny pocet
sa zmeni na neparny a naopak. Je dolezité si uvedomit, Ze toto ndm zmensi mnozstvo pamiite, ktord bude
pouzité, ale asymptotickd pamétové zlozitost bude stale O(n), teda linearna.

Listing programu (Python)

n = int (input ())
cards [int (a) for a in input () .split ()]
count [False for i in range(100001)]

for c in cards:
count [c] = not count([c]

for c in count:
if c:
print ("Vlejd”)
exit (0)

print (”John”)

kubik (kubik@ksp.sk)
3. Hura leto! (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Toto vzorové rieSenie ma dve Gasti. V prvej éasti sa pozrieme, ako ma Zaba ukladat skatule, aby vytvoril éo
najmenej kop. V druhej ¢asti budeme riesit, ako toto ulozenie efektivne vypocitat.

Mohli by sme sa do toho pustif intuitivne. Postavime si najsilnejsiu Skatulu a za¢neme na niu ukladat ostatné
skatule. Tento pristup mé ale svoje problémy. Napriklad, ak mame dalsiu, rovnako pevni Skatulu, nevieme, ¢i
ju mame polozit na ta prva, alebo si ju mame Setrit do dalsej kopy. Konkrétny priklad: ak mame iba dve skatule
s pevnostou 1, oplati sa ich postavit na seba. Na druhd stranu, ak mame navySe eSte dve skatule s pevnostou
0, viac sa ndm oplati “jednotkové” Skatule rozdelit.

Australia

Skiisme sa na to teda pozriet opaéne. Stavajme kopy “odvrchu”. Novii kopu za¢neme jej najslabsou skatulou.
Dalej budeme pridavat éoraz silnejsie skatule, vidy na spodok kopy.

Teraz uz k samotnému ukladaniu $kattl. Berme $katule od najslabSej po najpevnejsiu a ukladajme ich do
kop. Vzdy, ked ukladdme nejakt Skatulu, musime sa rozhodnit, ¢i fiou za¢neme nova kopu, alebo ju pridame pod
nejak uz existujucu. Ak sme sa rozhodli pridat Skatulu pod niektort z uz existujtcich kép, musime si navyse
vybraf pod ktort. Prirodzene sa ndm niika polozit skatulu pod najvéésiu kopu, ktori je eSte schopnéd uniest, aby
sme “neplytvali pevnostou”. Pokial nasa $katula nie je schopné uniest Ziadnu z existujicich kdp, zaéneme novi
kopu. Takymto sposobom vieme rozdelit vSetky Skatule do niekolkych kop. Dostaneme ale zarudene najmensi
mozny pocet kop?
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Zdovodnenie spravnosti

Treba si uvedomit, ze moze existovat viacero sposobov, ako Skatule rozdelif na najmensi mozny pocet kop.
Tieto sposoby budeme dalej volat optimdine riesenia. My chceme ukézat, Ze nds postup rozdeli skatule jednym
z nich. Nato si ukdZzeme, Ze po kazdej pridanej skatuli v nasom postupe je eSte mozné doplnit ostatné Skatule
tak, aby sme dostali jedno z optimélnych rieseni. Ak toto bude platif aj po pridani poslednej $katule, znamen4
to, ze sme vytvorili optimalne riesenie.

Predpokladajme, Ze sme uz umiestnili prvych k& Skatdl a eSte stale je mozné doplnit ostatné Skatule tak,
aby vzniklo optimélne rieSenie. Skatulu, ktori by nas algoritmus umiestnil ako dalsiu (teda k + 1-vii najslabsiu
skatulu) ozna¢me X a miesto, kam by ju dal, ozna¢me m. Dopliime ostatné Skatule tak, aby vzniklo optimélne
rieSenie a pozrime sa, kde v fiom je Skatula X. Ak nas algoritmus nechcel skatulou X zacat novi kopu, modzu
nastat 3 pripady:

1. Skatula X sa nachidza na mieste m.

2. Skatula X je niekde inde a na mieste m sa nachadza nejaka in skatula Y. Vieme, Ze vietky skatule slabgie
nez X st umiestnené tam, kam ich dal nas algoritmus. To znamend, ze Skatula Y nemoze byt jedna z nich,
a teda musi byf aspon tak pevnd, ako skatula X. Ak teraz vymenime Skatule X a Y, Skatula Y urcite
bude schopnd niest zafaz, ktort predtym niesla skatula X. Skatula X sa tym ocitne na mieste m, kam ju
cheel daf aj nas algoritmus, a teda tiez uréite unesie svoj naklad. Takto sme dostali iné riesenie Zabovej
ulohy, ktoré je tiez optimalne (mé rovnako vela kop) a navySe mé skatulu X na mieste m.

3. Skatula X je inde ako na mieste m a miesto m je prazdne. V takom pripade mézeme skatulu X preniest
na miesto m. Skatula X svoj novy naklad uréite unesie, rovnako aj vietky ostatné skatule (Skatuliam,
ktoré boli pod X sa naklad odlah¢il o skatulu X, ostatnym sa nezmenil). Opiit sme dostali optimélne
rieSenie, kde je skatula X na mieste m.

1. pripad 2. pripad 3.pripad
Legenda:

|:| k najslabsich skatual

|:| ostatné Skatule

Ak nas algoritmus chcel skatulou X zacaf nova kopu, znamena to, Ze by neuniesla ziadnu z kop, ktoré
existovali po umiestneni prvych k gkatal. Aj v optimalnom rieseni preto X musi byt v nejakej inej kope. Za
miesto m teraz budeme povazovat vrch kopy obsahujtcej skatulu X. Ak je X navrchu tejto kopy, situdcia je
rovnaké ako v pripade 1, ak nie je navrchu, situécia je rovnaka ako v pripade 2.

V kazdom pripade existuje optimélne rieSenie, v ktorom je skatula X na mieste m, teda aj keby sme nechali
nas algoritmus umiestnit prvych k + 1 skatul, zvysné skatule by sa urcite dali doplnit do optimélneho rieSenia.

Ak nasu predosli Givahu urobime pre & = 0, dostdvame, Ze prvi $katulu nas algoritmus umiestni dobre,
t.j. bude mozné doplnit zvysné gkatule do optimélneho rieSenia. Zopakovanim tvahy pre & = 1 dostdvame,
7e aj druhu skatulu nas algoritmus umiestni dobre. Uvahu postupne zopakujeme pre k = 2,3,...,n —1 a
dostaneme, Ze aj ked nechdme na$ algoritmus umiestnif vSetkych n skatul, bude moZné doplnit zvysnych 0
kattl do optimalneho rieSenia®. To ale znamen4, Ze nas algoritmus vytvoril optimélne riesenie.

Implementacia

Ukézali sme si algoritmus, ktorym Zaba méze ukladat katule. Teraz eSte napisat program, ktory to odsi-
muluje.

Jedno z pozorovani, ktoré ndm pomozu pri implementacii je, Ze ono si ndm vlastne netreba pamétat, ¢o v kope
je, sta¢i nam vediet velkost kopy. Prec¢o? Ked skatule vkladame na spodok kopy, potrebujeme iba skontrolovat,

rieSenia.

Listing programu (Python)

2Technike, ktort sme prave pouzili, sa hovori matematickd indukcia

strana 5 z 25 http://ksp.sk/



def pocet_kopok (skatule, n):
kopky = [0] * n
for sila in skatule:
for i in range (n):
if sila >= kopkyl[il]:
kopky[i] += 1

break
# zoberieme len tie képky, ktoré sme pouzili
return len (kopky) - kopky.count (0)

Ako vidime, skuto¢ne len pre kazda Skatulu prechddzame vSetky potencidlne kopky a ulozime to na prvu,
na ktort mé nasa aktudlna gkatula dost pevnosti. Toto riesenie ma ale ¢asovi zlozitost O(n?). Zoberme si
napriklad, Ze vSetky Skatule ¢o dostaneme, by boli z papundekla, teda pevnosti 0. Pre kazda skatulu musime
prejst vsetky doteraz urobené kdpky a vyrobif si novi.

Optimalizacia

Dalsie z naSej série pozorovani je, Ze vyssie uvedeny algoritmus mé vedlajsi efekt. V kazdom kroku nasho
algoritmu st vSetky kopky zoradené zostupne, podla velkosti! Ako spravny KSP-4ci toto predsa hned musime
zneuzit. Co vieme robif na zoradenom poli? No predsa bindrne vyhladavanie!

Medzi zoradenymi kopkami teda vieme pomocou bindrneho vyhladdvania, v ¢ase O(logn), néjst nasu idedlnu
kopku pre aktudlnu skatulu. Toto ndm zlepsi celkovi ¢asova zlozitost na O(nlogn).

Listing programu (Python)

def pocet_kopok (skatule, n):
kopky = [0] * n
for sila in skatule:
vhodna_kopka = bin_najdi_kopku (kopky, n, sila)
kopky [vhodna_kopka] += 1
return len (kopky) - kopky.count (0)

Implementovanie samotnej funkcie bin najdi_kopku nechdvame ako cvicenie pre ¢itatela.

Viac optimalizacii

Ked sa trochu zamyslime nad vy$§ie spominanou optimalizaciou, zistime, Ze my vlastne vobec nemusime
binarne vyhladévat v takomto poli kopok.

Predpokladajme, Ze prvych zopar skatl uz mame nejako rozostavanych a teraz ideme umiestnit skupinu
skatul s rovnakou pevnostou. Kam by ich dal nas O(nlogn) algoritmus? Najskor by ich daval pod prvia kopku,
ktort st schopné udrzat. Nasledne by pokladal dalsie skatule pod tuto isttt kopku, az dokedy by nebola prilis
velka pre nasu silu skatal. Pokial je uz aktudlna kopka prili§ velk4, posunieme sa na dalsiu. Dalsia kopka je
zarucene dostato¢ne malé na to, aby sme pod 1iu mohli umiestnit aspoii jednu skatulu.

Ked prechddzame na skatule s vicsou pevnostou, tieto pevnejSie Skatule st uréite schopné uniest vSetky
existujice kopy. M4 teda zmysel sa po tomto prechode vratit opif na prvi kopku a postup opakovat, teraz uz
ale so silnej$imi Skatulami.

Tento algoritmus m4 ¢asovi zlozitost O(n), kedze pre kazdu skatulu néjdeme prislusni kopu v konstantnom
Case. Vsetky doteraz spominané rieSenia maji pamétova zlozitost O(n), pretoze si potrebujeme pamétat iba
dve polia dizky najviac n: pevnosti skattl a velkosti kop.

Listing programu (Python)

def skatule_sily(skatule):

Vs

Zo sil zo vstupu vrati dvojice (sila, pocet).
posledna_sila = skatule[0
pocet = 0
pocty_sil = []
for sila in skatule:
if sila == posledna_sila:
pocet += 1
else:
pocty_sil.append([posledna_sila, pocet])
posledna_sila = sila
pocet = 1
pocty_sil.append([posledna_sila, pocet])
return pocty_sil

def pocet_kopok (skatule, n):
sily = skatule_sily (skatule)
kopky = [0] * n
for sila, pocet in sily:
aktualna_kopka = 0
while pocet > 0:
while sila >= kopky[aktualna_kopka] and pocet > O0:
kopky[aktualna_kopka] += 1
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pocet —-= 1
aktualna_kopka += 1
return len (kopky) - kopky.count (0)

n = int (input ())
krabice = list (map(int, input().split()))
print (pocet_kopok (krabice, n))

Toto je nase optimélne rieSenie a dostaneme zan peknych 8 bodov.

Poznamka: Pochopitelne, konverzia, ktort funkcia skatule_sily vykondva nie je vobec potrebnd ku ko-
rektnej funk¢énosti ndsho algoritmu. Tento upraveny forméat vstupu ndm iba umozituje mat prehladnejsi kéd v
pocet_kopok.

Exotika

N4&S miestny zelovocér s exotickymi rieSeniami vymyslel aj rieSenie, ktoré m4 ¢asovu zlozitost O(n) a pami-
tovi O(1). Funguje na trochu inom principe ako vSetky nase rieSenia, ktoré si konstruktivne - snazia sa Skatule
naozaj rozdelit na kopy. Toto rieSenie je nekonsStruktivne. Pre kazdu Skatulu na zdklade jej pevnosti a pocétu
slabgich skatal vypocita dolny odhad na pocet vSetkych kop. N4jst toto rieSenie je peknym cvi¢enim pre trochu
sktuisenejsich riesitelov.

i mikx (mikx@ksp.sk)
4. Era peciceho sInka (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Konstrukéna tloha, ktord ma neskutoéné mnozstvo spravnych rieseni. Ukazeme si, ¢o je kamen trazu tejto
ulohy, ¢o s nim a nakoniec aj nejaké jedno mozné® rieSenie.

Kamen arazu

Najtragickejsia veta zadania je t4, Ze po¢et domov vami navrhnutého mesta nesmie presiahnut 1000. Preco?
Predstavme si, ze by sme na toto nemali ziadne obmedzenie. Sta¢i ndm vytvorit niekolko neprekryvajtcich sa
ciest. Okrem $tartovacieho a cielového domu budeme mat v meste este k dalsich, prechodnych domov. Kazdy
prechodny dom spojime chodnikom so $tartom aj s cielom.

Start ciel

V nasej tlohe je vSak podet ciest podstatne vicsi, ako poéet domov, ktoré modzeme pouzif. Nejakym spdso-
bom potrebujeme na maly pocet pridanych domov dosiahnut velky pocet rovnako dlhych ciest. Damy a péni,
predstavujem vam:

Diamant

Diamantom budeme nazyvat Styri domy spojené do kosostvorca. Ked jeden z domov prehldsime za zaciatok
a dom oproti (cez uhlopriecku) za koniec, tak medzi nimi existuji prave 2 najkratsie cesty (dlzky 2). Na tomto
utvare je super, Ze sa daju skladat za seba. Ak naskladdme 5 diamantov za seba (koniec jedného bude zaciatkom
druhého), dosiahli sme 2° = 32 moznych roéznych najkratsich ciest (kazda postupnost vlavo-vpravo-vlavo-vlavo-
vlavo, vlavo-vpravo-vlavo-vlavo-vpravo, atd. je in cesta). A to celé len za cenu 3 x 5 + 1 = 16 domov.

Start ciel

Ak chceme 230 = 1073741 824 ciest, sta¢i naskladat 30 diamantov za seba, za cenu 3 x 30 + 1 = 91 domov.
Celkom dobré, nie?

3

samozrejme najkrajsie
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Takze ak k je mocnina dvojky, len poskladdme prislusny pocet diamantov. Co vsak, ak nie je? Ziaden
problém.

Priklad

Predstavme si, ze k = 10 = 8 + 2 = 23 + 21, Toto ndm vravi, Ze nejako by sa to mohlo daf, ak pouzijeme
dve diamantové retaze (série naskladanych diamantov), jednu zloZent z troch a druhi z jedného diamantu.

Refaz s tromi diamantami obsahuje 8 ciest dizky 6, refaz s jednym diamantom 2 cesty dizky 2. KedZe vietky
cesty musia byt rovnako dlhé (aby boli vietky najkratsie), potrebujeme si cesty v kratsej retazi nejako predizit.
To urobime tak, Ze pred nu pripojime 4 vrcholy, ktoré nebudi mat int tlohu, ako predlzovat cestu cez kratku
retaz. Takto upravené retaze potom uz len zapojime vedla seba (priddme im spoloény Start a spoloény ciel).
Tada.

Start ciel

Takymto postupom vieme vyskladat Iubovolné ¢&islo.

V kocke

Kazdé ¢islo sa da zapisat v bindrnom zapise. To predstavuje, z akych mocnin dvojky sa skladd. Napr.
13 = 11015 = 23 4+ 22 4+ 20, Pre tieto mocniny dvojky postavime prislusné refaze a vsetky retaze prediZime na
dlzku najdlhsej. Takto upravené refaze zapojime vedla seba a hotovo!

Kolko domov minieme?

Tak a teraz neprijemnd otazka s eSte hor$im zistenim. Aby sme dokézali vytvorit mesto s 220 —1 =
536870911 = 111111111111111111111111111115 najkratsimi cestami (¢o je stale menej ako maximalna hodnota
zo zadania), potrebujeme vsetky retaze dizok 1,2,...,28. UZ len vyskladanie tohto nam minie 4 +7 4+ 10+ - - - +
85 = 1246 domov. Prilis vela. Co s tym vieme robit?

Posledny trik

Trikom je nestavat vela refazi, ale iba jednu. Zo vSetkych nasich retazi si nechame iba t s najvicsou dizkou.
Do tejto refaze sa na niekolkych miestach pripojime vhodne dlhymi cesti¢kami zo zacdiatku tak, aby sme vyuzili
len nejaki jej podéast. Napriklad pre k = 50 = 1100102 to bude vyzerat takto:

Start ciel

Kolko stoji toto? Diamantova refaz méze mat dizku najviac 29 diamantov, ¢o je 29 x 3 + 1 = 88 domov.
Okrem toho mame este zaciatoény dom, koncovy dom a cesticky pripdjajice sa na refaz (takzvané sliZe). Sliz
pripajajtci sa na refaz za z-tym diamantom mé dizku 2z. Ak by sme mali slize vSetkych moznych dizok od 1
po 29 diamantov, dokopy by stali 244+ 6 + - - - + 58 = 870 domov.

Dokopy teda nebudeme potrebovat viac nez 88 + 2 + 870 = 960 domov a sme strasne $fastni, pretoze to je
pod 1000 :). Samozrejme, nejaké malé (a mozno aj vicsie) optimalizacie sa este daji porobit, netreba ich vsak.

Listing programu (Python)

n = int (input ())

MAX_POWER = 29 # 2730 > 10#%#9
path_len = 1 + 2xMAX_POWER + 1

2
[

\Y%
E

# vytvorime chainu MAX_POWER diamantov na sebe, na vrchole 2
prev =V
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vV +=

for in range (MAX_POWER) :
.append ([prev, V])
.append ([prev, V+1])
.append ([V, V+2])
.append ([V+1, V+21)

[l Nl

prev = V+2
V = V+3

# vrchol pripojim na ciel

# este ale neviem presne, ake bude maximalne V, cize pouzijem nejaky sentinel
# preto taka velka hodnota

opalovak = 10%x%20

E.append([V-1, opalovak]

mocn, 1 =1, 0
while mocn <= n:
if mocn & n:
# spravime sliz prislusnej dlzky
# za kazdy missnuty diamant 2 vrchole
prev = 1
for _ in range(path_len - 2 - 2xi):
E.append([prev, V])
prev = V
vV o+=1

# a pripojime na spravne miesto do diamantu
E.append ([prev, 3% (MAX _POWER-i+1)-1]

i+=1
mocn x= 2

print (V, len(E))

for e in E:
# iba opalovak bol vyssi nez V, takze iba unho bude hodnota teraz menena
print (min(e[0], V), min(e[1l], V))

Andrej (ajok@ksp.sk)
5. Letné nakupovanie (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Najprirodzenej$im spésobom ako sa da cel4 tloha reprezentovat je zrejme grafom®. Vrcholmi st v tomto
grafe obchody a chata, pricom hranami st cesty medzi nimi. Grafova reprezenticia je vyhodna najmi v tom,
7e na grafoch pozname mnoho algoritmov.

Riesenie hrubou silou

Ak sa pytame na najmensi ¢as, za ktory sa d4 nakipif p fixiek za cenu najviac ¢, mdzeme postupovat
jednoduchym sposobom a pytat sa : “ide to za das 177, “ide to za Cas 27”...

Akonaéhle je odpoved na nejaki takito otdzku dno, vieme, Ze sme nasli najmensi ¢as, za ktory vieme p fixiek
nakupit. Ide ale jednoducho néjst odpoved na takéto otdzky? UkaZeme si, Ze 4no. Vezmime si otazku : “ide to
za ¢as x?” a podme na tu skusit nejak odpovedat.

Co najskor potrebujeme urobit, je najst obchody z ktorjch mame na vyber, teda zistit, ktoré lezia do vzdia-
lenosti z. To vieme lahko jednym prehladdvanim do $irky® v linedrnom ¢ase. Ked mame tieto obchody, chceme
vediet ¢ ide len pomocou nich kupit p fixiek za cenu najviac ¢. Ak si zoradime obchody, ktoré mame k dispozicii
podla ceny za jednu fixku, vieme postupne nakupovat fixky od najlacnejsich obchodov aZ po najdrahsie. Co sa
moze stat si 3 veci:

1. fixky tspeSne nakipime za cenu dokopy menej ako c
poCas nakupovania fixiek nadm dojda peniaze
3. pocas nakupovania na&m dojdd obchody, z ktoryjch by sme mohli nakipit

N

Asi je jasné, Ze iba prva moznost znamena, Ze to “ide za Cas x”, ostatné znamenaju, Ze zatial sme s touto
vzdialenostou nepochodili a musime sa pozriet na obchody o kus dalej.

Ak mé toto rieSenie ¢asovu zlozitost? Kolko moze byt otazok typu : “ide to za as x?”. Je to zjavne n.
S ¢asom x = n uz vieme urdite pouzit vSetky obchody, ziadny obchod nemoéze byt dalej a pridanim casu sa
nam teda uz ponuka nezvysi, inymi slovami, ak to nejde za cas n, nepdjde to ani za Casn+ 1, n+2, n+3...
Kolko najviac moze trvat odpoved na takito otdzku? Zoradit vSetky obchody a raz ich prejst bude trvat pokazdé
O(n-log(n)). Teraz vieme v ¢ase O(n-n-log(n)+m) riesit tito tlohu. Akt ma toto pamétovu zlozitost? Ukazuje
sa, ze tak ako vSetky naSe rieSenia to bude O(n + m). V kazdom naSom rieSeni ndm bude stacit zapamiitat si
konstantne vela veci pre kazdy obchod a potom eSte zoznam susedov, reprezentujici graf.

dnttps://www.ksp.sk/kucharka/grafy_uvod/
Shttps://www.ksp.sk/kucharka/bfs/
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Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <queue>
#include <algorithm>

using namespace std;

// prehladavanie do sirky na grafe ”G” z vrcholu ”zac”
void bfs(const int zac, const vector<vector<int> >& G, vector<int>& vzd)
{

queue<int> Q;

vzd[zac] = 0;
Q.push(zac);

while (!Q.empty ()
{

int v = Q.front();

Q.pop () ;
for (const int kandidat : G[v]) if(vzd[kandidat] == -1)
{

vzdl[kandidat] = vzd[v] + 1;

Q.push (kandidat) ;
}

return;

}

// vrati true ak ide nakupit ”max_pocet” fixiek za cenu najviac ”“max_cena” len s obchodmi
// v poli ”"moznosti”
bool ide(vector< pair<int, int> >& moznosti, const int max_cena, const int max_pocet)
{
// chceme prechadzat od najlacnejsich obchodov
sort (moznosti.begin (), moznosti.end());

int spolu = 0, cena = 0;
for (int j=0; j<moznosti.size () ;++7)
{

if (cena > max_cena) break;

if (spolu + moznosti[j].second <= max_pocet)
// pridame vsetky fixky z obchodu
{
spolu += moznosti[j].second;
cena += moznosti[j].first * moznosti[j].second;
}
else
// pridame cast fixiek z obchodu a skoncime
{
cena += moznosti[j].first * (max_pocet-spolu);
spolu = max_pocet;
break;

}
if (spolu == max_pocet && cena <= max_cena) return true;

return false;

}

int main ()
{

ios_base::sync_with_stdio (false);
int n, m, max_pocet, max_cena;
cin >> n >> m >> max_pocet >> max_cena;

vector<vector<int> > G(n+l, vector<int>());
vector<int> pocty(n, 0), ceny(n, 0);

for (int i=0;i<n;++1i) cin >> poctyl[il;
for (int i=0;i<n;++i) cin >> cenyl[il;

for (int i=0;i<m;++1)
{

int a, b;

cin >> a >> b;

G[a] .push_back (b);
G[b] .push_back(a);
}

vector<int> vzd(n+l, -1);
bfs(n, G, vzd);

for (int i=0;i<=n+1;++1)
// ”1i” nam hovori aku vzdialenost teraz testujeme
{

vector<pair<int, int> > moznosti;

winm

// do vectoru moznosti nahadzeme vsetko, co je do vzdialenosti ”i

for (int j=0; j<n;++3j) if(vzd[j] <= 1)
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{
moznosti.push_back( {ceny[]j], pocty[jl} );
}

// spytame sa, ci existuje riesenie, ak ano, vypiseme ho a skoncime
if( ide (moznosti, max_cena, max_pocet) )
{

cout << 1 << endl;

return 0;

}

ak sme riesenie nenasli, neexistuje
// ak 1 tuj
cout << ”-1" << endl;

return 0;
Ako nasSe rieSenie teraz ¢asovo zlepsit?

Zlepsenie riesenia hrubou silou

K jednoduchému zlepseniu vedie nasledovné pozorovanie: Ak vieme p fixiek nakupit za cenu c a to vSetko
za Cas = (teda pomocou obchodov do vzdialenosti x), vieme to urite aj za ¢as x + 1, x 4+ 2, x + 3 atd. Pokial
je = najmensi Cas, za ktory to vieme, tak zaroven plati, ze to nevieme za ¢as x — 1, z — 2, x — 3... 0. To ale
znamend, ze vieme odpoved jednoducho bindrne vyhladat. Povedali sme si, Ze najskor ide p-fixiek naktpit za
¢as 1, najneskor za ¢as n. Ak si vezmeme nejaky ¢as x, mozu sa stat dve veci:

1. za Cas x ide nakupit p fixiek za cenu najviac c a teda musime najmensiu odpoved
hTadat vo vzdialenosti menSej alebo rovnej ako x.

2. za Cas x nejde nakipit p fixiek za cenu najviac c a teda musime najmenSiu odpoved
hTadat vo vzdialenosti v&cSej ako x.

Tento maly trik si zapamétajte. V tlohéach, kde treba hladat najmensi ¢as za ktory sa nieco da spravit, sa
tentro trik pouZiva pomerne ¢asto. Akt ma tento postup ¢asovi zlozitost? Podet otézok, na ktoré vieme stale
odpovedat v ¢ase O(n - log(n)), sa zmensil z n na log(n). Vyslednd casové zlozitost je teda O(log(n) - n -log(n))
alebo inak O(n -log(n)? 4+ m). Toto uz staci na prejdenie vietkymi vstupmi.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <queue>
#include <algorithm>

using namespace std;

void bfs(const int zac, const vector<vector<int> >& G, vector<int>& vzd)

{

queue<int> Q;

vzd[zac] = 0;
Q.push (zac);

while (!Q.empty())
{

int v = Q.front();

Q.pop () ;
for (const int kandidat : G[v]) if(vzd[kandidat] == -1)
{

vzdl[kandidat] = vzd[v] + 1;

Q.push (kandidat) ;
}

return;

}

bool ide(vector< pair<int, int> >& moznosti, const int max_cena, const int max_pocet)

{

sort (moznosti.begin(), moznosti.end());

int spolu = 0, cena = 0;
for (int j=0; j<moznosti.size();++7)
{

if (cena > max_cena) break;

if (spolu + moznosti[j].second <= max_pocet)
{
spolu += moznosti[j].second;
cena += moznosti[j].first * moznosti[j].second;
}
else
{

cena += moznosti[j].first * (max_pocet-spolu);
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spolu = max_pocet;
break;

}
if (spolu == max_pocet && cena <= max_cena) return true;

return false;

int main ()
ios_base::sync_with_stdio (false);

int n, m, max_pocet, max_cena;
cin >> n >> m >> max_pocet >> max_cena;

vector<vector<int> > G(n+l, vector<int>());
vector<int> pocty(n, 0), ceny(n, 0);

for (int i=0;i<n;++i) cin >> pocty[i];
for (int i=0;i<n;++1i) cin >> ceny[i];

int a, b;

for (int i=0;i<m; ++1)

{
cin >> a >> Db;

// Tu doslo k zmene

VA A N N A N A A A N N N A A N A A A N A A NI 4
G[a] .push_back (b);
G[b] .push_back (a);

}

vector<int> vzd(n+l, -1);
bfs(n, G, vzd);

int zac = 1, stred, kon = n+l;
while (kon - zac > 2)
{ stred = (zac+kon)/2;
vector<pair<int, int> > moznosti = nahadz ()

for (int j=0; j<n;++j) if(vzd[]] <= stred)
{

moznosti.push_back( {ceny[]j], pocty[jl} );
}
if( ide (moznosti, max_cena, max_pocet) ) kon = stred+l;
else zac = stred;

}

for (int i=zac;i<kon;++1)
{

vector<pair<int, int> > moznosti;

for (int j=0; j<n;++7) if(vzd[]j] <= 1)
{
moznosti.push_back( {ceny[]j], pocty[]jl} );

if( ide (moznosti, max_cena, max_pocet) )

cout << 1 << endl;
return 0;

}

cout << ”-1" << endl;

VA A A A A A A A A A N A A A A A A N A A A A A A A A A 4

return O;

\/zorové rieSenie

Vzorové rieSenie bude akosi trochu kopirovat nase prvé rieSenie hrubou silou. Zas sa bude nas algoritmus
pozerat na problém po trovniach. Chceme totiz vyuzit vlastnost, Ze akondhle fixky, ktoré mame k dispozi-
cii splhaji podmienky poc¢tu a ceny, vieme, Ze naSe rieSenie je najlepsie mozné. RieSenie hrubou silou malo
nevyhodu, Ze po kazdej irovni zahodilo vSetky informécie, ktoré o grafe ziskalo. Ako budeme teda postupovat?

Budeme prechadzat obchody postupne po trovniach (podla vzdialenosti od chaty) a udrziavat si v akomsi
virtudlnom nakupnom kosiku dostato¢ny pocet, doteraz najlacnejsich fixiek. Do kosiku najskor nalozime vSetky
fixky z obchodov v nejakej irovni. Ak je pocet fixiek stdle moc nizky, pokrac¢ujeme dalSou uroviiou. Ak je pocet
fixiek v kosiku moc velky, zacneme fixky vyhadzovat pokym ich nie je v kosiku tolko, kolko chceme. Vyhadzovat
ich samozrejme budeme od najdrahsich. Po dovyhodzovani fixiek je ich urcite v kosiku tolko, kolko potrebujeme.
Ak je ale cena privysokd, pokracujeme dalSou troviiou. Akondhle nidjdeme rieSenie, je jasné, Ze ziadne lepsie
neexistuje, kedze by sme ho boli objavili skor.
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(cena_za_fixku_v_obchode, obchod) a vedeli z neho rychlo vyberat a pozerat sa na akutalne najdrahsi obchod, z
ktorého mame nejaké fixky. Pokazdé ked fixky vyhadzujeme, sta¢i sa ndm pozriet na vrchny najdrahsi obchod,

Ako bude vyzerat implementacia? Od kosika chceme, aby sme dotiho vedeli rychlo vkladat dvojice

z ktorého fixky v kosiku mame. Asi tusite, Ze na toto je vhodna datova Struktira maximova haldaS.

Ak& bude ¢asova zlozitost tohto riesenia? Obchody musime uréite zoradit, kazdy obchod pridame do kosika
iba raz a z kostka vyhadzujeme iba na jednotlivych trovniach. Casové zlozitost je teda O(n * log(n) + m).

Pamiifova zlozitost ostava O(n + m).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <queue>
#include <algorithm>

using namespace std;

void bfs(int zac, const vector<vector<int> >& G, vector<int>& vzd)

{

queue<int> Q;

vzd[zac] = 0;
Q.push(zac);

while (!Q.empty ()
{

int v = Q.front ();

Q.pop () ;
for (const int kandidat: G([v]) if(vzd[kandidat] == -1
{

vzd[kandidat] = vzd[v] + 1;

Q.push (kandidat) ;
}

return;

int main ()

ios_base::sync_with_stdio (false);

int n, m, max_pocet, max_cena;
cin >> n >> m >> max_pocet >> max_cena;

vector<vector<int> > G(n+l, vector<int>());
vector<int> pocty(n, 0), ceny(n, 0);

for (int i=0;i<n;++1i) cin >> poctyl[i];
for (int i=0;i<n;++i) cin >> ceny([i];

for (int i=0;i<m; ++1)
{

int a, b;

cin >> a >> b;

G[a] .push_back (b);
G[b] .push_back (a);
}

vector<int> vzd(n+l, -1);
bfs(n, G, vzd);

// v poli dvojic ”por” su obchody zoradene podla vzdialenosti
vector<pair<int, int> > por(n);

for (int i=0;i<n;++1i) por[i] = {vzd[i], 1i};

// klasicke zoradovanie dvojic podla prveho cisla, teda vzdialenosti
sort (por.begin(), por.end());

// maximalna vzdialenost, do ktorej hladame obchody, 1 index prveho obchodu,
// ktory zatial nepouzivame

int i = 0, max_vzd = 1;

// cena veci v kosiku a pocet veci v kosiku

long long cena = 0, pocet = 0;

// PQ symbolizuje nas nakupny kosik

priority_queue< pair<int, int> > PQ;

// v poli nakupene si pamatame pre kazdy obchod, kolko fixiek mame z neho v kosiku
vector<int> nakupene(n, 0);

// 1 je index prveho obchodu, ktory zatial neuvazujeme

while (i<n)

{
// najskor pridavame obchody pokym su do vzdialenosti max_vzd
while (i<n && por[i].first <= max_vzd)
{

int obchod = por[i].second;

Shttps://www.ksp.sk/kucharka/halda/
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nakupene [obchod] += pocty[obchod];
pocet += pocty[obchod];
cena += poctyl[obchod] % ceny[obchod];

PQ.push( {ceny[obchod], obchod} );

++1i;

}
++max_vzd;

// ak pocet nie je dostatocny, skaceme na dalsiu uroven
if (pocet < max_pocet) continue;

// vyhadzujeme pokym nie je pocet fixiek v kosiku presne max_pocet
while (1)
{

int obchod = PQ.top() .second;

// prva moznost je ze chceme kompletne z kosika odstranit fixky z najdrahsieho
// obchodu ”obchod” lebo ich aj tak budeme mat dost

if ( pocet - nakupene[obchod] >= max_pocet)
{
PQ.pop () ;
pocet —= nakupene[obchod];
cena —= nakupene[obchod] * ceny[obchod];
nakupene [obchod] = 0;
}
else

{

// druha moznost je, ze nechceme odstranit vsetky z najdrahsieho obchodu
// lebo by sme nemali dost fixiek
long long cast = pocet - max_pocet;

pocet -= cast;

cena —-= cast * ceny[obchod];
nakupene [obchod] —-= cast;
break;

}

// ked sme skoncili a fixiek je urcite v kosiku max_pocet,
// skontrolujeme ci sedi cena

if (cena <= max_cena)

{

cout << max_vzd-1 << endl;

return 0;
) }
cout << ”-1" << endl;
| wetum 0;
Zaba (zaba@ksp.sk)
6. Egyptské pyramidy (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Zopakujme si zadanie tlohy. Mame spoditat pocet pyramid, ktoré maju h poschodi, vrchné je velkosti 1 x 1,
spodné = x z a poschodia medzi st “takmer §tvorce”, teda ich Sirka a dlzka sa nelisi o viac ako 3. Navyse sa
poschodia postupne od spodu zuzuja, presnejsie, Sirka aj vyska kazdého poschodia je aspon o 2 mensia ako
poschodia priamo pod nim.

Vzdy, ked riesime problém s pocitanim moznosti mali by sme sa zamysliet, ¢i nevieme vyuzit dynamické
programovanie. Pri tejto technike si najskor sformulujeme problém a nasledne sktiSame vypocitat jeho rieSenie
na zaklade jemu podobnych podproblémov.

Nie vzdy je vhodné si ako problém zobrat tlohu zadania, skor by malo platit, Ze pomocou zvoleného problému
vieme Tahko na zadanie odpovedat. V tomto pripade je to vSak pomerne Tahké a priamo zo zadania vyplyva
nasledovnd otazka: Kolkymi spdésobmi vieme postavit korektni pyramidu visky n, ktorej spodné poschodie md
velkost w x h?

KedZe pyramidy nemusia mat vzdy stvorcové podstavy, problém sme si trochu zovSeobecnili na podstavy
w X h. Stale vSak vieme lahko odpovedat na povodni otdzku, staci, ked nastavime w = x a h = x.

Dalsim krokom je zistit, ¢i vieme na ttto otdzku odpovedat pomocou vysledkov pre jednotlivé podproblémy.
Co to vlastne ten podproblém je? Je to povodné otézka, do ktorej dosadime iné, mensie parametre. Teda
napriklad, kolko je pyramid vysky n — 1 s velkosfou zékladne 4 x 3. Aby sme nemuseli nasu otdzku vzdy
rozpisovat, ozna¢me si pocet pyramid vysky n so zdkladiiou w x h ako P(n,w,h).

N4&$ povodny problém je najst hodnotu P(n,x,x). Ako takéto pyramidy vyzeraju? Ich spodné poschodie je
velké x X x a potom st tam poukladané zvysné poschodia. Tieto zvy$né poschodia vSak tvoria korektni pyramidu
vysky n — 1. Jediné ¢o nevieme je, akti podstavu tieto mensie pyramidy majia. Uvedomme si vSak, ze napriklad,
kazdu pyramidu vysky n — 1, ktorej podstava je (z — 2) X (z — 2) vieme postavit na poschodie x x x a dostat
tak pyramidu, ktort hlTaddme. Tym paddom, hodnota P(n,x,x) obsahuje vSetky moznosti P(n — 1,z — 2,2 — 2).
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A to je uz skladanie podproblémov. Vidime, ze ak vypocitame P(n — 1,z — 2,2 — 2), tdto hodnota ndm
pomdze pri vypocte hladaného P(n,x,z). No ale P(n— 1,2 — 2,2 — 2) je ten isty problém, len trochu mensi, na
jeho rieSenie preto méZzeme pouzit ten isty postup. A to je zédkladnou myslienkou dynamického programovania.

Ak chceme vypoéitat P(n, z, x), musime zistit, aké vSetky pyramidy velkosti n—1 vieme polozit na poschodie
x X x. Ich vysku pozndme, staci teda skusit vSetky moznosti pre podstavu. Z toho plynie nasledovny jednoduchy
program. Odportucam si ho precitat, ak ste sa s dynamickym programovanim eSte nestretli. Pekne ukazuje, aké
jednoduch4 je to technika, ked si polozite spravnu otdzku.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <algorithm>
using namespace std;

int MOD = 1000000;
int Mem[300][700][700];

// pocdet pyramid vySky n, ktorych podstava je velkd w krat h
int P(int n, int w, int h) {
// skontroluj najjednoduch$ie pripady a uzZ zapamdtané riesenia
if(n == 1 & w == 1 && h == 1) return 1;
if(n == 1) return 0;
if(w <= 0 || h <= 0) return 0;
if (Mem[n] [w] [h] != -1) return Mem[n] [w] [h];
// vyskusaj vSetky mozZné podstavy
int res = 0;
for(int i = 0; i < w-1; i++)
for(int § = 0; j < h-1; J++) {
if (abs(i-j) > 3) continue; // skontroluj, &i je to takmer Stvorec
res += P(n-1, i, 3J);

return Mem([n] [w] [h] = (res % MOD);
}
int main() {
int n,x;
scanf (”"%d.%d”, &n, &x) ;
// nastavim pole Mem na -1 - nié eSte nemdme spoclitané

for (int i=0; 1<300; i++)
for (int j=0; 3j<700; Jj++)
for (int k=0; k<700; k++)
Mem([i] [J][k] = -1;

printf (”%d\n”,P(n,x,x));

Vo vyssie uvedenom programe si v§imnite dve dolezité veci. Jednak, naSa rekurzia musi mat ukondenie. To
je vicsinou uréené podproblémom, ktory vieme vyriesit ruéne. V naSom pripade pyramida vysky 1 s podstavou
1 x 1, ktord je naozaj len jedna. Takisto si vSak treba dat pozor na pripady, ktoré uz k rieSeniu nevedd. Druhym
pozorovanim je, ze aby sme dookola nepocitali tie isté veci, pamétame si uz vypocitané vysledky v poli Mem[].
Tato technika sa vold memoizacia a vyrazne zrychluje vii¢Sinu rekurzivnych funkcii. Naozaj jediné ¢o s Mem[]
robime je, Ze si do tohto pola vkladdme vypocitané hodnoty a ak sa pytame na nieco, ¢o uz mame zapaméitand,
vratime namiesto toho tito hodnotu.

AK4 je Casova zlozitost nasho programu. Pri takomto type rekurzii sa to v skuto¢nosti odhaduje pomerne
lahko. Sta¢i zistit kolko réznych podproblémov moZeme riesit a ako dlho ndm trva riesenie jedného z nich.
Moznych podproblémov je n - x - x — vSetky moZnosti pre vysku, Sirku a dizku pyramidy. Vypocet jednej
moznosti je pritom x - z, pretoze musime vysktsaf vSetky moznosti pre sirku a dizku podstavy o poschodie
vyssie. Celkova zlozitost je preto O(nz?).

Zapojenie “takmer stvorcov”

Nase rieSenie je prili§ pomalé, je vSak zrejmé, Ze to tak vobec nemusi byt a vela veci sme si zbytocne
zjednodusili. Napriklad sme nijak nevyuzili fakt, Ze jednotlivé poschodia musia byf takmer Stvorce. SkuiSame
preto tUplne zbytoéné moznosti ako P(10,9, 3). Sice vieme spoéitat pocet takychto pyramid, ale na ¢o ndm su,
ak podstavu 9 x 3 nikdy nevieme pouzit? Toto plati o rekurzidch a dynamikach aj vSeobecne. Ked sa ich snazime
zrychlit, vzdy si treba kl4st otdzku, ¢i nieco nepoditame dvakrat, popripade zbytocne.

Zapojenie takmer Stvorcov ovplyvnuje dve miesta v kdde — pocitanie moznych podstav pre nizsie pyramidy a
samotny pocet a tvar podproblémov. Za¢nime tym prvym. V predchidzajicom rieseni sme pre pyramidu vysky
n — 1 skasali vSetky mozné irky a dlzky pre podstavu. My vSak vieme, Ze ich rozdiel méze byt najviac 3. Ako v
rieSeni vyskugat vSetky takéto velkosti? Uvedomme si, Ze stéle chceme skusat kazdi mozna Sirku, k danej Sirke
vSak uz nesktsame vietky dlzky, ale iba tych 7 zaujimavych — o 3 mensiu az o 3 vidsiu ako sirka. Toto zrychli
pocitanie moznosti na O(z), kedZe 7 je iba mald konStanta.

Druht Upravu musime spravit priamo vo forméate podproblému, nechceme poditat a vobec dovolovat pod-
problémy, ktoré nés nezaujimaji. Jeden z dovodov je napriklad aj ten, Ze sa ndm tym zmensi velkost nasho

strana 15 z 25 http://ksp.sk/



pola Mem[], ¢o je dolezité, pretoZe vytvorit pole nejakej velkosti trva rovnako vela casu. Ak by sme teda tieto
podproblémy nepocitali, ale mali by sme pre ne vytvorené miesto v pamiiti, vobec by sme si nepomohli. N4as
problém si preto preformulujeme na Kolkymi sposobmi vieme postavit korektnid pyramidu vysky n, ktorej spodné
poschodie md $irku w a dlZku o dr ini? Pricom samozrejme dz moéze mat iba hodnoty —3 az 3.

Ako sa zmenila ¢asova zlozitost naseho rieSenia? Pocdet podproblémov je uz iba n - 7Tx — uréime si vysku,
sirku a dizka uz moze mat iba jednu zo 7 moznosti na zaklade §irky. A jeden podproblém vypocitame v ¢ase 7z
— skiisime kazd sirku a iba 7 okolitych dlzok. Vysledné rieSenie ma teda zlozitost O(n - z2).

K implementdcii tohto rieSenia este dodajme, Ze je fazké si pole indexovat zadpornymi ¢islami, preto dx
nebude nadobtudat hodnoty —3 az 3 ale 0 az 6. Poc¢et hodnét je rovnaky, si kladné, je vSak na nés, aby sme sa
v nich nedoplietli a spravne ich pouzivali.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <algorithm>
using namespace std;

int MOD = 1000000;
int Mem([2000] [5000] [7];

// pocet pyramid vys$ky n, ktorych podstava je velkda w krat w+dx-3
int P(int n, int w, int dx) {

int h = w + dx - 3;

// skontroluj najjednoduchSie pripady a uZ zapamdtané riesSenia

if(n == 1 && w == 1 && dx == 3) return 1;
if(n == 1) return O;
if(w <= 0 || h <= 0) return 0;
if (Mem[n] [w] [dx] != -1) return Mem[n] [w] [dx];
// vyskusaj vsetky podstavy tvaru takmer Stvorca
int res = 0;
for(int i = 0; i < w-1; i++)

for(int j = -3; j < 4; j++) {

if(h i + j) < 2) continue;

-
res += P(n-1, i, j + 3);
}

return Mem[n] [w] [dx] = (res % MOD);
}
int main() {
int n,x;
scanf (”"%d.%d”, &n, &x) ;
// nastavim pole Mem na -1 - nié este nemame spoclitané

for (int i=0; 1<2000; i++)
for (int j=0; 3j<5000; Jj++)
for (int k=0; k<7; k++)
Mem[i] [3] [k] = -1;

printf (”%d\n”, P(n,x,3));

Rychlejsie pocitanie jedného podproblému

Predchédzajice rieSenie vSak stale nie je dostatoéne rychle. Nie je vSak vela veci, ktoré by sme vedeli
zmenit. Poéet podproblémov uz velmi nezmenime, predsa len, musime si pamétat vysku a velkost zakladne. To
znamend, 7e treba zrjchlit vipodet jedného podproblému. Pri aktuélnom rieSeni postupne skisame vsetky o
jedno nizsie pyramidy, ktoré sa zmestia na zadant podstavu. Bohuzial, my pozndme odpoved iba pre konkrétnu
velkost podstavy a preto musime robit vietky tie sktisania. Co by sa ale stalo, keby sme namiesto toho vedeli
odpovedat na nasledovny problém: Kolkymi sposobmi vieme postavit korekini pyramidu vysky n, ktorej spodné
poschodie je nanajvys w siroké a w+dx dlhé? Oznaéme si tito hodnotu T'(n, w, dz). Potom predsa plati, ze
P(n,w,dx) =T(n—1,w — 2,dz), pretoze sa viem rovno dozvediet pocet pyramid, ktoré viem dat na podstavu
w X (w + dx).

No dobre, ale pomohli sme si vobec? Lebo sme si iba vytvorili novy dynamicky problém, ktory vSak stale
potrebujeme vediet vypocitat. Ako vSak uvidime, vyrie$it tento problém je o nie¢o jednoduchsie. Takze esSte raz,
hladame pocet pyramid vysky n, ktorych podstava je nanajvys w x (w + dx). Medzi ne uréite patria pyramidy,
ktorych podstava je presne takto velkd. A tych vieme, ze je T(n — 1,w — 2,dx). Nésledne uz len potrebujeme
pripoéitat pyramidy, ktorjch podstava je mensia. Mensia moze byt v sirke alebo dlzke. Co keby ich sirka bola
najviac w — 1?7 Potom pocet takychto pyramid je T'(n,w — 1,dx + 1) — st vysoké n poschodi, ich Sirka je w — 1
a ich dlzka je rovnaka ako pred tym, ¢o sposobi, ze dx sa zvicsi o 1 (lebo w sa o 1 zmensilo). A ked chceme
pyramidy, ktoré majt kratsiu dizku, dostaneme hodnotu T'(n,w,dz — 1). No a hodnoty T'() zahifiaju vietky
nanajvys takto velké pyramidy, nemusime preto sktSat vSetky mozné velkosti podstavy.

Toto av8ak nie je vSetko, musime si uvedomit chybu v nasom rieseni. Hodnoty T'(n, w—1,dz+1) a T(n, w, dz—
1) obsahuju totiz niekolko rovnakych pyramid. Presnejsie, kazd4 pyramida vysky n, ktorej podstava je nanajvys
(w—=1) x (w+ dx — 1) spadd pod obe tieto ¢isla, pretoze takto velké podstavy st rovnako nanajvys velké ako
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podstavy (w —1) x (w+ dz) a aj podstavy w x (w4 dx — 1). No dobre, ale tieto pyramidy st préve pyramidy
T(n,w—1,dz) a ak sme ich zapod¢itali dvakrat, tak ich potrebujeme raz odpocitat. To nas dostéva k vyslednému
vzorcu:

T(n,w,de) =T(n—1,w—2,dz)+T(n,w—1,de+ 1)+ T(n,w,dx —1) — T(n,w — 1,dx)

Mal4 pozndmka na zéver. Tento vzorec je dobry, ale ob¢as nemusi byt tplne pravidvy. Totiz podstavy (w —
1) X (w+dz) nemusia uz byt platné, lebo ich rozdiel je privelky. V takom pripade tito hodnotu nepripo¢itavame,
¢im nadm nevzniknt duplikity a teda nechceme ani odéitavat T'(n,w — 1,dz). To st vSak skor implementacéné
detaily, na ktoré si treba dat pozor, ked sa vSak budete zamyslat nad tym, ¢o piSete a ¢o tie veci znamenaju,
lahko sa im vyhnete.

Vo vysledku hodnoty P() ani nepotrebujeme pocitat, celd tlohu vieme vyriesit pomocou hodnot 7'(). A
aké je zlozitost? Pocet podproblémov T'() je stale n - 7Tx. Akurét ich pocitanie sa zrychlilo, pretoZe ndm stacéi
vypoditat vysSie uvedeny vzorec, ¢o trva konstantne vela casu. Celkova Casova zlozitost je O(nzx). Pamitova
zlozitost je totoznd poctu podproblémov, teda tiez O(nz). Tato by sme vedeli sice zmensit, ak by sme pouzili
dynamické programovanie namiesto rekurzie s memoizaciou, takéto rieSenie vSak nebolo vyzadované.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <algorithm>
using namespace std;

int MOD = 1000000;
int Mem([2000] [5000] [7];

// pocet pyramid vysky n, ktorych podstava je nanjvys velkd w krat w+dx-3
int T(int n, int w, int dx) {

int h = w + dx - 3;

// skontroluj najjednoduchSie pripady a uZ zapamdtané riesSenia

if(n == 1 && w >= 1 && h >= 1) return 1;
if(w <= 0 || h <= 0) return 0;
if (Mem[n] [w] [dx] != -1) return Mem[n] [w] [dx];

// spolitaj mozné pyramidy

int res = T(n-1, w-2, dx);

bool t = true;

if (abs(w-1-h) <= 3) res += T(n, w-1, h—-(w-1)+3);
else t = false;

if (abs(w-h+l) <= 3) res += T(n, w, (h-1)-w+3);
else t = false;

// ak som zardtal duplikaty

if(t) res -= T(n, w-1, dx);
return Mem|[n] [w] [dx] = ((res%MOD + MOD) % MOD) ;
}
int main() {
int n,x;
scanf (”"%d.%d”, &n, &x) ;
// nastavim pole Mem na -1 — nié este nemame spoclitané

for (int i=0; 1<2000; i++)
for (int j=0; j<5000; Jj++)
for (int k=0; k<7; k++)
Mem([i] []J] [k] = -1;

printf (”%d\n”,T(n-1, x-2, 3));

Samo (samo@ksp. sk)
7. Telefonat (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Na zaciatok si uvedomme, Ze ciferny sic¢in ndm dava akysi rozklad ¢isla n na stcin, ktorého kazdy ¢len tvori
samostatna cifra. To ale znamend, %e v prvociselnom rozklade ¢éisla n (¢o je jemnejsi rozklad) sa mozu nachadzat
iba prvoéisla mensie ako 10. V opa¢nom pripade ¢islo s danym cifernym st¢inom neexistuje a odpoved je 0.

Neprvociselné cifry a ciferny sacet

Medzi ciframi naseho ¢isla sa moézu nachadzat aj neprvoéiselné hodnoty, preto nam rozklad n na prvocisla
nedé jednozna¢nu sadu cifier, ktortt musime pouzit. Toto sa tyka cifier 4, 6, 8 a 9, v nafom rieSeni sa preto
budeme musiet rozhodnut, kolko prvodisel 2 a 3 pouzijeme na ich vytvadranie. Presnejsie, budeme sa musiet
rozhodnut, kolko cifier 4, 6, 8 a 9 chceme mat vo vyslednom ¢isle.

Zabudnif nemo6zeme ani na druhti podmienku zadania — ciferny stcet, ktory sa tiez musi rovnat n. Ciferny
stcéet je vSak vicsinou ovela mensi ako st¢in, ¢islo preto vieme doplnif potrebnym poctom cifier 1, ktoré ciferny
sic¢in nemenia.
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Ako vybrat sadu pouzitych cifier?

Kolko moZnosti mame na vyber po¢tu jednotlivych cifier? Vieme napriklad, Ze nemdzeme pouzit Ziadnu cifru
0, pretoze cely ciferny sucin by bol tiez 0. A kedZe pozndme prvociselny rozklad n, vieme, Ze naSe ¢islo musi
obsahovat rovnaky pocet 5 a 7 ako je v tomto rozklade. Otazne st iba cifry 4, 6, 8 a 9, keby sme vedeli, kolko
ich bude vo vysledku, pocet 2 a 3 si vieme dopocitat z celkového poctu tychto éisel v rozklade.

Skuisime teda vSetky moznosti, lebo vieme, Ze maximélny pocet jednej cifry moéze byt najviac logn, kedze
ich sGéin nesmie presiahnuf hodnotu n. Uréenim tychto cifier st uz vSetky ostatné jednoznacéne dané, pocet
1 dopoc¢itame tak, aby sedel ciferny stcet (ak by ndm tento podet vysiel zdporny, tak pocty ostatnych cifier
nevyhovuju ziadnemu ¢islu).

Kolko moznych ¢&isiel mame pre dani sadu cifier?

Ked uz vieme kolko jednotlivych cifier chceme pouzit v nasom ¢isle, potrebujeme zvolit ich poradie. To totiz
nemeni ciferny stdet ani st¢in, chceme preto zaratat vsetky moZné preusporiadania. Toto je uZ vsak pomerne
lahk4 kombinatorickd tiloha, ak si pocet cifry ¢ oznacime ako P; a pocet vSetkych cifier dokopy ako z, pocet

preusporiadanti je:
T Tr — Pﬁ T —-fﬁ — . —-[% o x!
Py P ) Py - PiIRLLPy!

Na dany vzorec sa moZete pozeraf cez kombina¢né ¢éisla (fava strana), ked si postupne volime na ktoré pozicie
ddme ktoré cifry a pocet volny pozicii sa zmensuje, alebo ako na permutdcie s opakovanim (prava strana), kde
najskor zapocitame vSetky mozné preusporiadania a potom odstraiiujeme (delime) tie, kde sme iba zmenili
poradie rovnakych cifier.

Celkovy pocet cifier bude kvoli cifernému sti¢tu uréite najviac n a preto si vieme predpocitat vsetky faktoridly
aZ po hodnotu z dopredu a to dokonca modulo 10°+4-7. Tu v8ak nastava problém, pretoze v okamihu, ked za¢neme
¢isla modulovat, normélne delenie prestane spravne fungovat. Nagtastie, na vyrieSenie tohto problému pozname
pomerne klasickt techniku inverznych prvkov. Pre kazdy faktoridl si vypocitame aj jeho inverzny prvok a
ked tymto faktoridlom potrebujeme delit, namiesto toho delené &islo vyndsobime inverznym prvkom delenca.
KedZe hodnota p = 10% + 7, ktorti pouzivame na modulovanie je prvoéislo plati, Ze inverzny prvok ¢isla a je
rovny aP~2.

V pripade, Ze sa chcete o inverznych prvkoch dozvedief nieco viac, preco ich potrebujeme a pocitame prave
danym sposobom, navstivte nasu kucharku a preéitajte si ¢lanok o Poéitani modulo prvoéislo’.

Casova a pamatova zloZitost

Najprv si potrebujeme predpocitat vSetky faktoridly a ich inverzy, ¢o nam zaberie O(nlogp) ¢asu (p =
10° +7), ked%e na vypoéitanie inverzu ¢isla ho musime umocnit na p — 2, o vieme spravit v logaritmickom ¢ase.
Nésledne musime vygenerovat vetky mozné pocty cifier 4, 6, 8 a 9, kazdej z nich moze byt najviac O(logn),
¢o dava dokopy zlozitost O(log4 n). Poéty tychto cifier jednoznacne uréuju pocty zvysnych cifier, ostava teda
vypocet vSetkych preusporiadani vybranej sady cifier. To vieme spravit v konStantnom case, kedze faktorialy a
ich inverzy uz mame predpocitané. Celkova ¢asové zlozitost naseho rieSenia je O(nlogp).

V pamiti musime mat predratané vietky faktorialy, teda pamétova zlozitost bude O(n)

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

#define For (i,n) for(int i=0; i<(n); i++)
typedef long long 11;

int n;
11 res=0, MOD = 1000000007;

vector<int> P;
vector<ll> F, I;

11 umocni (11 a, 11 b) {

11 resl=l;

while (b>0) {
if (b%2 == 1) resl=(reslxa)%MOD;
a=(axa)$MOD;
b/=2;

}

return resl;

"https://www.ksp.sk/kucharka/modularna_aritmetika/
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}

void init () {
F.push_back (1) ;
for (int i=1; i<300047; i++) F.push_back ((F[i-1]«1i)%MOD);
For (i, F.size()) I.push_back (umocni (F[i],MOD-2));

}

void rek (int maxi) {

if (maxi <= 4 && P[2] >= 2) {
P[2]-=2; P[4]++;
rek (4);
P[2]+=2; P[4]-—;

}

if (maxi <= 6 && P[2] >= 1 && P[3] >= 1) {
P[2]-=; P[3]-—; P[6]++;
rek (6);
P[2]++; P[3]++; P[6]——;

}

if (maxi <= 8 && P[2] >= 3) {

P[2]-=3; P[8]++;
rek (8);
P[2]+=3; P[8]-—;
}
if (maxi <= 9 && P[3] >= 2) {
P[3]-=2; P[9]++;
rek (9);
P[3]+=2; P[9]-—;
}
P[l]l=n;

for (int i=2; i<=9; i++) P[1]-=ixP[i];
if(P[1] < 0) return;

int suc=0;

For(i,10) suc+=P[i];

11 pocet = F[suc];

For(i,10) {

pocet = (pocet » I[P[i]]) % MOD;
}
res = (rest+pocet) $MOD;
}
int main() {
init () ;

scanf (”.%d"”, &n) ;
P.clear();
P.resize (10,0);

int p=n;
for (int i=2; 1i<=9; i++) {
while (p%i == 0) {
P[i]++;
p/=1;

}

}

if(p != 1) {
printf(”O\n”);
return 0;

}

res=0;

rek (0) ;

printf (”%11d\n”, res);

buj (bui®ksp.sk)
8. Obchod meni cenu kryptomeny! (max. 12 b za popis, 8 b za program)

V odhadoch ¢asovej zloZitosti budeme oznacovat ako P horny odhad mnoZstva periazi, ktoré ma Jemko pri
sebe. (V testovacich pripadoch P = 50.)

Hruba sila

Tak ako v povodnej tlohe, aj v tejto vieme pouzit Standardny algoritmus na rieSenie problému batoha (tzv.
knapsack algoritmus). O kryptomendch si neudrzujeme Ziadnu dal$iu informéciu, iba ich ceny a hodnoty. Zmenu
ceny potom vieme vykonat v konstantnom case.

Listing programu (C++)

// knapsack.cpp

#include <vector>
using namespace std;

#define NEVIEM -1

int knapsack (vector<pair<int, int> >& K, int n, int p, vector<vector<int> >& memo) {
// K := ceny a hodnoty kryptomien

// n := prvych kolko kryptomien uvazujeme?
// p := mnozstvo penazi v penazenke
// memo := struktura, v ktorej si ukladame uz vypocitane hodnoty (memoizacia)
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// zakladny pripad o-ifujeme
if (n == 0) {
return 0;
}
// ak este nepozname odpoved, tak pocitame
if (memo[n] [p] == NEVIEM) ({
int naj = knapsack (K, n-1, p, memo); // ak nekupim i-tu kryptomenu
int pl = p - K[n-1].first;
if (pl >= 0) {
int kupim = K[n-1].second + knapsack (X, n-1, pl, memo); // ak ju kupim
if (kupim > naj) {
naj = kupim;
}
}
memo [n] [p] = naj;
}
return memo[n] [p];

}

int knapsack (vector<pair<int, int> >& K, int p) {
// pomocna metoda, vytvori nam memo aby sme to nemuseli vytvarat explicitne
int n = K.size();
vector<vector<int> > memo (n+l, vector<int> (p+l, NEVIEM));
return knapsack (K, n, p, memo);

Zvysok riesenia vyzera nasledovne:

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include "knapsack.cpp”
using namespace std;

int main() {
int n, g;
cin >> n >> qg;

// nacitame pociatocne data o kryptomenach

vector<pair<int, int> > K(n); // kryptomeny: first := cena, second := hodnota
for (int 1 = 0; i < n; i++) {

int c, h;

cin >> ¢ >> h;

K[i] = make_pair(c, h);

}

// spracujeme kazdy z g nasledujucich dni
for (int gi = 0; gi < g; gi++) {

// zmena ceny kryptomeny
int k, b;

cin >> k >> b;

k——;

K[(k].first = b;

// Jemkova navsteva

int 1, r, p;

cin >> 1 >> r >> p;

1-=;

vector<pair<int, int> > podzoznam(K.begin() + 1, K.begin() + r);
int vysl = knapsack (podzoznam, p);

cout << vysl << "\n”;

}

return O;

}

Na druhej strane, ndjdenie optimalneho nakupu bude pomalé: robime knapsack na n kryptomenach, a mame
vo vrecku najviac P peniazi. Toto potrva O(n - P), a kedZze méme ¢ otézok, celkova Gasova zlozitost bude az

O(n-P-q).

Za toto riefenie sa dalo ziskat 2 body. Ved hrubd silu ste si mohli naprogramovat uz v povodnej alohe®. ..

Rozsirenie povodnej ulohy? Nie. ..

Kto ale skusal riesenie v duchu “upravim vzorak povodnej tlohy”, zistil, Ze to nie je také Tahké®. Problém
robia zmeny hodndt kryptomien, ktoré nevieme vykonat efektivne. V §truktirach, ktoré vyuzivame na rieSenie

povodnej tlohy, by sa toho menilo prili§ vefa.

Nie vSetko je ale stratené—netreba zabudnut na to, Ze obmedzenia tejto tilohy st iné. MoZno teda existuje

Gplne iné riesenie, ktoré nebuduje na rieseni pdovodnej tlohy.

Jemko ma nejako malo penazi... nahoda?

Vsimnime si, ze Jemko ma pri sebe vzdy najviac 50 penazi, ¢o je vyrazne menej ako limit v pédovnej tlohe

8https://www.ksp.sk/ulohy/zadania/1479/
9Nie je nAm zname Ziadne rieSenie na takéto motivy.
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(kde bol 2000). Nevedeli by sme to nejako vyuzit?

Predstavme si, ze Jemko by mal na vyber iba z kryptomien ceny 1. Uréite sa mu oplati kupovat od naj-
hodnotnejsich kryptomien. Navyse, kedze kazda kryptomena stoji 1 peniaz a Jemko mé pri sebe nanajvys P
penazi, kiipi nanajvys P z tychto kryptomien.

Toto pozorovanie vieme zovSeobecnit: spomedzi kryptomien ceny ¢ staéi Jemkovi pri ndkupe uvazovat iba
najhodnotnejsich L%J 10 7 nich. Viac ich uréite nektpi, lebo potom by minul viac peiiazi, ako ma pri sebe.

To nam ale vyrazne zuzuje vyber. Aj keby Jemko dovidel na 300000 kryptomien, sta¢i mu pri ndkupe
uvazovat dokopy iba

P P P
LTJ + LgJ +.t LFJ
kryptomien, ¢o je asymptoticky O(P log P). Dokaz tohto odhadu presahuje rdmec tohto vzoraku, zdujemcom
ale odporuéim tuto stranku'’.
Nemusime byt ale matematicky magovia na to, aby sme zistili, Ze onen stdet je dost maly. Pre P = 50 ho
vieme zratat jednoduchym skriptom:'?

Listing programu (Python)

def sucet (p):
77"Vypocita nasledovny sucet: p/l1 + p/2 + ... + p/2, pricom zlomky
zaokruhli nadol.”””
vysl = 0
for i in range(l, p+l):
vysl +=p // i
return vysl

print (sucet (50))

Z ¢&oho dostaneme, ze sa Jemkovi staci v nasich testovacich pripadoch pozeraf vzdy na najviac 207 krypto-
mien. To je vyrazne menej, ako keby sa pozeral na vSetkych potencidlne az 300000 kryptomien.

Lepsie rieSenie

Ako pomocou vyssie uvedeného tvrdenia mozno urychlif rieSenie hrubou silou? Namiesto toho, aby sme
pri knapsacku uvazovali vSetky kryptomeny, na ktoré Jemko dovidi, sta¢i uvazovat len niekolko mélo z nich.
Konkrétne, kazdej cenovej kategdrie ¢ uvazujeme len L%J najhodnotnejsich kryptomien. Pre kazdu cenu vieme
tento zoznam zostrojit jednoducho pomocou minimovej haldy: vloZime kryptomenu do haldy, a ak je v halde

privela prvkov, vyhodime z nej najmenej hodnotnt kryptomenu.

Listing programu (C++)

// vyber.cpp

#include <vector>
#include <queue>
using namespace std;

void vyber (int 1, int r, int p, vector<pair<int, int> >& K, vector<pair<int, int> >& vysl) {
/*# Vyberie zo zoznamu kryptomien ‘K’ tie, ktore su relevantne pre otazku:
* ”Ako mam nakupit v intervale [1, r) za p penazi?” Tieto relevantne kryptomeny
*+ ulozi do ‘vysl’. x/
vector<priority_gueue<int, vector<int>, greater<int> > > haldy(p);

for (int i = 1; 1 < r; 1i++) {
int ¢ = K[i].first; // cena kryptomeny
if (¢ > p) {
continue;

}
int h = K[i].second; // hodnota kryptomeny
int ci = ¢ - 1; // index do zoznamu hald
haldy[ci].push(h);
if (haldyl[ci].size() * c > p) {
haldyl[ci].pop();
}
}
for (int ci = 0; ci < p; ci++) {
while ('haldy([ci].empty()) {
int h = haldyl[ci].top();
haldyl[ci].pop();
vysl.push_back (make_pair(ci + 1, h));
}
}

108ymbol |x] oznacuje dolnt celd ¢ast redlneho &isla z, teda z zaokrihlené nadol.
Hhttps://en.wikipedia.org/wiki/Harmonic_series_(mathematics)#Integral_test
123lebo aj pomocou WolframAlpha'3
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Zlu¢enim vsetkych P hald dostaneme zoznam vsetkych kryptomien, na ktoré mé zmysel sa pozerat. Potom
spustime knapsack algoritmus, ale iba na kryptomenach v tomto zozname.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include "knapsack.cpp”
#include "vyber.cpp”
using namespace std;

int main() {
int n, g;
cin >> n >> g;

// nacitame pociatocne data o kryptomenach
vector<pair<int, int> > K(n); // kryptomeny: first := cena, second := hodnota
for (int i = 0; 1 < n; 1i++) {

int ¢, h;

cin >> ¢ >> h;

K[i] = make_pair(c, h);

}

// spracujeme kazdy z g nasledujucich dni
for (int gi = 0; gi < g; gi++) {

// zmena ceny kryptomeny

int k, b;

cin >> k >> b;

k==;

K[k].first = b;

// Jemkova navsteva

int 1, r, p;

cin >> 1 >> r >> p;

1--;

vector<pair<int, int> > podzoznam;
vyber (1, r, p, K, podzoznam);

int vysl = knapsack (podzoznam, p);
cout << vysl << "\n”;

}
) return 0;

Casov4 zlozitost na jeden nakup sa ndm zmensila na O(nlog P+ P%log P): na zostrojenie zoznamu relevant-
nych kryptomien musime prejst O(n) kryptomien, a pri kazdej stravime O(log P) ¢asu na haldu'*. Nésledny
knapsack trva O(P log P - P), pretoze mame O(P log P) veci a P penazi.

Toto rieSenie si vysluzilo 6 bodov. Jeho najpomalsou éastou je konstrukcia zoznamu relevantnych kryptomien.
To robime jednoducho (ale pomaly) tak, Zze prejdeme vSetky kryptomeny, na ktoré Jemko dovidi.

Vzorové riesenie

V tlohe sa ¢asto pytame na nejaké intervaly, a tak by nds hned mohol napadnit intervalovy strom. Nevedeli
by sme ho tu nejako vyuzit?

Avsak, priamociare vyuzitie, kde by sme si v kazdom intervale pamétali knapsack na tom intervale, nestaci.
Problém je so spajanim viacerjch podknapsackov do jedného—nejde to robif efektivne.'?

Avsak my méame nieco lepSie. Vieme, Ze ndm stac¢i uvazovat iba niekolko mélo kryptomien z kazdej ceny.
Mozno by sme si vedeli pamiitat tto informdaciu vo vrcholoch stromu.

V kazdom vrchole si budeme pre kazda cenu pamiitat zoznam relevantnych kryptomien. NavySe budeme
mat tieto zoznamy utriedené podla hodnot.

Teraz nas zaujimaju dve veci. Po prvé, ¢o ma byt v listoch? To je Tahké: list obsahuje iba jedint kryptomenu.
Nech jej cena je ¢, potom zoznam pre cenu ¢ obsahuje tito kryptomenu, a ostatny zoznamy st prazdne.

Dalej, dajt sa tieto zoznamy efektivne spoéitat v nejakom vrchole, ak ich uZz méame pre jeho synov? Daju.
Postupujeme podobne ako pri mergesorte. Pri zostrojovani zoznamu pre cenu ¢ opakujeme nasledovnt tvahu:

v s

e Ktory prvok ceny ¢ moze byt najvicsi? Zrejme to bude bud najviési prvok ceny ¢ v lavom synovi, alebo v
pravom synovi. Pre oboch synov ale mame usporiadany zoznam prvkov s touto cenou. Bude to teda prvy
prvok niektorého z tychto zoznamov.

e Porovndme tieto prvé prvky, zoberieme vic$i z nich a umiestnime ho na prvé volné miesto v nasom
zozname.

14Sikovné oko si vSimne, Ze v skutoénosti zoznam vieme zostrojit rychlejsie, ako pomocou haldy.

15Mozno argumentujete, Ze v povodnej tlohe sme predsa pouzili intervalovy strom. Zamyslite sa ale, ¢ nebol nejaky divny.
Napriklad, ked sme dostali nejaky interval, na kolko najviac vrcholov v strome sme ho rozdelili? Bolo to O(logn), tak ako v
obycajnych intervalacoch?
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e Opakujeme so zvySkom, pricom vybraty prvok dalej neberieme v iivahu. Za najvicsi prvok v tom synovi
teda budeme povazovat druhy prvok, ked sa vyberie ten tak potom treti, ...

Listing programu (C++)

// zluc.cpp
#pragma once // aby sa to pri kompilacii include-lo len raz

#include <vector>
using namespace std;

#define MAX_P 50
#define ZLA_HODNOTA -1

struct Vyber {
// Struktura odrzujuca najlepsich 50/50 kariet ceny 50,
// najlepsich 50/49 kariet ceny 49,
//

’
// najlepsich 50/2 kariet ceny 2,
// najlepsich 50 kariet ceny 1.

vector<vector<int> > V; // V[i] obsahuje zoznam pre cenu <i>, V[0] sa nepouziva
Vyber () : V(MAX_P + 1) {}

Vyber (int ¢, int h) : V(MAX_P + 1) {
// zakladny Vyber, obsahuje len 1 kartu s cenou <c> a hodnotou <h>.
V[c] .push_back (h);

}

Vyber (Vyber& a, Vyber& b) : V(MAX_P + 1) {
// zluci <a> a <b> do jedneho
for (int ci = 1; ci <= MAX_P; ci++) {
int ai = 0, bi = 0;

// zoberieme najhodnotnejsich MAX P/ci z <a> a z <b> (s cenou <ci>)

for (int j = 0; Jj < MAX_P/ci; Jj++) {
int ah = (ai < (int)a.V[ci].size() ? a.V[ci][ai] : ZLA_HODNOTA);
int bh = (bi < (int)b.V[ci].size() ? b.V[ci][bi] : ZLA_HODNOTA) ;
// ale ak uz nie su ani v <a> ani v <b>, tak skonci
if (ah == ZLA_HODNOTA && bh == ZLA_HODNOTA) {
break;
}
int h;
if (ah > bh) {
h = ah;
ait++;
}
else {
h = bh;
bi++;

}
V([ci].push_back (h);

}
}
}i

Vyber zluc(vector<Vyber>& A) {
// Zluci vsetky Vybery vo <V> do jedneho, v ktorom su z kazdej ceny najhodnotnejsie meny.
// Predpokladame, ze sme dostali aspon 1 Vyber vo <V>...
if (A.size() == 1) {
return A[0];
}
Vyber vysl(A[0], A[1l]);
for (int i = 2; 1 < (int)A.size(); i++) {
vysl = Vyber (vysl, A[i]);
}
return vysl;

}

void do_pola (Vyber& a, vector<pair<int, int> >& vysl) {
// Do vektora <vysl> ulozi obsah Vyberu <v> (vo forme dvojic <cena kryptomeny, jej hodnota>).
// Na toto pole potom staci zavolat knapsack funkciu.
vysl.clear () ;
for (int ci = 1; ci <= MAX_P; ci++) {
for (auto h : a.V[ci]) {
vysl.push_back({ci, h});
}
}
}

Ak4 je casova zlozitost tohto predpocéitania? Zludovanie dvoch intervalov do jedného trva O(PlogP), a
vrcholov v strome je O(n). Bude teda trvat O(n - Plog P).
Listing programu (C++)

// intervalac.cpp

#pragma once // aby sa to pri kompilacii include-lo len raz
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#include <vector>
#include ”zluc.cpp”
using namespace std;

struct Intervalac {
vector<Vyber> A;
int m;

Intervalac (vector<pair<int, int> >& V) {
// inicializujeme intervalac: kryptomeny s povodnymi cenami a hodnotami <V>
int n = V.size();
m = 1;
while (m < n) m *= 2;

A.resize (2*m);
// A[0] sa nepouziva
// A[l...m-1] su intervaly dlzok 2 a viac
// Alm...2m-1] su intervaly dlzky 1
for (int 1 = 0; i < n; i++) |
A[m+i] = Vyber (V[i].first, V[i].second);
}
for (int i = m-1; 1 > 0; 1i--) {
A[i] = Vyber (A[2+i], A[2%i+1]);
}
}

void zmen (int k, int b, int h) {
// zmen cenu <k>-tej kryptomeny na <b> a hodnotu na <h>, pricom <k> cislujeme od 0
int kde = m+k;
Alkde] = Vyber (b, h);
kde /= 2;
while (kde > 0) {
Alkde] = Vyber (A[2xkde], A[2+kde+l]);
kde /= 2;
}
}

int L, R;
void pomocny_rozloz (int 1, int r, int i, vector<Vyber>& vysl) {
// Rekurzivne rozlozi interval <l; r) na podintervaly a ich Vybery
// prida do <vysl>. <1>, <r> a <i> su viazane: posledne menovane
// udava, v ktorom vrchole intervalacu sme, a prve dve definuju
// interval. Iba intervaly, ktore zodpovedaju nejakemu vrcholu,
// su povolene.
if (1 >= L && r <= R) {
vysl.push_back (A[i]);

return;

}

if (1 >= R || r <= L) {
return;

}

int s = (1+r)/2;

pomocny_rozloz(l, s, 2xi, vysl);
pomocny_rozloz (s, r, 2xi+l, vysl);
}

void rozloz(int 1, int r, vector<Vyber>& vysl) {
// Rozlozi interval <l; r) na podintervaly, a ich Vybery da do <vysl>.
// Z toho potom vieme vycitat, ktore kryptomeny v useku <l; r) su tie
// podstatne (dostatocne hodnotne) .
L =1;
R = r;
pomocny_rozloz (0, m, 1, vysl);

Ako zistit zoznam relevantnych kryptomien pri ndkupe? Interval rozbijeme na O(logn) intervalov zo stromu,
a tie zlu¢ime. To potrva O(logn - Plog P), a nasledné vyriesenie knapsacku bude trvat O(P - Plog P). Casova
zlozitost jedného ndkupu je teda O(Plog P - (P + logn)).

Ako prepocitat intervalovy strom, ked sa zmeni hodnota kryptomeny? Ked vieme zlucovat intervaly, nie je
problém: zmenime prislusny vrchol-list'® a vSetkych jeho predkov 7 prepo¢itame. Tych je iba O(logn), asova
zlozitost jednej tpravy je teda O(logn - Plog P).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include "knapsack.cpp”
#include ”zluc.cpp”
#include ”intervalac.cpp”
using namespace std;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio (false);
cin.tie(0);
cout.tie(0);

int n, g;
cin >> n >> qg;

16reprezentujici interval dizky 1
17reprezentujice vetky dalsie intervaly, ktoré kryptomenu obsahuji
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// nacitame pociatocne data o kryptomenach
vector<pair<int, int> > K(n); // kryptomeny: first := cena, second := hodnota
for (int i = 0; 1 < n; i++) {
int c, h;
cin >> ¢ >> h;
K[i] = make_pair(c, h);
}

Intervalac I(K);

// spracujeme kazdy z g nasledujucich dni
for (int gi = 0; gi < g; gi++) {

// zmena ceny kryptomeny
int k, b;
cin >> k >> Db;
k——;
if (b != K[k].first) {
K[(k].first = b;
I.zmen(k, b, K[k].second);
}

// Jemkova navsteva
int 1, r, p;

cin >> 1 >> r >> p;
1-—;

// najdeme iba tie podstatne kryptomeny
vector<Vyber> vybery;

I.rozloz(l, r, vybery);

Vyber podvyber = zluc(vybery);
vector<pair<int, int> > podzoznam;
do_pola (podvyber, podzoznam);

int vysl = knapsack (podzoznam, p);
cout << vysl << "\n”;

}

return O;

}

Celkovéa Casova zlozitost je

O(Plog P - (n+ (P +logn)-q)),

¢o sice nevyzera pekne, ale aspoii je to dost mélo. Toto riesenie si vysluzilo plnych 8 bodov.
Pomocou lazy-loadingu by sme sa vedeli vyhnif zdlhavému predpoéitaniu a dosiahnut tak o chlp lepsiu
Casovi zlozitost. Na plny pocdet bodov sme to ale nevyzadovali.
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